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あらまし 本稿では部分空間法から相互部分空間法、制約相互部分空間法、さらにはその非線形化に至る一連の理論拡

張と、これにより実現される３次元物体認識に対する新しいアプローチについて述べる。一般に物体の見え方パター

ンは特徴空間において低次元の部分空間に局所的に分布する。ここで見え方パターン分布がその物体の３次元形状を

反映していることを考えると、一旦、見え方パターン分布から部分空間が生成できれば、３次元物体認識は部分空間

同士の構造的な類似性を測る問題へと変換される。したがって、部分空間の類似性を両者のなす正準角により測る、

一連の部分空間法ベースの認識法は３次元物体認識との適合性が極めて高いと言える。さらに、より高い識別性能を

実現するためには、２つの物体形状の差異が顕著に現れる画像部分を識別において選択的に用いることが有効である。

これは制約相互部分空間法と呼ばれる枠組みにおいて、部分空間の差異を表す一般化差分部分空間を導入し、比較す

べき部分空間の一般化差分部分空間への射影に対して正準角を測ることで実現できる。本アプローチの有効性は顔画

像認識の実験結果により示す。
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Abstract This paper describes a theoretical extension of the Subspace Method to Constraint Mutual Subspace

Method. The extension can enable us to realize a new approach in a framework of view-based 3D object recognition.

The validity of our approach using Constrained Mutual Subspace Method is demonstrated through fundamental

experimental results of face recognition.

1. ま え が き

本稿では部分空間法から相互部分空間法、そして制約相互部

分空間法への理論拡張により、３次元物体認識に対する新しい

アプローチを実現する。従来の３次元物体認識は、特徴点の幾

何学的な関係に基づくモデルベースの方法と、物体の見え方に

基づく “View-based”の方法に大別できる。

前者はステレオ視覚や、Shape from Motion に代表されるよ

うに画像から検出された特徴点の２次元座標から３次元座標を

幾何学計算により求め、これにより３次元モデルを推定する。

特徴点が正確に検出できれば精度的には後者に比べて優れてい

るが、実環境における特徴点検出は一般には不安定であり、必

要な特徴点が十分に求まらない場合が多い。

一方、後者は、“Appearanece-based”などとも呼ばれている

が、本質は画像パターン認識そのものである。様々な視点や照

明条件における物体の見え方を画像パターンとして予め記憶し

ておき、未知パターンとこれを照合することで３次元物体認識

を行う。画像パターンを直接対象にするために、照明変動や物

体の姿勢変化などに対処しなければならないが、前者に比べて

必要な特徴点数は少なく、特徴点の高い検出精度も要求されな
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い。このため実環境においても有効な物体認識法となっている。

View-based の認識法には、従来のパターン認識アルゴリズ

ムの多くが適用可能である。中でも文字認識などで有効性が示

されている部分空間法 [1]は３次元物体認識との適合性が極め

て高い。これは以下の理由に拠る。一般に物体の見え方パター

ンは特徴空間に比べて遥かに低い次元の線形部分空間に局在し

ている（注1）。ある物体の見え方パターンの分布はその３次元形

状に依存しているので、３次元物体認識は比較すべき物体に付

随する部分空間同士の構造的な類似性を測る幾何学的な問題

に変換される。この点、入力ベクトルと辞書部分空間のなす角

度 [2]、あるいは入力ベクトルの辞書部分空間への射影長 [1]に

基づいて識別を行う部分空間法 [1], [2]は、３次元物体認識との

適合性が高いと言える。部分空間法は極めて簡潔なアルゴリズ

ムにも拘わらず、特徴抽出と識別を同時に行う優れた認識方で

ある。渡辺と飯島によりほぼ同時に提案されてから３０年近く

が経った現在でも、カーネル関数を用いた非線形化などの理論

拡張が精力的に行われている [20]～[24]。

部分空間法の枠組みに基づいて３次元物体認識は実現できる

が、部分空間法では入力がベクトルなので、十分に３次元形状

を反映した認識を行っているとは言えない。そこで、図 1に示

すように入力側も部分空間として入力部分空間と辞書部分空間

の構造的な類似性に基づいて３次元物体認識を行うという発想

が出てくる。２つの部分空間のなす角度は統計分野において正

準角として古くから知られており、２つの部分空間の幾何学的

な関係はこれら複数の正準角により完全に規定される [10]。

正準角は相互部分空間法の枠組みなどにより求めることがで

き、これにより部分空間法に比べて、より優れた３次元物体認

識が実現できる。しかしながら、識別の観点から見るとこの枠

組みだけでは不十分である。これは部分空間法ベースの方法全

般に言えることだが、各部分空間が他の部分空間との関係を考

慮されずに生成されるためである。この事は各物体に共通する

３次元形状をも考慮して識別することに相当する。本来、高い

識別性能を実現するためには、両者の３次元形状の差異が顕著

に現われる画像部分 (画素)を選択的に使うことが有効である。

これは文字認識において、”犬”と”大”を識別するためには、

点の有無を調べることが有効であることからも類推できる。文

字認識では両者の差分ベクトルが有効であるが [25]、部分空間

に対しては、２つの部分空間の差異を表す差分部分空間が有効

である。比較すべき２つの部分空間を差分部分空間への射影し、

射影された部分空間同士の正準角を求める方法が制約相互部分

空間法である。これにより両者の３次元形状の差異が顕著に現

われる画像部分を選択的に用いて高精度な物体識別を行える。

以下では、まず物体の見え方パターンの部分空間による表現

について述べる。次に部分空間法に対する一連の理論拡張につ

いて述べ、これにより３次元物体認識への新しいアプローチが

実現できることを示す。このアプローチの有効性は顔画像認識

（注1）：n ピクセル ×n ピクセルの 2 次元画像パターンは n×n 次元の特徴空

間における一本のベクトルデータとして扱う。例えば 15×15 ピクセルの画像パ

ターンは 225 次元の特徴空間における一本のベクトルデータとなる。

Subspace P Subspace Q

u1 v1

..........

PCA PCA

...... ......

Orthogonal basis vectors Orthogonal basis vectors 

θ i=1-N

図 1 部分空間の構造的な類似性

を用いた評価実験により示す。

2. 見え方パターン分布の部分空間表現

物体表面が拡散反射面で形状が凸という条件下では、ある視

点から見た任意照明条件における見え方パターンの分布は特徴

空間中の 3 次元部分空間を構成する [5]。この条件はかなり理

想的な条件であるが、これを緩めていった場合でも、高次元の

特徴空間に対して遥かに低い次元の部分空間で表現できること

が理論的に示されている [6]。より一般的には物体の見え方パ

ターン分布は主成分分析（PCA)により、低次元部分空間で近

似できることが実験的に示されている。例えば、様々な照明条

件で撮影された 15×15ピクセルの正面顔パターン集合は、5～

10次元程度の線形部分空間で 99%の精度で表現可能である。

逆に視点と光源位置が固定され、物体が運動する場合でも、

何らかの方法で正確な特徴点の対応付けができれば、これによ

り物体の姿勢や大きさを一定に正規化した後に、同様に部分空

間を生成することができる [7]。しかしながら、実環境では特徴

点の正確な対応付けは難しく、完全な正規化は実現困難である。

例えば、顔画像認識では３次元的な正規化は行わず、目鼻など

の特徴点を基準にした２次元アフィン変換による簡易な正規化

が適用される場合が多い。このような場合には、先に挙げた条

件がかなり崩れているために、見え方パターンの分布を低次元

の線形部分空間でうまく表現することはできない。次元数を高

くすれば部分空間に全ての見え方パターン分布が含まれるよう

になるが、見え方パターンに無関係なパターンも含まれるため

に、誤認識が生じ易くなる。このように線形部分空間による表

現に無理がある場合には、カーネル非線形主成分分析 [19]によ

り生成される非線形部分空間の導入が有効である。

3. 部分空間表現に基づく物体認識

ここではまず部分空間法と、その拡張である相互部分空間法

について述べる。次に正準角なる概念を用いて相互部分空間法

を一般化し、これにより 3 次元物体認識が実現できることを

示す。

3. 1 部分空間法から相互部分空間法への拡張

部分空間法 (Subspace Method) [1]は図 2に示すように、入

力ベクトル pのクラス Qのパターン分布を表す N 次元の部分

空間 Q(辞書部分空間) への射影長 |p′ | あるいは両者の角度 θ

に基づいて識別を行う。計算上は角度に基づいて cos2θ を類似
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Subspace P Subspace Q

P’θ1

図 2 部分空間法の概念図

Subspace P

u
v

Subspace Q

θ 1

図 3 相互部分空間法の概念図

度とする。

cos2θ =

∑N

i=1
(p, ei)

2

||p||2 (1)

ここでベクトル ek は辞書部分空間 Qk を張る基底ベクトル、

(p, eki)は入力ベクトル pと Qk の第 i基底ベクトル eki との

内積である。基底ベクトル ek はクラス Qk に属するベクトル

Xkj(j = 1∼nk) から計算される自己相関行列 Rk の固有ベク

トルとして求まる。

Rk =
1

nk

nk∑
j=1

XkjX
>
kj (2)

部分空間の次元数は実験的あるいは固有値の寄与率に基づい

て決める [1], [3]。識別時には入力ベクトルと各クラス毎に用意

された辞書部分空間との類似度を求め、類似度が最も高く、し

きい値以上の部分空間に相当するクラスを該当クラスと判定

する。

相互部分空間法 (Mutual Subspace Method(MSM)) [8]は部

分空間法の自然な拡張であり、図 3に示すように入力もベクト

ルから部分空間に置き換えた方法である。２つの部分空間のな

す最小角度 θ1 に基づいて識別を行う。計算上は cos2θ1 を類似

度とする。

cos2θ1 = sup
u∈P,v∈Q

||u|| |=0,||v|| |=0

|(u,v)|2
||u||2||v||2 (3)

3. 2 相互部分空間法の一般化

2つの部分空間の成す角度である、正準角という概念を用い

て相互部分空間法は一般化できる。M 次元部分空間 P とN 次

元部分空間 Q(便宜上、M>=Nと仮定)の間には N 個の正準角

Subspace 1 Subspace 2Canonical 
  Angle θ1

図 4 1 次元部分空間のなす正準角

Subspace 1

Subspace 2
Second canonical angle

θ2
θ1= 0
First canonical angle

図 5 2 次元部分空間のなす正準角

が定義できる [10]。第１正準角 θ1 は相互部分空間法で用いら

れている２つの部分空間のなす最小角である。第２正準角 θ2

は最小正準角 θ1 に直交する方向において計った最小角、同様

に第３正準角 θ3 は第２正準角 θ2 に直交する方向で計った最小

角である。以下同様に N 個の正準角が順次求まる。これを式

で書くと次のようになる。

cos2θi = max
ui⊥uj(=1,...,i−1)
vi⊥vj(=1,...,i−1)

|(ui,vi)|2
||ui||2||vi||2 (i = 1, . . . , N) (4)

ここで ui ∈ P ,vi ∈ Q , ||ui|| |= 0, ||vi|| |= 0である。

多次元空間における正準角の図示は不可能であるが、３次元

空間における正準角は図示できる。例えば図 4に示すように、

２つの１次元部分空間（ベクトル）のなす正準角は単純に両者

のなす角度となる。また２つの２次元部分空間に対しては図 5

に示すような２つの正準角 θ1とθ2 が定まる。ただし、この場

合には２つの部分空間が共通部分空間を持つために最小正準角

θ1 は 0度となっている。

3. 3 正準角の計算

正準角 θ の算出が部分空間に対する射影行列の積に対する

固有値問題に帰着されることは統計学では古くから知られてい

た。これによると部分空間 P と Qの基底ベクトルから計算さ
れる射影行列の積 QPあるいは PQの第 i番目に大きい固有

値が cos2θi となる [10]。ここで各射影行列は各部分空間の基底

ベクトルを Φm,Ψn とする次式で書ける。

P =

M∑
m=1

ΦmΦT
m (5)

Q =

N∑
n=1

ΨnΨT
n (6)
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S[n]=1.0 0 < s[n] < 1.0 s[n]=0.0

Subspace 1 Subspace 2
Subspace 1

Subspace 2

Subspace 1
Subspace 2

図 6 部分空間の構造的な類似度

相互部分空間法の導出においても本質的に同じ固有問題が導

出され、cos2θ1 が射影行列の積 QPQ あるいは PQPの最大

固有値となることが示されている [8]（注2）。 ただし計算上はこの

固有値問題は、以下の小さい行列 Sの固有値問題に変換でき、

その固有値 λから正準角が求まる。

Sa = λa (7)

S = (xij), (i, j = 1∼N) (8)

xij =

N∑
m=1

(Ψi, Φm)(Φm, Ψj)

ここでΨiとΦi は、先に示した部分空間 P と Qの i番目の基

底ベクトルである。

3. 4 部分空間の構造的な類似度

２つの部分空間の構造的な類似性を測る尺度として、第 n正

準角まで考慮した類似度 S[n]を次のように定義する。

S[n] =

n∑
i=1

λi

n
(9)

ここで固有値 λi は、行列 Sの i番目に大きい固有値である。

類似度 S[n]は図 6に示すように、２つの部分空間が完全に一

致する時に最大値 1.0となり、両者が離れるにつれて低下して

ゆき、完全に両者が直交する時に最小値 0.0となる。

類似度 S[n] (n > 1) が有効となるのは、比較する 2 つの分

布が多様なデータを含んでいる場合である。例えばカメラを移

動させることで複数視点からの見え方パターンを獲得できる場

合 [16]や、複数カメラで異なる視点からのパターンを一挙に獲

得できる場合 [15]などはこの条件を満足する。逆に単一カメラ

で対象物の動きが少ない場合には、パターン分布が極めて小さ

い次元に縮退するために類似度 S[n](n > 1) は有効ではなく、

むしろ識別性能の劣化を引き起こす可能性があるので適用には

注意が必要である（注3）。

（注2）：多変量解析の中心的な手法である正準相関分析や等均質理論においても

相関係数を求める過程で同じ固有値問題が導出されている [9]。特に正準相関分

析におけるデータを各部分空間を張る正規基底ベクトルとする特別な場合が相互

部分空間法と見なせる。

（注3）：正準角の分布は 3 次元形状に関する重要な情報が含まれており、更に議

論が必要である [14]。

Subspace P

u
d

v

Subspace  Q

projectingprojecting

Constraint subspace C 

Q CP C

θ

cθ

図 7 制約相互部分空間法の概念図

4. 制約相互部分空間法による識別

4. 1 制約相互部分空間法のアルゴリズム

複数の正準角を用いた相互部分空間法は、３次元物体認識に

対する極めて有効なアプローチとなっているが、先に述べたよ

うに識別性能に関しては最良とは言えない [3]。相互部分空間

法には、各クラス部分空間の共通空間のように本来は識別に貢

献しない成分を抑制する機構が無く、このような不要な成分ま

で含めた識別を行うことで誤識別を引き起こす。これは正準

角 θ をなす２つのベクトル u ∈ P と v ∈ Q の差分ベクトル
d(|u| = |v| |= 0)に、識別に不要な変動が含まれることを意味

する。したがって、高い識別性能を実現するためには、同一ク

ラス内の変動をできるだけ抑制し、逆に識別に有効な他クラス

との差異を選択的に抽出し、これを用いて識別することが重要

である（注4）。

これを実現する方法として、制約相互部分空間法 (Con-

strained Mutual Subspace Method (CMSM)) [11]が提案され

た。制約相互部分空間法は、図 7に示すように、識別に有効な

成分から構成される制約部分空間 C への射影を相互部分空間法
に付加した方法である。入力部分空間 P と辞書部分空間 Qの
制約部分空間 C への射影 Pcと Qc に対して正準角を測る。制

約相互部分空間法の類似度は式 (4)に対応して以下のように定

義できる。

cos2θc
i = max

ui⊥uj(=1,...,i−1)
vi⊥vj(=1,...,i−1)

|(uc
i ,v

c
i )|2

||uc
i ||2||vc

i ||2
(i = 1, . . . , N)(10)

ここで uc
i ∈ Pc,vc

i ∈ Qc, ||uc
i || |= 0, ||vc

i || |= 0である。

4. 2 制約部分空間の生成

制約相互部分空間法を適用するためには、問題に応じて如何

に制約部分空間を生成するかが重要な課題である。制約部分空

間は様々な方法により生成できるが [12]、ここでは部分空間同

士の差異を表す差分部分空間を基本とする生成法を述べる。

4. 2. 1 差分部分空間の幾何学的な定義

図 11に示すように、差分部分空間は２つの部分空間 P と Q
の差異を表す部分空間であり、P と Qの成す正準角を形成す
る２つのベクトル uと v、の差分ベクトル d集合により張られ

（注4）：これはクラス部分空間同士をできるだけ直交化させることに相当すると

考えられる。
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d1

d2

V1
V2U1U2

Subspace QSubspace P θ1

θ2

U V

d

(a)one-dimension (b)multi-dimension

図 8 差分部分空間の概念図:(a) ２つのベクトルに対する差分ベクト

ル、(b) 多次元における差分部分空間

図 9 ２つの照明空間に対する差分部分空間：異なる直径の半球に対す

る２つの３次元部分空間と、両者に対する３次元差分部分空間を

示している。

る [11], [13]。幾何学的には差分部分空間は２つのベクトルに対

する差分ベクトルの多次元への拡張となっている。

既に述べたようにM 次元部分空間 P と N 次元部分空間 Q
に対してN 個の正準角 θi(i = 1, . . ., N)が定義できる。ここで

i番目に小さい正準角 θi を形成する２つのベクトル uiと vi の

差分ベクトルを di = ui − vi とすると、N 個の差分ベクトル

di はお互いに直交している。そこで N 個のうち t番目までの

差分ベクトルを長さを 1.0に正規化して、t次元の差分部分空

間 D2 の基底ベクトルとする。

図 9 は直径の異なる２つの半球物体に対する３次元部分空

間と両者の３次元差分部分空間を張る基底ベクトルを表してい

る。差分部分空間の基底ベクトルは両者の３次元形状の差異を

反映していることが見て取れる。差分部分空間は幅広い概念な

ので様々な応用が考えられる。例えば、差分部分空間と形状差

の関係付けはフォトメトリクスなどとも関連し、理論的にも興

味深い問題ある。

4. 2. 2 射影行列による差分空間の定義

先に正準角により幾何学的に定義した差分部分空間は、部分

空間 P と Qに対する射影行列の和に基づいて定義できる。こ
の事は次のようにして示される。

行列 PQの i番目の固有値 λi(PQ)と行列 P + Qの i番目

の固有値 λi(P + Q)に λi(PQ) = (λi(P + Q)− 1)2の関係 [9]

があることを利用すると、過程は省略するが以下の関係（注5）が

導き出される [13]。

（ 1） 正準角 θi を形成するベクトル ui と vi のベクトル和

ui + vi は、P + Qの i番目の固有値 (> 1.0)に対応する固有

（注5）：２つの部分空間に重複が無い場合

Sum subspace S2

Subspace P Subspace Q

Principal component
subspace M2

Difference
subspace D2

90 degree

図 10 和空間の主成分部分空間と差分部分空間への分解

Subspace P

Difference  subspace D2 Principal component
subspace M2

Subspace Q

図 11 差分部分空間と主成分部分空間：異なる人物の顔部分空間 P と
Q の差分部分空間 D2 と主成分部分空間M2 への分解を示し

ている。

ベクトルである。

（ 2） ベクトル ui と vi の差分ベクトル ui − vi は、P + Q

の N×2 − i 番目の固有値 (<=1.0) に対応する固有ベクトルで

ある。

この関係から「射影行列の和 P + Q の N×2 個の固有ベクト

ルのうちで固有値が 1.0以下のN 個が差分部分空間 D2 を張る

基底ベクトルとなる」ことがわかる。ここで P + Qの固有値

が大きい側の固有ベクトルが張る空間を主成分部分空間M2 と

呼ぶとすると、P + Qの全固有ベクトルが張る部分空間 P と
Qの和空間 S2 は主成分部分空間M2 と差分部分空間 D2 に直

交直和に分解できることがわかる。このことから差分部分空間

D2 は和空間 S2 から主成分部分空間M2 を取り除いた空間で

あると解釈できる (図 10)。この解釈の意味するところは、２

つの部分空間の差異として求めた差分部分空間が、同時に２つ

の部分空間の平均的な空間に直交、すなわち同一クラス内の平

均的な変動を含まないという条件を満足しているということで

ある。

図 11は異なる人物の部分空間 P とQの和空間が、両者に対
する差分部分空間 D2 と主成分部分空間M2 に直交分解される

様子を示している。

4. 2. 3 差分部分空間の一般化

差分部分空間 D2 は和空間 S2 から主成分部分空間M2 を

取り除いた空間であるという解釈を、k(>=2) クラスの識別問

題に対して適用すると、図 12に示すように一般化された差分

部分空間 Dk を k 個の N 次元部分空間が形成する和空間 Sk

からこれらの主成分部分空間Mk を取り除いた空間として定

義できる。この定義に従えば、一般化された差分部分空間 Dk

は k 個の射影行列 Pi(i=1∼k) の総和 G に対する固有ベクト

ルで、固有値 λ が小さい方から順に選んだ nc 個のベクトル
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 Principal component subspace Pck

Generalized difference subspace Dk

P1

P2
P3

Pk-1

Pk

PckDk

図 12 一般化差分部分空間の概念図

dN×k,dN×k−1, . . . ,dN×k−nc+1 により張られることになる。

nc の値は実験的に定める。

Gd = λd (11)

G = P1 + P2 + · · ·+ Pk

Dk = SP (dN×k,dN×k−1, . . .dN×k−nc+1) (12)

λN×k < λN×k−1 < · · · < λN×k−nc+1

ここで改めて差分部分空間 Dk を制約部分空間 C とする。
4. 2. 4 同一クラスの統合化

形式的には式 (11) は各部分空間の基底ベクトルをデータと

した主成分分析と見なせる。したがって、この式だけからは制

約相互部分空間法と、主成分部分空間へ射影したうえで識別を

行う主成分分析法との差異は、固有値の大きい側あるいは小さ

い側のどちらの固有ベクトルが張る空間に射影するかという点

だけに思われる。しかしながら、両者においては同一クラスに

属する部分空間の集合あるいは原データ集合が一つの部分空間

で表されているか否かが大きく異なる。このように一つの部分

空間で表すことを統合化と呼ぶことにする。

統合化を行なったうえで生成した制約部分空間 C には、各カ
テゴリ部分空間の共通的な成分は含まれない。一方、統合化を

行わない場合には、同一クラス内の変動が制約部分空間に含ま

れることになり、識別時にこの変動成分の影響により誤認識が

生じることになる [13]。

4. 2. 5 制約相互部分空間法の流れ

制約相互部分空間法による物体認識の流れは以下のように

なる。まず複数の見え方パターンから主成分分析 (PCA)やグ

ラム・シュミットの直交化などにより入力部分空間を生成す

る（注6）。次に入力部分空間 P と辞書部分空間 Q を制約部分空
間へ射影する。ここで入力部分空間 P の制約部分空間 C への
射影 Pc は以下の手順で求まる。

（ 1） 部分空間 P を張るM 個の基底ベクトルの制約部分空

間上への射影ベクトルを求める。

（ 2） 各射影ベクトルの長さを正規化する。

（ 3） M 個の正規化ベクトルに対してグラムシュミットの

直交化を施す。

（注6）：このような複数視点の画像はマルチカメラ [15] やロボット視覚 [16] の

ように自分自身が運動して視点を変化させることで得られる。

x1 (x1) (y1)y1

Non linear translation 

Non linear translation 

φ
φ

φ φ

Original space
High dimensional space

図 13 カーネル関数による非線形変換

（ 4） 直交化されたM 個の正規化ベクトルが射影部分空間

Pc の基底ベクトルとなる。

同様の手順で辞書部分空間Qの制約部分空間 C への射影Qc が

求まる。辞書部分空間は予め制約部分空間に射影しておけるの

で計算量の増加は少ない。こうして得られた Pc と Qc に対し

て式 (9)で定義された類似度 S を求める。

5. カーネル関数を用いた非線形化

先に述べたように不完全な正規化などが原因で、見え方パター

ン分布が線形部分空間でうまく表現できない場合には、カーネ

ル関数を用いた非線形識別が有効である。以下では非線形主成

分分析 [19]をベースにして非線形特徴空間上に一般化差分部分

空間を構築し、これによりカーネル非線形制約相互部分空間法

(KCMSM)を実現する [26]。

5. 1 カーネル非線形主成分分析

非線形空間上で一般化差分部分空間を形成するための準備と

して、カーネル非線形主成分分析について述べる。m次元の原

パターン xを非線形変換 φにより、原空間に比べて遥かに高い

次元 dφ の空間 (以下、非線形空間)に写像する (図 13参照)。

φ : x → φ(x) = (φ1(x), . . . , φdφ(x)) (13)

非線形空間上の写像に対して主成分分析や生成した非線形部

分空間への射影を行うためには、写像 φ(x)と写像 φ(y) 間の内

積を計算する必要がある。しかし、非線形空間上において、こ

の内積 (φ(x),φ(y))を直接計算することは、対象とするベクト

ルの次元が極めて高いために計算困難 (無限次元空間では不可

能)となる。ところが非線形変換 φをカーネル関数 k(x,y)を

介して定義すると、内積 (φ(x), φ(y))は原パターンベクトル x

と y から計算することができる。これが “カーネルトリック”

と呼ばれる計算技法である。具体的な非線形変換 φが存在する

ためには、カーネル関数 k(x,y) が Mercer の条件を満足する

必要があり、例えば以下のような関数が存在する。

k(x,y) = 　 exp(−||x− y||2
σ

) (14)

このガウシアン関数を適用した場合には、原パターンベクトル

は無限次元空間へ写像されることになる。

カーネルトリックを用いた非線形特徴空間上の主成分分析が、

カーネル非線形主成分分析法である [19]。導出過程は省略する
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Nonlinear subspace P

Nonlinear subspace Q

Nonlinear difference 
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図 14 カーネル非線形差分部分空間の概念図

が、非線形主成分分析の計算はカーネル関数を介して m個の

学習パターン xs(s = 1∼m)から求まる m×m 行列K の固有

値問題に帰着される。

Ka = λa (15)

行列Kは次式で定義される。

kst = (φ(xs), φ(xt)) (16)

= k(xs,xt) (17)

入力ベクトル xの非線形主成分の第 i基底ベクトル ei への射

影成分は次式で定義される。

(x, ei) =

m∑
s=1

ais√
λi

k(x,xs) (18)

ここで λi は行列Kの第 k 番目に大きい固有値、ais は固有値

λi に対応する固有ベクトル ai の第 s成分である。

5. 2 カーネル非線形差分部分空間の生成

非線形空間において非線形一般化差分部分空間を形成するた

めの具体的な計算について述べる。一般化差分部分空間の生

成、およびそれへの射影はベクトル内積で構成され、カーネル

トリックを用いた非線形化が容易に可能である。基本的な生成

の流れは既に述べた線形空間における一般化差分部分空間と同

様であり、線形クラス部分空間を非線形クラス部分空間に置き

換えるだけである。ここでは、識別クラス数が r 個、各クラス

k毎にm個の学習サンプル xk から d次元のクラス非線形部分

空間が生成されているという条件で、c次元の非線形一般化差

分部分空間を求める手順を示す。

まず、カーネル非線形主成分分析を用いて各クラス k毎に非線

形クラス部分空間を求める。このために各クラス k毎に式 (15)

で定義されたカーネル行列Kの固有値問題を解いて、非線形ク

ラス部分空間を張る d個の基底ベクトル ek
i (k = 1∼r,i = 1∼d)

を求める。

ek
i =

m∑
s=1

　
ak

is√
λi

φ(xk
s ) (19)

次に r 個の非線形クラス部分空間の全ての基底ベクトル、つ

まり合計 r×d 個の基底ベクトルからカーネル差分部分空間の

基底ベクトルを求める。これは全ての基底ベクトルをデータ見

なして主成分分析を行なうことに相当する。ここで全基底ベク

トルを並べた行列を Eとする。

E = [e1
1, . . . , e

1
d, . . . , er

1, . . . , e
r
d] (20)

以下で定義される行列Dの固有値問題を解く。

Db = βb (21)

Dij = (E[i],E[j]) (22)

i, j = 1∼r×d

ここで E[i]は行列 Eの第 i列成分を意味する。上式において

クラス cの第 i基底ベクトル ei とクラス c∗の第 j 基底ベクト

ル e∗j の内積は次式で計算できる。

(ei, e
∗
j ) = (

m∑
s=1

ais√
λi

φ(xs),

m∑
t=1

a∗jt√
λ∗j

φ(x∗t )) (23)

=

m∑
s=1

m∑
t=1

aisa
∗
jt√

λiλj
∗ (φ(xs), φ(x∗t )) (24)

=

m∑
s=1

m∑
t=1

aisa
∗
jt√

λiλj
∗ k(xs,x

∗
t ) (25)

非線形差分部分空間の第 i 基底ベクトル di は行列 D の固

有ベクトルの内で、固有値の小さい方から i 番目の固有ベク

トル bi を重み係数として、以下のように基底ベクトル E[i]

(i = 1 ∼ (r×d))の線形和で表される。

di =

r×d∑
j=1

bij√
βi

E[j] (26)

=

r×d∑
j=1

bij√
βi

m∑
s=1

a
class(j)
js√

λj

φ(xclass(j)
s ) (27)

=

r×d∑
j=1

m∑
s=1

bija
class(j)
js√

βi

√
λj

φ(xclass(j)
s ) (28)

ここで class(j)は j 番目の基底ベクトル E[j]が属するクラ

ス番号を表している。

5. 3 カーネル非線形差分部分空間への射影計算

以上の準備により、入力ベクトル xの非線形差分部分空間の

第 i基底ベクトル di への射影成分は、入力ベクトル xとm×r

個の全学習ベクトル xk
s (s = 1∼m, k = 1∼r)を用いて次式によ

り計算できる。

(φ(x),di)=

r×d∑
j=1

m∑
s=1

bija
class(j)
js√

βi

√
λj

(φ(xclass(j)
s ), φ(x)) (29)

=

r×d∑
j=1

m∑
s=1

bijajs
class(j)

√
βi

√
λj

k(xclass(j)
s ,x) (30)

したがって、入力ベクトル xの c((< r×)d)次元のカーネル差

分部分空間上への射影ベクトル f の成分は以下で表される。

f = (f1, f2, . . . , fc) (31)

fi = (φ(x),di)
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図 15 CMSM に基づく顔画像認識の流れ

射影ベクトル f は各クラスを識別するための有効な非線形特徴

量となっており、これから各クラス部分空間を生成し、相互部

分空間法を適用すればカーネル非線形制約相互部分空間法が構

成できる。

6. 顔画像認識への応用

ここでは制約相互部分空間法による物体認識の具体的な応用

例として顔画像認識について述べる（注7）。顔画像認識は画像パ

ターンによる３次元物体認識の重要かつ具体的な研究テーマの

一つである。顔画像認識と共通点が多い文字認識の研究では、

主に２次元面上のパターンを対象とする。これに対して顔画像

認識の研究では表情変化などにより柔軟に変形する複雑な３次

元物体が対象である。このため顔パターンは同一人物でも、顔

向き、表情、光源の変動により大きく変化し、場合によっては

髪型、化粧、眼鏡の有無、加齢などによるパターン変動がこれ

に加わる。一方、目、鼻、口などの基本部位から構成される顔

の造りは、個人に依らずに万人共通である。したがって他人と

の識別を可能としているのは各部位の形状や配置の微妙な違い

である。このような顔パターンの特性が、コンピュータによる

顔認識を極めて困難な課題としている [28]。

6. 1 制約相互部分空間法による認識の流れ

図 15に制約相互部分空間法による顔認識の大まかな流れを

示す [11]。光源位置を固定で、被験者には顔向きを上下左右に

軽く振るように指示した。これにより光源と顔面の位置関係が

変化し様々な顔の見え方パターンが得られる。処理は以下のよ

うになる。まず入力画像から瞳と鼻孔を基準に正規化パターン

を切り出し [27]、ヒストグラム平坦化を施す。正規化パターン

が切り出される毎に同時反復法を用いて入力部分空間 P を更

（注7）：この他にも、ジェスチャー認識や発話認識 [18]、ISAR 画像解析 [17] な

どにも有効であることを確認している。

(a)

(b)

図 16 全固有ベクトル：(a)主成分部分空間を張る 55個の基底ベクト

ル, (b) 一般化差分部分空間を張る 170 個の基底ベクトル

図 17 制約部分空間の累積画像：明るい画素ほど識別時に重視される

ことを示している。

新する [29]。次に入力部分空間を制約部分空間 C へ射影し、予
め射影された各人物の辞書部分空間 Qi との類似度を相互部分

空間法を適用して求める。類似度が最も高く、しきい値以上の

辞書部分空間に該当する人物を本人と判定する。

6. 2 制約部分空間の生成

制約部分空間は以下の手順で生成する。まず各人物毎に様々

な種類の照明条件において撮影された nk 枚の顔パターン集合

に主成分分析を適用して N 次元の部分空間を生成する。次に、

各人物の部分空間に対する射影行列の総和Gを求め、この行

列の固有値が小さい方から c個の固有ベクトルを c次元の一般

化差分部分空間、つまり制約部分空間の基底ベクトルとする。

図 16 は、225 次元の特徴空間において、25 人分の 30 次元

部分空間から求めた 225 個全ての固有ベクトルである。これ

らの内で、固有値が大きい側の 55個の固有ベクトルを主成分

部分空間を張る基底ベクトル (図 16(a))、残りの 170個の固有

ベクトルを一般化差分部分空間を張る基底ベクトルとした (図

16(b))（注8）。ここで、一般化差分部分空間の固有値が小さい側

の基底ベクトルはノイズの様に見えるが、部分空間同士の最小

正準角に対応した、意味のある差分ベクトルとなっていること

に注意が必要である。

図 17に第 1から第 170基底ベクトルまでの累積画像を示す。

明るい画素ほど、識別において重視されることを示している。

これから額や頬などの領域が識別において重視されているこ

とがわかる。この観察結果は頬などの領域は照明変動の影響を

（注8）：ここでは一般化差分空間の次元を実験的に決めたが、最適な次元を理論

的に選定することは今後の重要な課題である。
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表 1 各認識方法の性能比較：S[n] は第 n 正準角まで考慮した類似度

である。

Method SM EFM MSM CMSM

Sim. S[1] S[2] S[3] S[1] S[2] S[3]

Recog. rate 71% 75% 80% 88% 89% 99% 99% 99%

Sep. 0.09 0.12 0.12 0.34 0.39 0.57 0.63 0.65

受けやすく、変動抑制の観点からは無視すべき領域であるとい

う直感と異なるが、これらの領域の輝度は顔の３次元形状を反

映しており、３次元情報が識別性能の向上に貢献したと考えら

れる。

6. 3 顔画像認識における有効性

制約相互部分空間法による物体認識の有効性を示すために、

顔画像認識の実験結果を示す。実験パラメータは以下の通りで

ある。データ次元数は 225、入力部分空間と辞書部分空間はそ

れぞれ 40枚のパターンから生成し、次元数は 7とした。制約

部分空間は 4種類の照明条件における 12人分の 30次元部分空

間から生成した。次元数は 170とした。

(a)線形識別

評価は制約部分空間の生成に用いた人物とは異なる 13人に対

して、4種類の照明条件間 (制約部分空間を生成した照明条件

とは異なる)において総当りで識別を行った。

表 1は部分空間法 (SM)、固有顔法 (FEM)、相互部分空間法

(MSM)、制約相互部分空間法 (CMSM)の第１位識別率と分離

度を示している。分離度は本人の類似度と他人の類似度がどの

程度分離されているかの正規化量であり、1.0 に近いほど識別

性能が高いことを示している。この実験結果から制約相互部分

空間法が他に比べて高い識別性能を有していることがわかる。

更に S[1]～S[3] の結果を比較すると、最小正準角のみではな

く、複数の正準角まで識別に考慮することで、より高い性能が

実現できることがわかる（注9）。

図 18 は各方法の ROC(Receiver operating characteristic)

曲線を示している。曲線が左上隅に近づくほど性能が良いこと

を示しており、この指標に関しても第３正準角まで用いる制約

相互部分空間法の性能が最も高いことがわかる。

実用上、制約部分空間の汎化能力は重要であるが、25人とい

う少人数から生成した制約部分空間でも異なる人物に対しても

有効であり、更に別の実験では 500人以上に対する有効性も確

認されていることからも、汎化能力はあると考えられる。

(b)非線形識別

次にカーネル関数を用いた非線形化の有効性を示す。実験条件

は次の通りである。25人から制約部分空間を生成、評価は２種

類の照明条件間において、制約部分空間に用いた人物と異なる

25 人に対して行った。カーネル関数はガウシアン (σ1=1.0)、

制約部分空間の生成に用いた部分空間の次元数 dは 60、一般化

差分部分空間の次元数は 1100 次元 (取り除く非線形主成分部

（注9）：この実験では第３正準角まで用いたが、これ以降の正準角も考慮するこ

とで更に性能向上する場合もある。
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図 18 ROC 特性曲線

表 2 カーネル制約相互部分空間法の有効性

　　　 CMSM KMSM KCMSM

識別率 (%) 97.54 98.28 99.01

分離度 0.553 0.270 0.798

EER(%) 2.8 3.0 1.5

分空間の次元数は 400次元)とした（注10）。非線形の入力部分空

間と辞書部分空間の次元数は 30、線形の入力部分空間と辞書部

分空間の次元数は 7とした。

表 2に線形制約相互部分空間法 (CMSM),　核非線形相互部

分空間法 (KMSM) [24],　非線形制約相互部分空間法 (KCSM)

の各識別結果を示す。評価指標としては、第 1位識別率、分離

度に加えて、個人認証では重要な指標である FAR(False Ac-

ceptance Rate)と FRR(False Reject Rate)が一致する点の誤

認識率 (EER)を用いた。識別率で比較すると、非線形化の効

果は大きいことがわかる。EER や分離度で比較すると、相互

部分空間法を非線形化しても大幅な性能向上は見られなかった

が、制約部分空間への射影に対する非線形化の効果は非常に大

きいことがわかる。

(c)非線形識別の課題

非線形化に際して、学習パターン数に比例する計算量は問題で

ある。筆者らは一般化差分部分空間を複数持つ多重制約相互部

分空間法の有効性を確認している [30]。またアンサンブル学習

に基づいた SVMの高速化法が提案されている [31]。この両者

を組み合わせて、少ない学習サンプルから生成した複数の”弱

い”の差分部分空間を用いて特徴抽出すれば計算量を削減する

ことができると考えられる。これは今後の検討課題としたい。

7. 他の方法との関連

7. 1 正準化の一般化

制約部分空間 C への射影は、飯島により提案された正準化 [2]

の一般化という見方ができる。正準化とは正規化パターン集合

をその集合の平均ベクトルに直交する超平面に射影する操作で

あり、正規化パターンが有する共通的な成分を取り除くことで、

（注10）：非線形主成分部分空間の次元数を 1000 と大きくしても識別性能の大き

な劣化はない。
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識別能力の高い特徴を取り出す効果がある。正準化における正

規化ベクトルを部分空間に置き換えたものが、制約部分空間へ

の射影となっている。

7. 2 直交部分空間法との関係

一般化差分部分空間への射影部分空間同士は射影前に比べて

お互いが直交に近い関係となっている。直交化の原理は異なる

が、部分空間同士をできるだけ直交化するように各クラス部分

空間を再構成する点で、一般化差分部分空間への射影と直交化

部分空間法 [3], [4]は密接な関係があると考えられる。この関係

の理論的な解析は今後の課題である。

7. 3 幾何学的な３次元物体認識との融合

本稿では３次元物体の見え方パターンを対象に議論を進めて

きたが、これまで述べた理論は３次元物体から派生する他の特

徴量に対しても適用することがである。例えば画像上での特徴

点の 2次元座標に対しても適用可能である。特徴点は３次元物

体から派生した情報なので自由度は３である。したがって、あ

る物体から派生した特徴点は特徴空間内の３次元部分空間を構

成する。この特性から、２つの物体ＡとＢから派生した特徴点

群が張るそれぞれの３次元部分空間の一致度を正準角により測

れば、特徴点の３次元的な関係に基づいて両者が同じ物体かを

判定することができる。このような考え方は、View-based 物

体認識と幾何学的な物体認識との融合に向けた有効なステップ

となると思われる。

8. ま と め

本稿では、部分空間法から制約相互部分空間法、そして、そ

の非線形化に至る一連の理論拡張により、３次元物体認識に対

する新しいアプローチが実現できることを述べた。まず物体の

見え方パターンが特徴空間中の低次元部分空間に局所的に分布

するという特性に基づいて、３次元物体認識の問題が正準角を

用いた部分空間同士の構造的な類似性を測る問題に変換される

ことを述べた。この点において、本稿で述べた一連の部分空間

法ベースの識別法は３次元物体認識と極めて適合性が高いこと

を示した。また識別性能を高めるために、一般化差分部分空間

なる概念を導入し、この空間への射影により、さらに高性能な

３次元物体認識が実現できることを述べた。本アプローチの有

効性は顔画像認識の実験結果により示した。
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