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概要概要概要概要 
本研究の目的は，①組織化されていないデータ点（不規則データ）を全て通過し，② 1G 連続であり，そ

して，③主曲率の２乗和 2
2

2
1 κκ + の総和が最小となる補間曲面を生成することにある．これまでは，三つの

性質のうち二つの性質を満たす曲面の生成法は存在していたが，三つの性質を全て満たす曲面は存在しな

かった．これらの三つの性質を達成するために，本稿では，データ点を頂点とする三角形メッシュの上に

ベジエパッチを張り，パッチの境界での連続性を確保したうえで，不要なうねりを防ぐためにできるだけ

曲率の小さい曲面を構成する．そして，その有効性を実験的に確かめる． 
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Abstract 
The purpose of this research is to construct a surface ① passing through all unorganized data points, ② with 1G  
continuity and ③ with the minimal square-sum of the principal curvatures 2

2
2
1 κκ +  over the surface.  There are 

already many methods that achieve two of these three characteristics, but there is no surface yet which has all of 
three characteristics.  In order to construct surfaces with these three characteristics, we construct the triangular 
mesh spanning data points, cover it with Bezier patches, achieve continuity between patches, and in addition 
minimize the curvature is to prevent unnecessary undulation.  Then we experimentally confirm its availability. 
 
 

 

1. はじめにはじめにはじめにはじめに 

本研究の目的は，① 組織化されていないデータ

点を全て通過し（不規則データの補間），② 1G 連

続性を持ち（接平面が連続） [3] ，③主曲率の２

乗和 2
2

2
1 κκ + の総和が最小 [6] の三つの性質を全て

満たす曲面を構成することにある．本稿では，主

曲率の２乗和 2
2

2
1 κκ + の総和が最小となる曲面を２

乗主曲率最小曲面と呼ぶことにする．組織化され

ていないデータ点を全て通過するという性質は，

入力データをどのように選択しても曲面を生成で

きるという性質である．二つ目の性質と三つめの

性質は，目的の曲面が，波打って歪んだりしな

い滑らかな曲面であることを意味している  

[1] [2] [4] [6]．これまでは，三つの性質のうち一

つあるいは二つの性質を満たす曲面の生成法は存

在しているが，三つの性質を全て満たす曲面は存

在しない．特に [5] は Subdivisionを用いた研究で

はあるが，本研究の目的に近いものである．しか

し，メッシュの頂点の次数が４でない頂点での取

り扱いが理論的に不完全であり，また頂点の次数

ごとに異なる扱い方をしなければならないという
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わずらわしさがある．一方，本研究では，Subdivision

という手法を採っていないので，このような問題

は発生しない． 

本研究では，曲面を構成するパッチに４次のベ

ジエ三角形曲面を用い，そのパッチ間の 1G 連続性

を達成するために，ベジエ制御ネットに 1G 連続を

満たすための十分条件を組み込む．さらに，ベジ

エ制御ネットに残しておいた自由度を用いて２乗

主曲率最小曲面になるようにパラメータを決定す

る．このようにして構成された曲面は，本論文の

目的である三つの性質を兼ね備えた曲面となる．2

章では，三つの性質を全て満たす曲面を生成する

新しい手法を説明し，3 章ではその応用例を示し，

最後に 4章で結論を述べる． 

 

 

2．新しい補間法．新しい補間法．新しい補間法．新しい補間法 

この章では，三つの性質を満たす曲面を生成す

る手法を説明する．最初に，問題はっきりさせる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ωを ,( u

する．座標

iz が与えら

とおく．そ

てのデータ点で与えられた値をとり， 1G の条件式

を満たし，不必要に波打つことのない関数 ),( vuf

を求めることが目標である．つまり，図 2.1(a)のよ

うに与えられた情報から，図 2.1(b)のような曲面を

再構成するのが目的である． 

まず，領域ΩをM 個の三角形要素 ,2,1, =Ω ee  

M,� に分割する．これからは， ),( vu をΩ上の点

を表す大域パラメータ， ),( ts , ],[, 10∈∈∈∈ts を各三角形

要素内の点を表す局所パラメータとする． 

データ点だけを頂点に用いて三角形分割すると，

図 2.2(a)のように潰れた三角形が多数できてしま

うことがある．これを防ぐために，高さ情報を持

たない点を必要に応じて加えて図 2.2(b)のように

三角形分割を整形する．このとき加える点をスタ

イナー点と呼ぶ．図 2.2(b)では，境界上に 16 のス

タイナー点を加えてある．図 2.2(b)に示すように１

つの三角形要素内に１５個の節点を設ける．これ

は，ベジエ三角形曲面の制御点の重心座標に対応

している． 

2.1 節では，ベジエ三角形曲面の定義をし，2.2

節では， 1G 連続となるために制御ネットが満たす

べき十分条件の組み込み方を説明する．そして，

2.3 節では，制御ネットに残った自由度を使って，

最小曲率曲面の実現の方法を説明する． 

 

2.1．ベジエ三角形．ベジエ三角形．ベジエ三角形．ベジエ三角形曲面曲面曲面曲面    
本研究では

４次のベジエ

三角形曲面 

[3] を扱うの

で，それにつ

いて説明する．

ベジエ三角形

曲面の制御ネ

ットの定義域
図図図図

u

z
v

図図図図 2.2. 領域の領域の領域の領域の三角形分割三角形分割三角形分割三角形分割．．．． 
図図図図 2.1. データ点での高さデータ点での高さデータ点での高さデータ点での高さとそれを補間する曲面．とそれを補間する曲面．とそれを補間する曲面．とそれを補間する曲面．
)v 座標系を持つ平面上の

点 Ω∈),( ii vu ， Ni ,,2,1 �=

れているとし， ,({ iuT =

して，Tの要素をデータ
(b) 
(a) 
(a) 
 
2

２次元領域と

での高さ（値）

)iv },,2,1| Ni �=

点と呼ぶ．全

を，図 2.3のように

ュにとる．この先で

の組み合わせを =i

分 kjib ,, を ib と書くこ
2.3. ベジエ三角形曲面の制御ネット．ベジエ三角形曲面の制御ネット．ベジエ三角形曲面の制御ネット．ベジエ三角形曲面の制御ネット．

(b) 
規則正しく並んだ三角形メッシ

は， 4=++ kji を満たす kji ,,

),,( kji と表し，制御点の高さ成

とにする．また，iのノルムを
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kji ++++++++====i とし， kji ,, は常に 0≥≥≥≥kji ,, とする．

２変数のバーンスタイン多項式 ),,( rtsB n
i を， 

 kjin rts
kji

nrtsB
!!!

!),,( =i
  

  ( n====i ， 1=++ rts  )   (2.1.1)  

と定義する． ( kji ,, ) のいずれかが負のときは

0),,( =rtsBn
i と定義する． (2.1.1)式と制御点

),,,( ,,,, kjikjikji b444=b を用いて，4 次のベジ

エ三角形曲面は， 
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 (2.1.2)  

と表現できる． (2.1.2) 式は，２変数のバーンスタ

イン多項式 ),,(4 rtsBi を係数とする制御点 ib の重

心結合になっている．よって，制御点 ib が決まれ

ば，ベジエ三角形曲面 ),,(4 rtsb は一意に求まる． 

 
2.2．パッチ間の連続性の確保．パッチ間の連続性の確保．パッチ間の連続性の確保．パッチ間の連続性の確保 

この節では，境界を挟んだパッチが 1G 連続とな

るための十

明する．三

高さ集合は

角形の角の

るパッチの

三角形メッ

点である．

の隣の ,1,3b

メッシュの

になるよう

される．こうして，１つのパッチ内の１５の制御

点の内，９つの制御点が既知の点となる（図 2.4）． 

図 2.5のように，隣接するパッチの境界上の制御

点列 }{ iq と境界を挟んだ２つの制御点列

}{ ip , }{ ir を与えその高さ成分 }{ iq , }{ ip , }{ ir を用

いれば，ベジエ三角形パッチが 1G 連続であるため

の次のような十分条件を得ることができる． 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 43333222

21111000
1111

1111
qqrpqqrp

qqrpqqrp
µµλλµµλλ

µµλλµµλλ
−+=−+−+=−+

−+=−+−+=−+
,

,,  

 (2.2.1)  
但し， µλ, は定数である． 30304310 r,r,p,p,q,q,q,q

の値は既知であるので， 

 ( ) ( ) 1000 11 qµqµrp −+=−+ λλ

 ( ) ( ) 4333 11 qµqµrp −+=−+ λλ  (2.2.2)  

から µλ, を求めることができる．また，(2.2.1) の
残りの式から， 

 ( ) ( ) 2111 11 qµqµrp −+=−+ λλ  

 ( ) ( ) 3222 11 qµqµrp −+=−+ λλ   (2.2.3)  

の２つの条件式を得ることができ，求めたいもの

は 21212 r,r,p,p,q であるので， 図図
図図 2.4. 既知の点と未知の点．既知の点と未知の点．既知の点と未知の点．既知の点と未知の点． 
 
3

分条件を制御点 ib に組み込む方法を説

角形メッシュの頂点（データ点）での

}{ Nz,,z,z �10 である．これはベジエ三

制御点 4,0,00,4,00,0,4 ,, bbb に対応する．あ

制御ネットの３頂点 4,0,00,4,00,0,4 ,, bbb を，

シュの頂点に対応しているので既知の

制御ネット上で３頂点 4,0,00,4,00,0,4 ,, bbb

,, 1,0,30 b ,0,3,1b ,1,3,0b 3,1,03,0,1 , bb は，三角形

頂点に対応するパッチの部分が 1G 連続

に }{ Nz,,z,z �10 の要素の一次式で表現
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� −
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と書き直

(2.2.4) は

それらの

ある．こう

集めると

但し， A
図図図図 2.5.    iq ,,,, ip ,,,, ir の位置関係．の位置関係．の位置関係．の位置関係． 
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 (2.2.4)  

す．ある三角形メッシュを考えたとき，

境界を除く全ての辺で作ことができる．

条件式を全て満たせば，その曲面は 1G で

して，全ての辺に対して (2.2.4) を求め，

，連立１次方程式 yxA =  が得られる．

は )(, HLHL <× の横長の行列であり，あ
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4

る特殊な場合（メッシュを作成するときに回避で

きるのでここでは考えない）を除いてランクは L

である． xは各辺の未知数 21212 r,r,p,p,q を集めた

ものであり，yは定数項を集めたものである．xを

一 意 に 求 め る こ と は で き な い の で ， 

2211 xAyxA −=  のように変形する．この時， 1A は

NN ×××× の正則な行列になるようにし，その列成分に

対応する xの部分集合が 1x である． 2A は Aから 1A

を除いた残りの列成分から構成されたものであり，

その列成分に対応するものが 2x である．ここで， 1x

は 2x を用いて， )( 22
1

11 xAyAx −= −  と表現できる

ので， 1x は 2x の線形接合で表現される．このよう

にして， 2x を適当に決めれば，三角形パッチの全

ての制御点 ib が求まるので，
1G 連続な曲面が求ま

る．次の節では，２乗主曲率最小曲面になるよう

な 2x の求め方を説明する． 

 

2.3．２乗主曲率最小曲面の求め方．２乗主曲率最小曲面の求め方．２乗主曲率最小曲面の求め方．２乗主曲率最小曲面の求め方 

この節では，スタイナー点を加えることを許し

た，２乗主曲率最小補間曲面を求める方法を説明

する．２乗主曲率最小曲面は， 

 vu ddMinimize 2
2

2
1 )( κκ +��Ω

  (2.3.1)  

で実現される．但し，Ωは曲面を定義する２次元

領域を表す．この非線形の幾何関数を直接扱うの

は大変厄介であるため，Ω上で定義される高さ

),( vufz = によって表現される曲面のみについて

考え， (2.3.1) の積分を近似すると 

 vufffvufI vvuvuu dd2 222 }{)),(( ++= �� Ω
(2.3.2)  

となる． (2.3.2) は， vvuvuu fff ,, の多項式である

ため取り扱いに便利な表現である．この節での目

的は，汎関数 )),(( vufI を最小にする関数 ),( vuf

を求めることである． 

))),(),,((( tsvtsufI e を汎関数の各有限要素に対

応する部分するとと, 
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=
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=

++=
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222 dd2
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[ ] tstsF
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e
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1
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det),(

}{)),((

� �
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++=  

を得る．但し， [ ]
s
v

t
u

t
v

s
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ −=Jdet であり， ),( tsF e

は
222

2 e
vv

e
uv

e
uu fff ++ をパラメータ変換した結果

得られる e
tt

e
st

e
ss fff ,, の２次形式で表現されるもの

である．係数 e
jf を持つ関数 ),( tsjφ の線形結合によ

り， 

 ),(),(
1

tsftsf j
e
j

M

j

e
e

φ�
=

=   (2.3.3)  

と表現する．この関数 ),( tsjφ を内挿関数と呼ぶ．

これは 2.1 節の２変数のバーンスタイン多項式

),,(4 rtsBi に対応し， e
jf は制御点の高さ成分 ib に対

応する．そして， eM を三角形要素 eΩ 内の節点の

数とすれば， },,,|)),(),,(({ eiiiie MitsvtsuT �21==

は，三角形要素 eΩ の節点の集合になり，

},,{ e
M

e
e

ff �1=ef は， eT の各要素に対応する内挿

関数の係数の集合になる． 

メッシュの頂点の数を Nとすれば， },,{ 1 Nff �=f

は三角形メッシュの頂点における内挿関数の係数

の集合になる．内挿関数の係数が与えられた頂点

での内挿関数の係数の集合を },,{ a
n

a
a

ff �1=af ，内

挿関数の係数が与えられていない頂点での内挿関

数の係数の集合を },,{ b
n

b
b

ff �1=bf とする．要する

に， af はデータ点Tの要素に対応した係数の集合

であり， bf はそれ以外の頂点に対応する係数の集

合である．ここで，前節の 1x を既知の点の集合と

して af に含め， 2x と境界上の辺に対応する制御

点を未知の点の集合として bf に含める． 

汎関数 )),(( tsfI e は e
e

e fKf
T

=)),(( tsfI e と表す

ことができる．但し， T
21 },,,{ e

M
eee

e
fff �=f であり，

eK は， ),( ji 要素が 

[ ] tscc
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と定義されている ee MM × 行列である． e
ic は三角形

要素毎に異なる係数である． )),(( vufI を最小にす

るような関数 ),( vuf は， 
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e

b
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f
f
fI

f
fI 0)()(  ),,( bni �1=  (2.3.4)  

を満たす．これを全ての b
if について集め，定数項

を左辺に移すと bfK b =  となる．但し，bは定数

ベクトルである．行列 Kは bb nn × の正則行列であ

るので， bf が一意に求まる． bf の要素が全て求

まると， ef� の要素が全て求まる．こうして，

(2.3.3) での ),( tsf e の係数が全て求まるので，汎関

数 )),(( vufI を最小にする関数 ),( vuf を求めるこ

とができる．図 2.6と図 2.7は，このアルゴリズム

を用いて生成された，２乗主曲率最小 1G 補間曲面

である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．数値実験例．数値実験例．数値実験例．数値実験例 

等高線データから地形曲面の再現等高線データから地形曲面の再現等高線データから地形曲面の再現等高線データから地形曲面の再現 

地理情報システム（GIS）にとって，３次元地形

データは，重要で基本的なデータである．３次元

地形データの表現形式の１つに，ラスターデータ

の DEM（Digital Elevation Model）があり，現在我々

の国で入手可能な DEMには，国土地理院発行の

「数値地図」がある．しかし，そのデータは 50m

メッシュに過ぎず，勾配計算を含む各種地形解析

や高解像度リモートセンシングデータとの併用に

は十分なものではないため，更に分解能の高い３

次元地形データの構築が望まれている．この節で

は，等高線データから３次元地形データを構成す

る方法を説明する． 
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3.1 高線データから３高線データから３高線データから３高線データから３D地形の構成１地形の構成１地形の構成１地形の構成１（富士山）（富士山）（富士山）（富士山）：左：左：左：左

ら，ら，ら，ら，等高線，等高線の特徴を表している点の集合，等高線，等高線の特徴を表している点の集合，等高線，等高線の特徴を表している点の集合，等高線，等高線の特徴を表している点の集合，

次元での三角形メッシュ，再現された地形．次元での三角形メッシュ，再現された地形．次元での三角形メッシュ，再現された地形．次元での三角形メッシュ，再現された地形． 
図 3.1の左上の図は，標高差 200m間隔の富士山

山頂付近の標高が 1000m，1200m，1400m,･･･

00mの等高線である．赤枠内は，15km×15kmの

方形領域であり，そこに絞って地形を再現する．

高線データから，適当な方法を用いて，図 3.1

右上の図のような，等高線の特徴を表している

の集合を求める．この点の数は 59であり，それ

，高さの値が未知である 16のスタイナー点を加

ドロネイ三角形分割したメッシュが図 3.1 の左

の図である（ここまでは，本研究に本質的に関

のない部分であるので，詳細は省略する）．この、

ッシュを用いて，2章で説明した方法で曲面を構

した結果が，図 3.1の右下の図である． 

次に，起伏の激しい甲府盆地を例にあげる．対

としている領域は，11km×11km の領域である．

士山の山頂付近のときと同様にして，等高線デ

タを 200mごとに，各等高線の特徴を表している

を 289点求め，領域の境界辺上に 32点のスタイ

ー点を加えドロネイ三角形分割したものが，図

の左図である．そして，この三角形メッシュか

求められた曲面は，図 3.2の右図である．図 3.2
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の右図から，起伏の激しい例に対しても，本論文

の手法は適用できることが分かる． 
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③全ての性質を満たす曲面を求めることができた

わけである． 
今後に残された課題には，計算の高速化，一般

的なパラメトリック曲面 ),,(),,((),( vuyvuxvu =S  

)),( vuz への拡張，局所的な補間，データ点から推

測される折り目を補間曲面上に残す方法などがあ

る． 
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