
光線追跡法における空間統計学を用いた高精度なレンダリング

�������� ���� 西田　友是�

近年写実的な ���� のレンダリングは広く利用されている。写実的レンダリングにおいては大域
照明をシミュレーションすることは必要不可欠であり、その方法として、モンテカルロ積分に基づい
て相互反射を考慮する光線追跡法によるレンダリングは広く利用されている。ただし、ノイズの気に
ならない結果画像を得るためには膨大な数のサンプリングが必要となり、計算時間は非常に長い。
そこで本稿では、空間統計学による推定法に基づいて、少ないサンプルから各ピクセルの輝度を推

定し、精度と計算時間の双方において効率的にレンダリングできるようにする手法を提案する。
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�� は じ め に

近年、���� のレンダリングは、建築物の照明シ

ミュレーションや、バーチャルリアリティシステム、

ゲームなどの広い範囲において利用されている。��

の普及とともに、写実的なレンダリングはますます必

要とされ、その実現のため大域照明のシミュレーショ

ンは必要不可欠である。

大域照明の計算には、直接光の計算だけでなく、拡

散面や光沢面による相互反射や、コースティクスなど

の計算も含まれている。これらの計算を統一的に扱

う手法として、モンテカルロ積分に基づく手法はきわ

めてシンプルな解法を与える。モンテカルロ積分に基

づく手法の一つに、光線追跡法 ����� �	�
��
��� があ

る。光線追跡法は ������によりレンダリング方程式

とともに導入された。これを拡張した手法として、双

方向光線追跡法����� が ����	����らと ���
�らによ

り、別々に導入された。

光線追跡法および双方向光線追跡法（以下光線追跡
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法と総称する）の利点は、あらゆる大域照明をシミュ

レーションでき、また実装も容易である点にある。し

かしながら、レンダリング結果にはしばしばノイズが

生じ、その除去のためには膨大な数のサンプリングが

必要となる。このため、計算時間は非常に長い。

少ないサンプル数からノイズの少ない画像を生成す

るには、しばしば階層サンプリングやイメージフィル

タリングが用いられる。本稿では、地球統計学�� と

呼ばれる空間統計学を ���� のレンダリングに応用

する。

提案法を利用することにより、精度、計算時間とも

に効率的なレンダリングを行うことができる。

本稿は、以下のように構成される。�節で、提案法

の概要を述べる。�節で提案法で用いる、地球統計学

に基づく推定法を概観し、�節で提案法を具体的に述

べる。�節で提案法による結果を示し、精度、計算時

間等に関する評価を行い、�節に結論をまとめる。

�� 提案法の概要

空間統計学は、一つの補間のスキームを与える。図

� に示すように、��� を入力画像とし、そこから ���

のように二次元の �����列�� により ��個の点を取っ

てサンプリングし、空間統計学により補間すると �
�
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図 � 空間統計学による補間

の結果を得る。�� 点というわずかなサンプリング数

でありながら、入力画像に対して有効な近似を与えて

いる。

我々の手法は、生成される画像の空間的連続性に着

目し、このような補間をピクセル程度の大きさに対し

て行うことで、光線追跡法によるレンダリングにおい

て生じてしまうノイズを除去する。このため、�ピク

セルごとに階層サンプリングをするのではなく、数ピ

クセル ��� �ピクセル程度�の大きさの領域から階層

サンプリングを開始し、この領域を次々に再分割し、

サンプリングを繰り返していく。サンプリングにおい

ては、前の階層で推定した平均値を元に、残差を推定

する。サンプリングの位置の決定には、�����列を用

いる。この列が領域を次々に四分割する階層サンプリ

ングに適していることは、�節で示す。

最終的に得られるサブピクセルレベルの推定値に対

して、空間統計学により補間を行い、結果画像を出力

する。

�� 地球統計学に基づく推定法

地球統計学はもともと地質学調査において、地中埋

蔵資源量をボーリング調査等をもとに推定するために

開発された統計学である。地質学調査においては、地

形等による影響で調査不可能地点があり、そのため対

象領域を均一な密度で調査できないという問題がしば

しば起こる。また、コスト等の問題から、調査におけ

るサンプリング数は多変量線形回帰法での計算に利用

するには不十分である場合が多い。多変量線形回帰法

においては、分散・共分散行列が非負定値であるとい

う前提のもと計算が進められるが、欠損値の存在によ

り、分散・共分散行列が非負定値でなくなるという問

図 � クリギングの対象領域 �

題が起こる。地球統計学は、これらの問題を克服する

ため、算術平均、多変量線形回帰法を拡張した手法で

あるといえる。

地球統計学では、対象領域内におけるサンプリング

された任意の二点間の非類似度と二点間の地理的距離

との関係（バリオグラムと呼ばれる）を分析し、その

関係に基づいて、対象領域内の任意の位置における値

を推定するクリギングと呼ばれるスキームを与える。

クリギングには様々な目的に応じた方法があり、本稿

に関連するいくつかの手法を概観する。

��� 単純型クリギング

単純型クリギングは、多変量回帰を空間的な問題に

拡張させたものである。分散・共分散を用いた多変量

回帰においては、標本値の欠損によって代数上の問題

が生じるが、このことは ����!�	���� ���"����"��
"��

で議論されており、その詳細は本研究とは直接関係な

いため割愛する。

クリギングは、図 � のように対象領域 � が与え

られていて、領域内の各点 � における確率場 ����

が存在することを仮定する。そのもとで、� 個の点

���� # �� ���� ��において値が既知であるとき、領域内

の任意の点 �� における値を推定する手法である。

その中で、単純型クリギングは対象領域内に以下の

仮定をおき、推定を行う。

� 期待値が場所によらない。すなわち、�$��� %

��& # �$����&'

� 二点間の共分散は、二点間の距離に応じて定まる。

すなわち、	
�$������ ���% ��& # 	���。

ただし、� は任意のベクトルであり、	��� は、共分

散関数であり、球型モデル、指数モデル等、様々なモ

デルがあり、これらは文献�� で述べられている。この

ように、単純型クリギングは、先験的に与えられた参

照値 �からの残差 �	�"�(���� を推定するのに用いら

れる手法である。点 �� における推定値を

�
����� # �%

��
���


���������� ���

として求めることを考える。ただし、
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� # � ���

を仮定する。この仮定はバイアスのかからない推定

��� における推定値と真値との差の期待値が )� のた

めに必要となる。

このとき、単純型クリギングでは 
� を定めるため

に、推定分散 ��
��式 ����を考える。

��
� #

��
���

��
���


�
�	��� � ���

% 	��� � ���� �

��
���


�	��� � ��� ���

推定分散 ��
� を最小化することにより、式 ��� のよ

うな線形連立方程式を得ることができ、これより 
�

が決定できる。
��

���


�	��� � ��� # 	��� � ���

�� # �� ���� �� ���

��� 平均値のクリギング推定

単純型クリギングは、既知の平均値を仮定したが、

空間統計学では、平均値を推定することもできる。一

般に一つの空間領域から標本をいくつか抽出する場合、

それらのデータ間で相関があるのが普通であり、距離

が近いほど強い相関となることが多い。平均値のクリ

ギング推定はこのことに着目し、算術平均を拡張した

空間統計学の推定法である。

平均値のクリギング推定では、推定値�� を標本値

の加重平均 �式 ����で表すことを考え、領域全体で平

均値 *が存在することを仮定する。

�
� #

��
���


������ ���

このとき、推定誤差の平均を )にする ��$����& #

)� 考えると、単純型クリギングの場合と同様に、式

���の制約を得る。また、このときの推定分散は、

������ ��� #

��
���

��
���


�
�	��� � ��� ���

で与えられ、式 ���の条件の下で、式 ���を最小化す

ることを考えることで、
� を求める。ラグランジュ

法により、以下のような線型連立方程式を得る。������
�����

��
���


�	��� � ���� � # )

��
���


� # �

�� # �� ���� �� �+�

ただし、�はラグランジュ乗数であり、平均値のクリ

��� ��� �
�

図 � バリオグラム

ギング推定を行なった場合の推定分散は �となる。こ

れを解くことにより、平均値を推定することができる。

��� 通常型クリギング

通常型クリギングは、領域 � 内の任意の点におけ

る推定値を与えるスキームである。通常型クリギング

では、共分散関数 	�����'� 節参照� のかわりにバリ

オグラム ����という考え方を用いる。

バリオグラムとは、空間内における距離と非類似

度の関係を示したものである。抽出された標本につ

いて、任意の二点 ��, �� について、二点間の距離

��� # ��� � ��� および、非類似度 ���� � ��� #
��	�����	����

�
をプロットしたものをバリオグラム雲

�図 � ����と呼ぶ。距離 ��� を � 個の階級に分け、そ

れぞれの階級 �� に属するバリオグラム雲のデータを

平均してプロットしたものを標本バリオグラム �図 �

���� と呼ぶ。標本バリオグラムを何らかの関数モデ

ルでフィッティングしたものを理論バリオグラム �図

� �
��と呼ぶ。理論バリオグラムのフィッティングに

おいては、標本バリオグラムとの厳密な適合はさほど

重要ではなく、原点附近における挙動 �特に不連続性�

や、距離が大きい範囲での非類似度の変化の挙動をい

かに再現できるかが重要である。

通常型クリギングでは、領域�内における標本から

バリオグラムを構築した後、点 �� における値を、す

でに求めた標本における値の加重平均で表す �式 �-��

ことを考える。

�
����� #

��
���


������ �-�

推定誤差の平均を )にすることを考えると、式 ���の

制約を得る。このときの推定分散は、

�
�
� # ����� � ����

��
���

��
���


�
����� � ���

% �

��
���


����� � ��� �.�

で与えられ、式 ���の条件の下で、式 �.�を最小化す

ることを考え、ラグランジュ法によりこれを解くと、

以下に示す線形連立方程式を得る。
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ただし、�はラグランジュ乗数である。この方程式を

解くことにより、領域 � 内の任意の点における値を

推定できる。その際の推定分散は �となる。

��)� # ) として行われる通常型クリギングは、厳

密な補間法となっている。これは、あらかじめサン

プルされた標本点 �� における推定値 ������ は、

������ # ����� というように、標本値と一致するこ

とを意味する。

通常型クリギングを光路追跡法へ応用することを考

える。このとき、標本点は、光路追跡法における光線

とイメージプレーンの交点にあたり、推定を行う点は、

イメージプレーン上の各ピクセルに相当する。ただし、

次に示す問題があるため、通常型クリギングをそのま

ま適用することはできない。

光路追跡法によるレンダリングでは、間接光の推定

をそれぞれ一本の光線による計算によって近似する。

これは、分岐による光線の爆発的な増加を抑えるため

であるが、その反面、各光路によって推定された値に

は誤差が含まれる。

通常型クリギングにおいては、推定誤差を既知のも

のとして与えることで、誤差を考慮する推定を行うこ

とができる。誤差を含む通常型クリギングの推定シス

テムは、式 ��)�の方程式を拡張して、式 ����のよう

に与えられる。�
�����

���� � ��� % ��� � � � ���� � ��� �
'''

' ' '
'''

'''

���� � ��� � � � ���� � ��� % ��� �

� � � � � )

�
				


�
�����


�

'''


�

�

�
				


#

�
�����

���� � ���
'''

���� � ���

�

�
				

����

そこで、式 ���� により決定される 
� を用いて各

ピクセルの値を推定する。

��� ��� �
�

図 � ����� 列の分布

�� 提 案 法

この節では、実際に空間統計学をいかに光線追跡法

に応用するかを述べる。我々のサンプリングスキーム

では、はじめに階層サンプリングを行い、次に空間統

計学による補間を行う。

� 階層サンプリング� 階層サンプリングでは、モン

テカルロ積分計算の収束に必要な推定値を得ると

ともに、各領域での補間を行うための統計的デー

タ（光線追跡法の推定誤差の推定、空間の理論バ

リオグラムの推定）の収集を行うのが目的である。

� 空間統計学による補間� 空間統計学による補間で

は、階層サンプリングで得られた既知のデータを

もとに、空間統計学に基づいて各領域において推

定を行い、ノイズを除去する。

なお、サンプリング位置の決定には、�����列�� を

用いる。この列は領域を次々に四分割する階層サンプ

リングに極めて適している。

��� ����	列の階層サンプリングへの応用

�����列は、��/ ��"
	����
� ��0���
�"
�の一種

であり、モンテカルロ積分による数値積分において、

優れた収束性を示す点群である。� 次元の ����� 列

は、区間 $)� ���において、一様に分布し、必要に応じ

て点群の個数をアダプティブに増やすことができる。

�次元の �����列は、四分割において優れた特性を示

す。図 �に示すように、区間 $)� ��� に ��個の点を取

ると、これらの点は四つの小領域に � 個ずつ分布す

る。さらに、これらの小領域について点をアダプティ

ブに取り、�� 個になるようにすると、小領域内の四

つの小領域に点が �個ずつ分布する。この性質は、任

意の深さの小領域について成立し、階層サンプリング

への応用を容易にする優れたものである。

��� 階層サンプリング

イメージプレーン全体を �� �ピクセル程度の大き

さの領域 �� に分割する。局所的空間連続性を考慮に

入れるため、階層サンプリングをピクセル単位に行な

うのではなく、これらの領域からはじめる。まず、こ

の区間内に ��個のサンプリング点 �� # �とした�を
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取り、それらの点でサンプリングを行い、領域内の四

つの小領域について平均値を求める。次に、各小領域

について再帰的に新たに ��個のサンプリング点を取

り、同様にサンプリングを行い、各小領域の四つの小

領域で残差の平均値を求める。これを、小領域の大き

さが ���ピクセル程度の大きさとなるまで繰り返す。

以下により詳細に述べる。近似推定を行なうある小

領域を	とする。	の四つの小領域を	�� ���� 	
とす

る。領域 	内には、一つ上の階層までにサンプリング

された �個の点がある。また、一つ上の階層における

近似推定において、領域 	 の、平均値 ��	�が推定

されている。このとき、小領域 	に対する近似推定は

次のようになる。まず、領域 	 内に点を ��個アダプ

ティブに取り、それらの点で光線追跡法により輝度を

推定する。次に、領域 	 内の残差の推定分散および、

小領域 	�� ���� 	
における平均を求める。領域 	 内の

残差の推定分散は、領域 	 内の ��個の点における輝

度と��	�との差の分散 ���� # ������� �������
��

によって求められる。��個の点を小領域	�� ���� 	
に

割り当てると、ちょうど各小領域に �個ずつ点が存在

して、それら � 個の点の算術平均を求めることによ

り、小領域 	�� ���� 	
 での平均値が推定される。

次にバリオグラムおよび、推定分散を求めることを

考える。各領域�� に対し、含まれるサンプリング点

からバリオグラム雲をプロットして標本バリオグラム

を求め、安定型モデルによって理論バリオグラムを構

成する。また、残差の推定分散をこれらの領域に対し

て求め、これらの領域全体における推定分散の平均を、

光線追跡法における誤差の推定分散とみなす。

ただし、安定型モデルによる理論バリオグラムは、

���� # �� � �1���
����

�
��) � � � �� ����

で与えられ、�� �� � を標本バリオグラムを基に推定

する。

��� 空間統計学による補間

空間統計学による補間では、階層サンプリングにお

いて求められたバリオグラムや推定分散をもとに、各

局所的な領域においてサンプリングされたデータをも

とに、各ピクセルにおける輝度を通常型クリギングに

より補間する。

ただし、その際の計算時間は問題となる。通常型ク

リギングを行なう際の式 ���� の行列は各領域内では

不変であるから、これの逆行列は予め求めておくこと

ができる。ただし、それでも領域内の補間を行う各点

での重み係数 
� を求めるのに ������� は補間の推

定に用いる点の数� の計算量がかかる。この計算は、

図 � 光線追跡法による結果画像

図 � 提案法による結果画像

全ピクセルにおいて行われるので、大きな �を選ぶと

計算時間は実用的でなくなる。

そこで我々は、�ピクセルを ��分割したサブピクセ

ルにおいて、算術平均による平均の推定値を求めてお

き、それらの推定値から �� �ピクセルの領域の各ピ

クセルにおける平均値を空間統計学により推定した。

また、より効率的にノイズを除去するため、我々は

�'� 節で示した ��� をイメージプレーンにおける空間

的距離と推定値の色空間における距離からなる複合的

距離として扱う。�� �ピクセル領域全体における平

均値を算術平均により推定し、この平均値と各推定値

との差を �に含める。色空間における距離もあわせて

考慮することにより、領域内に極わずかに存在する特

異値 �一つだけ飛びぬけて異なる値� によるノイズを

除去できる。

�� 結 果

約 +),))) ポリゴンからなる室内シーンを大域照明

を考慮して光路追跡法によってレンダリングして結果

を図 � に示す。レンダリングには、��� サンプル2画

素のスーパーサンプリングを行い、レンダリング時間

は �) 分であった。提案法により、同じ時間でレンダ

リングした画像を図 �に示す。この二つの図を比較す

ると、提案法を用いた場合には同じ時間でも、より精

度の高い結果を得られていることがわかる。

光線追跡法の結果にガウシアンフィルタを適用した
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図 � 光線追跡法＋ガウンシアンフィルタ �� ピクセルカーネル�

�光線追跡法� �提案法�

�光線追跡法� �提案法�

図 � 詳細の比較

画像を図 + に示す。これを図 � と比較すると、ガウ

シアンフィルタによる画像は、エッジも含めて画像全

体がぼけているのに対し、提案法による結果はエッジ

を保存しつつ、ノイズ成分をうまく除去しているとい

える。

図 - に詳細を拡大したレンダリング結果を比較す

る。これからも、提案法はエッジを保存しつつ、ノイ

ズ成分をうまく除去していることがわかる。

ただし、�� �ピクセルの領域ごとに補間を行って

いるため、図 .に示すように、ところどころ領域の境

界でエリアシングが発生している。

�� ま と め

我々は本稿において、空間統計学を利用した光線追

跡法における階層サンプリング法を提案した。提案法

を用いることにより、ノイズを効率よく除去でき、高

精度なレンダリングが可能となる。また、提案法によ

る補間は、エッジをうまく保存することができ、この

点は � 節で示したように、単にガウシアンフィルタ

�光線追跡法� �提案法�

図 � 境界におけるエリアシングの比較

を適用するよりも優れている。ただし、領域の境界に

おけるエリアシングや、空間統計学による推定の計算

時間による領域の大きさに関する制約は問題となって

いる。

本研究はまだ基礎的な段階にあり、今後他の既存手

法との比較やさらなる効率化が課題となる。
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