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概要
施設配置問題とは, 人々が効率良く施設を利用するために開設する施設を決める問題である. こ
の問題は現実的な環境において頻繁に発生する問題であり, kメディアン問題, kセンター問題な
ど様々な関連問題が考えられている. 本稿では, 容量制限なしメトリック施設配置問題に対して,
双対フィット法に基づく代表的な近似アルゴリズムの実験的性能評価を行う. そして, 現在最も良
い 1.52近似アルゴリズムに対しても, 局所改善を施して実験的性能評価を行い有効性を調べる.

Experimental Performance of Representative Approximation
Algorithms for the Metric Facility Location Problem

Shiro Kunori Takao Asano

Information and Systems Engineering Course,
Graduate School of Science and Engineering, Chuo University

Abstract
The facility location problem is to decide which facilities are open to use them effectively.

This problem appears frequently in real environments, and various related problems have been
proposed such as k-median and k-center problems. In this paper, we evaluate experimental
performance of representative algorithms for the metric uncapacitated facility location problem
including algorithms that are analyzed by dual fitting method. We also propose some heuristics
for the best known 1.52-approximation algorithm.

1 はじめに

容量制限なしメトリック施設配置問題 (met-
ric uncapacitated facility location problem)
は, 以下, 簡略化して施設配置問題と呼ぶが,
設立地計画をモデル化した問題であり, 1960年
代前半から ORの分野で中心的な問題として
幅広く研究されている. この問題は, 入力とし
て nf 個の開設候補の施設集合 F と nc人の利
用者集合 C からなる完全 2部グラフが与えら

れる (n = nf + nc, m = nf × ncとする). そ
して, 施設 iには正整数の開設コスト fiが与え
られ, 施設 iと利用者 jとの間には接続コスト
cij (非負, 対称で三角不等式を満たす) が与え
られる. この入力において, 適切に施設を開設
し, すべての利用者を開設した施設に接続した
い (割り当てたい) . そして, 総コスト (開設コ
ストと接続コストの合計) が最小になるような
施設の開設と接続を求めることがこの問題の目
的である.
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この問題の具体例な入力例 (すべての開設コ
スト fiは一定, 施設数 nf は 100個, 利用者数
ncは 100人, 接続コストは 2点間のユークリッ
ド距離の値とした例) を図 1に, この入力例に
対する出力 (最適解)を図 2に示す. なお以下
の図において, □は開設候補の施設 (図 2では
未開設施設),■は開設された施設,◯は利用者,
そして実線分は接続を表している.

図 1. 入力例

図 2. 出力例

この問題は以下のように整数計画問題 (IP)
として定式化できる. ここで, 変数 xijは施設 i

に利用者 jが接続しているかどうかを表し, 変
数 yi は施設 iが開設しているかどうかを表し
ている.

min
∑

i∈F

fiyi +
∑

i∈F

∑

j∈C

cijxij (1)

s.t.
∑

i∈F

xij = 1 (∀j ∈ C), (2)

xij ≤ yi (∀i ∈ F, j ∈ C), (3)

xij ∈ {0, 1} (∀i ∈ F, j ∈ C), (4)

yi ∈ {0, 1} (∀i ∈ F ). (5)

この整数計画問題を多項式時間で解くのは困
難であるため, 線形計画問題 (LP) に緩和する.
したがって, 制約式 (4) は以下の (6) に, (5) は
以下の (7) になる.

xij ≥ 0 (∀i ∈ F, j ∈ C), (6)

yi ≥ 0 (∀i ∈ F ). (7)

2 これまでの主な研究の流れ

この問題はNP困難な問題であり, 1997年に
初めての定数近似アルゴリズム [9]が提案され
て以来, 様々な手法に基づく近似アルゴリズム
が提案されている. これを以下の表 1にまとめ
る (ここで ε は小さい正数とする).

表 1. これまでの主な研究

年 近似比率 主な手法 文献
1997 3.16 LP丸め [9]
1998 2.408 LP丸め, 貪欲改善法 [3]
1998 1.736 LP丸め [2]
1998 5+ε 局所探索法 [6]
1999 3 主双対法 [5]
1999 1.853 主双対法, 貪欲改善法 [1]
2001 1.861 双対フィット法 [7]
2001 1.61 双対フィット法 [4]
2002 1.582 LP丸め [10]
2002 1.52 貪欲改善法 [8]

本稿では, 上記の 1.861近似, 1.861近似の
改善である 1.61近似, 1.61 近似を用いて初期
解を求める 1.52近似, そして 1.52近似を局所
改善したもの (以下, 改善案) の 4つのアルゴ
リズムを C++言語で実装し, 実験的性能評価
を行う.
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3 代表的な近似アルゴリズム

4つの近似アルゴリズムを概説する前に, 双
対問題の定義と双対フィット法を概説する.

3.1 双対問題の定義

(LP)の双対問題 (D)は以下のとおりである.

max
∑

j∈C

αj (8)

s.t.
∑

j∈C

βij ≤ fi (∀i ∈ F ), (9)

αj − βij ≤ cij (∀i ∈ F, j ∈ C), (10)

αj , βij ≥ 0 (∀i ∈ F, j ∈ C). (11)

この双対変数に対しては, αj は利用者 j の
費用, βij は施設 iへの j による貢献, すなわち
βij = max(αj− cij , 0), と考えることができる.

3.2 双対フィット法

この手法は解析のみに用いられる手法であ
る. まず, 緩和した主相補条件を満たす双対問
題の解 (実行不可能解) をアルゴリズムにより
求める. そして解析で, この実行不可能解を縮
小して実行可能解にするが, その縮小する値が
近似比率になることを用い, この値を求める.

3.3 1.861近似アルゴリズム [7]

アルゴリズム (1.861近似)

未接続の利用者の費用 αj をすべて同じ割
合で増加しながら以下の (a), (b) を繰り返
す. すべての利用者が接続されたら終了と
する.

(a) if (ある未開設施設 iとある未接続の
利用者 jに対して,

∑
j βij = fi) then

施設 iを開設し, αj ≥ cij であるす
べての未接続な利用者 jを施設 iに
接続する.

(b) if (ある開設施設 iとある未接続の利
用者 jに対して, αj = cij) then
利用者 jを施設 iに接続する.

このアルゴリズムの (a) は, 幾人かの未接続
な利用者による未開設施設 iへの貢献の合計が
iの開設コストと等しくなったら, iを開設とし
て, iに貢献している利用者は iに接続するこ
とを意味する. (b) は, 利用者 jの費用が jとあ
る開設施設との接続コストに等しくなったら,
jをこの施設に接続することを意味する. また,
(a), (b) から一度接続された利用者の接続は不
変であることがわかる.
ある入力例に対する (a)の実行を図 3に, (b)
の実行を図 4に示す. なお, 以下のアルゴリズ
ムの実行例を示す図において, 左が実行前, 右
が実行後を表していて, 明記されていない接続
コストは, ∞に近い大きな値かつ距離の性質を
満たす値としている.
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図 3. アルゴリズムの (a) の実行
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図 4. アルゴリズムの (b) の実行

解析
アルゴリズムでは, ある利用者 jはある施設

に一度接続すると他の施設への影響は考えな
いものとしている. 具体的には, (a)の条件に
おいて

∑
j βij = fi となる j を未接続の利用

者のみから考えている. そのため, アルゴリズ
ムの最後において施設 iに接続していない jの
βij を含む

∑
j∈C βij を考えると,

∑
j∈C βij =∑

j∈C max(αj − cij , 0) > fiとなるため (D) の
制約式 (9) は成立しない. よって, 求めた解を
αとすると αは実行不可能解である. ここで,
緩和条件

∑
j∈C max{(αj

R − cij), 0} ≤ fiが成立
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する最小のR ≥ 1を求めることができれば, α
R

は実行可能解であり,
P

j∈C αj

R は最適解のコス
トの少なくとも 1

R倍である. そのため近似比率
はRである. しかし, このRは近似比率が最悪
となるインスタンスがわからないかぎり求めら
れない. そのため, 次の factor-revealing LPと
いう定式化の解 zkを用いて近似比率を求める.
この定式化の前に, 制約について述べる.

max(αj − cij , 0)より, αj ≥ cij となる利用者 j

のみを考えるが, このような利用者は初めの k

までとする (以下では, 利用者が k人までの問
題を考える). そして αiを α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk

と昇順に並びかえる. このとき, 以下の 2つが
成り立つ.

• 利用者 j, j
′
と施設 iに対して, αj ≤ αj

′ +
cij′ + cij である (距離の性質).

• 施設 iへの総貢献は, iの開設コストを越
えない. つまり, ある利用者 j と施設 i

に対して,
∑k

l=j max(αl − cil, 0) ≤ fiで
ある.

これらを制約としたとき,
∑k

j=1 max{(αj

R −
cij), 0} ≤ fiとなる最小のRを求めたい. ここ
で, 開設コストを f , 距離コストを dj , 貢献を

αjとして変形すると,
Pk

j=1 αj

f+
Pk

j=1 dj
≤ Rとなるた

め,
Pk

j=1 αj

f+
Pk

j=1 dj
の最大値を求めたい.

この定式化 (factor-revealing LP) は以下の
とおりである.

max zk =

∑k
j=1 αj

f +
∑k

j=1 dj

s.t. αj ≤ αj+1 (∀j ∈ {1, . . . , k − 1}),
αj ≤ αl + dj + dl (∀j, l ∈ {1, . . . , k}),

k∑

l=j

max(αl − dl, 0) ≤ f (∀j ∈ {1, . . . , k},

αj , dj , f ≥ 0 (∀j ∈ {1, . . . , k}).

定理 3.1 [7]
k ≥ 1に対して zkの上界はアルゴリズムの

近似比率と等しく, zk < 1.861 である.

3.4 1.61近似アルゴリズム [4]

1.861近似では一度決めた接続は不変であっ
たが, 総コストが減少するなら接続を変更する
としたのが 1.61近似である.
アルゴリズムの流れは 1.861近似と同じであ

るが, 利用者 j から施設 iへの貢献 βij の定義
を以下のように変更する.

• if (利用者 jは未接続) then
βij = max(αj − cij , 0) とする.

• if (利用者 jは既に施設 i
′
と接続) then

βij = max(ci′j − cij , 0)とする.

この定義から, 既に施設に接続している利用
者においても貢献を考えることがわかる. これ
に伴い, 1.861近似のアルゴリズムの (a) の実
行において, 既に接続している利用者 jも考え
る. すなわち, j が既に別の施設 i

′
に接続して

いるなら, j の接続を i
′
から iに変更する. こ

の操作では βi′j は不変であり, βij のみが変わ
る. なお, 接続を変更することで i

′
へ接続して

いる利用者がいなくなったら, i
′
は未開設とす

る (以下のアルゴリズムも同様とする).
ある入力例に対して接続を変更する実行を図

5に示す.
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図 5. 接続を変更する実行

解析
このアルゴリズムによる解も, 1.861近似と同
じく実行不可能解である. そのため双対フィッ
ト法を用いる.

3.5 1.52近似アルゴリズム [8]

このアルゴリズムは, コストスケーリング後
に 1.61近似を用いることで, 貢献を多く集める
ことのできる経済的な施設のみを開設してお
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き, その後の貪欲改善によりできるだけ多く総
コストを減少できる未開設施設を開設するアル
ゴリズムである.
このアルゴリズムにおいて, 総コストが減少

する値として gainを用いる. もし未開設施設
iを開設することで接続コストが cから c

′
にな

るなら, gain(i) = c− c
′ − fiと定義する.

アルゴリズム (1.52近似)

(初期解) スケーリングパラメータを δ =
1.504とする. このとき, 開設コストを一様
に δ 倍した問題に対して, 3.4節の 1.61近似
を適用する.

(貪欲改善) 開設コストを一様に 1
δ 倍した

問題 (つまりもとの問題) に対して, 総コス
トが減少する (gain(i) > 0である) かぎり
以下を繰り返す.

• if (ある未開設施設 iの gain(i)
fi
が最大)

then
iを開設して, 利用者は最も近い開設
施設に接続を変更する.

貪欲改善の条件において, gain(i)ではなく
gain(i)

fi
を用いるのは, gain(i)が大きいだけで

なく fiも小さい施設を開設したいためである.
ある入力例に対する貪欲改善の実行を図 6に

示す (左は初期解を求めた直後を表し, 便宜上
δ = 1.5 としている). ここで, 図 6の gain(2)
は (4− 3) + (8− 3)− 5, つまり 1である.
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図 6. 貪欲改善の実行

3.5.1 改善案 (1.52近似の局所改善)

このアルゴリズムは, 1.52近似と同じ方法で
初期解を求め, 1.52近似の貪欲改善において施

設を開設することだけではなく開設施設を削除
する (未開設にする)ことも考慮するアルゴリ
ズムである (この考え方は [1]で提案されてい
る). すなわち, もし iが未開設なら開設し, そ
うではなく iが開設なら削除する. そしてその
後に, i以外の開設施設を削除すると総コスト
が減少するなら, 繰り返し削除することを考え
る. なお, このとき最も総コストが減少する値
を, gain(i)と定義する.
アルゴリズムの貪欲改善では, このような

gain をすべての施設で考え, gain(i) > 0 で
あるかぎり, gain(i)

fi
が最大の iに対して開設か

削除, もしくはその両方を実行する.

3.5.2 計算機実験

1.52近似と改善案のスケーリングパラメー
タ δの値は, 解析において近似比率が最も良く
なる δ = 1.504を用いている. ここでは, δを
変化した場合の性能評価を行う.
入力データとして,施設と利用者を座標 (0, 0)
から (500, 500)の間にそれぞれランダムに 100
個ずつ (nf = nc = 100)発生し, 開設コストは
すべての施設で一定 (fi = 1000), 接続コスト
は施設と利用者のユークリッド距離としたもの
を用いる. 近似比率は, それぞれの δにおいて
実験を 20回行ったときの平均値を用いる. こ
の結果を図 7に示し (横軸は δの値を表し, 縦
軸は δ = 1.504の近似比率に対する比率 (倍率)
の平均を表している), 表 2に δが 1.0から 1.4
の間の図 7の詳細を表す.
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図 7. パラメータ δによる性能評価
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表 2. 図 7の詳細の一部

1.52近似 改善案
δ 平均 最悪 平均 最悪

1.0 0.99901 1.02409 0.99842 1.00000
1.1 0.99831 1.01530 0.99892 1.00532
1.2 0.99875 1.01530 0.99951 1.00000
1.3 0.99797 1.01530 0.99932 1.00000
1.4 0.99938 1.01530 0.99932 1.00000

図 7より, 解析では δ = 1.504とした場合に
近似比率が最も良くなるが, この入力データで
は δが 1.504より小さい δ = 1.3の場合の方が
近似比率が良いことがわかる. 改善案について
は, δ = 1.0とした場合, つまりコストスケーリ
ングを行わずに初期解を求めた場合の方が近似
比率は良くなることがわかる.

4 実験的性能評価

上記の 4つの近似アルゴリズムに対して様々
な計算機実験を行い, それぞれの近似アルゴリ
ズムの性能評価を行う. 最適解の値は, (LP)を
線形計画ソフトXPRESS-MPで解くことで得
られた目的関数値を用いる. 入力データは,

• 施設と利用者は,座標 (0, 0)から (500, 500)
の間でランダムに 100個ずつ発生,

• 開設コストは, 1から 1000の間のランダ
ムな正整数,

• 施設と利用者の接続コストは, 2点間 (施
設と利用者の間)のユークリッド距離

としたものを用い, この入力データ (以下, 標
準入力データ) の一部を変更することで様々な
実験を行う. 以下の図の縦軸は, それぞれの横
軸の値で実験を 20回行ったときの近似比率の
平均値を表している.

4.1 計算機実験

実験 1: 施設数と利用者数による影響

• 施設数 nf , 利用者数 ncを増加する場合

標準入力データの nf , nc をそれぞれ同
じ割合で増加した場合の性能評価を行う.

この結果を図 8に示す (横軸は施設数,利
用者数を表している).
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図 8. nf , ncを増加した結果

• 利用者数 ncのみを増加する場合

現実的な環境においては,利用者数が施設
数より多くなる場合が一般的である. そ
のため,標準入力データのnfをnf = 100
と固定して, ncのみを増加した場合の性
能評価を行う. この結果を図 9に示す (横
軸は利用者数を表している).
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図 9. ncのみを増加した結果

図 8, 9より, 1.861近似は利用者数 ncが多い
場合, 性能がわずかに悪くなるが, その他のア
ルゴリズムは施設数と利用者数による影響を受
けないことがわかる.

実験 2: 開設コストと接続コストによる影響

現実的な環境においては, 開設コストまたは
接続コストのどちらかが極端に大きい場合もあ
る. そのため, どちらか一方のみを増加して性
能評価を行う.
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• 開設コスト fiを増加する場合

標準入力データの開設コスト fiを, ラン
ダムではなくすべての施設で一定とし,
この値を増加した場合の性能評価を行う.
この結果を図 10に示す (横軸は開設コス
トを表している).
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図 10. 開設コスト fiを増加した結果

• 接続コストを増加する場合
座標範囲を広くすることで接続コストが
大きい場合を考える. 座標 (0, 0) から
(x, x) までのことを便宜上, 最大座標 x

と呼ぶ. このとき, 標準入力データの開
設コストを一定 (fi = 1000)として, 最大
座標を 500ではなくさらに増加した場合
の性能評価を行う.この結果を図 11に示
す (横軸は最大座標を表している).
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図 11. 接続コストを増加した結果

図 10, 11より, 開設コストによる影響は接続
コストの影響に比べて大きいことがわかる. ま
た, 開設コストを一定にすると改善案も性能が

悪くなることがわかる. これは, 初期解で開設
される施設の多くが最適な開設施設とは異な
るため, その後の貪欲改善により最適な開設施
設に改善されにくいことが原因であると思わ
れる.

実験 3: 接続コストを最短パスの長さとする場
合の影響

接続コストの取り方を, ユークリッド距離で
はないもので, 距離の性質を満たすものとした
場合を考える. すなわち, 施設と利用者の 2部
グラフのそれぞれの辺に 0から707(500×√2 ≈
707)の間のランダムな正整数を与え, このとき
の 2部グラフの最短パス長を接続コストとす
る. このように標準入力データの接続コストを
変更し, nf , ncを同じ割合で増加した場合の性
能評価を行う. この結果を図 12に示す (横軸は
nf , ncを表している).
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図 12. 接続コストを最短パス長とした結果

図 12より, 1.861近似はかなり性能が悪くな
ることがわかる. これは, 1.861近似では接続
を変更できないことが大きく影響したためであ
り, 他のアルゴリズムでは接続を変更すること
で近似比率の良い解が求まると思われる.

4.2 計算機実験のまとめ

本稿の計算機実験では, 理論的な近似比率よ
りもかなり良い近似比率を得ることができた.
また, 削除を加えた改善案は, 他のアルゴリズ
ムよりもかなり性能が良く, 最適解もしくはそ
れにかなり近い解を求めることができた.
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1.52近似は, 解析では 1.61近似より良い近
似比率となるが, 本稿の実験では 1.61近似より
も悪い近似比率となる場合があった. これは,
1.52 近似の初期解で開設される施設が, 最適解
の開設施設とは大きく異なることが原因である
と思われる.
本稿の計算機実験から, 施設数と利用者数を

変えても性能にあまり変化はみられないが, 開
設コストをすべての施設で一定かつ大きな値と
した場合には性能が悪くなることがわかった.
また, 接続コストを 2 部グラフの最短パスの長
さとした場合には, 1.861近似の性能はかなり
悪くなることがわかった.

5 おわりに

様々な入力データにおいて, 上記の 4つの近
似アルゴリズムの実験的性能評価を行った.
本稿の入力データに対する近似比率は, 解析

による値よりもかなり良くなってしまったため,
最悪の近似比率となるインスタンスを考え, こ
のインスタンスに対しても性能評価を行うこと
が今後の課題である. また, 1.463近似より良
いアルゴリズムは存在しないと考えられている
([3])ため, 新たな手法のアルゴリズムの提案に
より近似比率を 1.463に近づけることも今後の
重要な課題である.
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