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要旨戦略型Ⅳ人非協力ゲームのナッシュ均衡点は常に存在することが知られている．しか

しながら，Ⅳ＝２のときでさえ，ナッシュ均衡点を多項式時間で求めることは未解決である．

小文では，ユークリッド空間における凸包を求めるアルゴリズムを利用して，戦略型２人非協

力ゲームのナッシュ均衡点を求めるアルゴリズムを提案する．提案アルゴリズムの時間計算量

は，一方のプレイヤーの行動の種類が定数であるときには多項式時間である．
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Abstract：ItisknownthatthereisalwaysaNa8hequilibriumofaJV-playernon-cooperative 

gamemthestrategicfbrm・However,ｉｔｉｓｏｐｅｎｔｏｆｉｎｄｉｔｉｎａｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｔｉｍｅｅｖｅｎｗｈｅｎ

１Ｖ＝２．ThispaperpresentsanalgorithmfbrfindingaNasheqUilibriumofatwo-player 

non-coOperativegamemthestrategicfbrmusinganalgorithmfbraconvexhullintheEucnd 

space,andtheproposedalgorithmworksinａpolynomialtimewhenthenUmberofactions 

ofoneplayerisconstant． 

１序論利得関数u`：８，×８２×…×８Ｎ→Ｒによって定義
される．ここで，Ｒは実数集合を表す．また，任意の

ゲーム理論は，合理的行動についての一般的な理論とｓ`Ｅ＆(z＝1,2,…,Ⅳ)に対して，
してvonNeumannとMorgenstern[13]によって確立さ

」Ｖ

れて以来，主Iこ経済学の分野で発展してきた．しｶｺしな
工凹八s1,s2,…,３Ｎ)＝ｏがら近年，ゲーム理論の研究は計算機科学の分野におい
カー１

ても盛んに行われてきてし、る．Papadimitriouは[8,7］であるような戦略型Ⅳ人ゲームを戦略型Ⅳ人ゼロ下ロ
において，計算機科学の分野において解決されるべきい

くっかのゲーム理論的な問題を提起した．これらの問題ゲームと呼ぶ.次の条件を満たす戦略型ゲームは対称的
の－つに，戦略型(非協力)ゲームのナッシュ均衡点をであると言われる：
求めるための多項式時間アルゴリズムの開発がある．。ｓ,＝８２＝…＝ＳＩＶ(＝ｓとおく)；
戦略型Ⅳ人ゲームは，１，２，…,１Ｖで番号付けられた

Ⅳ人のプレイヤーと，各プレイヤーノ(i＝1,2,…,｣V）・任意のプレイヤー@の利得関数u`を，同一の関数
が取ることのできる行動の集合Ｓｉ，各プレイヤーｉの
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ノ：８Ｎ→Ｒを用いて 一方,vonNeumannとMorgenstern[13]は,戦略型２
人ゼロ和ゲームのナッシュ均衡点を求める問題が線形計

画問題を解くことと同値であることを示すことによって，

ナッシュ均衡点が多項式時間で求めることが出来ること

を示した．PapadimitriouとRoughgarden[9]は，選択
できる行動の数がＯ(logMloglogjV)である戦略型Ⅳ
人対称的ゲームのナッシュ均衡点を求める多項式時間ア
ルゴリズムを示した．

本研究では，凸包を解くアルゴリズムを用いることに

よって，戦略型２人ゲームのナッシュ均衡点を求めるア

ルゴリズムを提案する．提案アルゴリズムは，一方のプ

レイヤーの選択できる行動の数が定数であるとき，多項

式時間で動くことも示す.

ｕ八s,,…,s｣v）

＝ノ(s`,81,…,s`-,,8i+,,…,８Ｎ）

と表すことが出来る；

●ノ(Z11Z21…'2Ｗ)はZ21…,ＺＮに関して対称であ
る．

各プレイヤーｊは，戦略として＆から取るべき行動を

決定的もしくは確率的に選ぶことが出来る．行動を決定

的に選ぶ戦略を純戦略，確率的に選ぶ戦略を混合戦略と

呼ぶ．プレイヤーｉの混合戦略はＳｉ上の確率分布piと

して表現することが出来る．このとき，プレイヤーｉの

期待利得は

２双行列ゲーム

2.1双行列ゲーム

ｕ”,,…,pN） 

＝z…Ｚｐ,(s,)…p"(s｣vﾙﾎﾟ(s1,…,sjv） 
ｓ１ＥＳ１ｓＮＥＳｊｖ 

と表される．このとき，戦略型１Ｖ人ゲーームのナッシュ

均衡点は次の条件を満たす混合戦略の組(pf,p:,…,ｐｈ）
である[6]：任意のｊ＝1,2,…,Ⅳとプレイヤーｉの任

意の混合戦略pfに対して

任意の戦略型２人ゲームを考える．'８，|＝ｍ’'821＝ｎ

であるならば,一般性を失うことなくｓ,＝{1,2,…,ｍ}，
８２＝{1,2,…,､}とおくことが出来る．プレイヤー１が

行動ｌｅｓ,を，プレイヤー２が行動ｊＥｓ２を選択した

ときのプレイヤー１と２の利得u,(i,ハu2(i,j)を(i,j）
成分とする行列をそれぞれＡ,Ｂとすると，戦略型２人

ゲームは２つの、×、行列Ａ,Ｂで表すことが出来る．

このことから，戦略型２人ゲームは双行列ゲームとも呼

ばれ，（A,Ｂ)で表される．Ａ,Ｂが、×、行列であるな

らば，（A,Ｂ)は、×冗双行列ゲームと呼ばれる．

Mpi,…,p『,…,ｐｈ)ｚｕｉ(pf,…,ハ…,pK｢）

が成り立つ．すなわち，ナッシュ均衡点とは，他のプレ

イヤーが戦略を変更しない限り，自分が戦略を変更して

も利得が増えることのない戦略の組のことである．任意

の戦略型ゲームに対してナッシュ均衡点が存在すること

は，［6]においてＮash自身によって証明されている.し

かしながら，この証明はBrouwerの不動点定理[1Kも

しくは角谷の不動点定理[４，を用いているために非構
成的であり，ナッシュ均衡点を求める手法を与えない．

一方，与えられた戦略型ゲームが少なくとも２つのナッ

シュ均衡点を持つか否かを判定する問題は，戦略型２人

対称的ゲームでさえもＮｐ_完全であることがConitzer

とSandholm[2]によって示されている．

これまで，戦略型ゲームのナツシュ均衡点を求める様々

なアルゴリズムが提案されている．ＬｅｍｋｅとHowson

[5]は２人ゲームのナッシュ均衡点を求めるアルゴリズ

ムを提案している．また，vanderLaan，Talman，van

derHeyden[12]やPorter，Nudelman，Shoham［10]，

GovindanとWilson[3]は戦略型Ⅳ人ゲームのナッシュ

均衡点を求めるアルゴリズムを提案している．しかしな

がら，これらのアルゴリズムは全て指数時間アルゴリズ

ムであり，Ⅳ＝２の場合でさえ，ナッシュ均衡点が多項

式時間で求められるか否かは未解決である．

2.2混合戦略と期待利得

各プレイヤーが行動を決定的に選ぶ戦略を純戦略と呼

び，確率的に選ぶ戦略を混合戦略と呼ぶ．任意の正の整

数ｎに対して，

冗

ｒｈ＝{[,'1,p2,…,p”]T:Ｗ(O≦p`≦'),Ｚｐ`＝'｝ 
カー１

とおくと，ｎｚｘｎ双行列ゲーム(A,Ｂ)における，プレ

イヤー１と２の混合戦略の集合はそれぞれPhzとＢzで

ある．ここで，ｐＴはｐの転置を表す．プレイヤー１と

2がそれぞれｐｅＰｈｕとｑＥＰｈを混合戦略として選ん

だとき，プレイヤー１と２の期待利得はそれぞれ

ｕ,(p,q)＝ｐＴＡｑｕ２(p,q)＝ｐＴＢｑ 

で表される．
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2.3最適応答とナッシユ均衡点

相手のプレイヤーのある戦略に対して，自分の利得が

最大となるような戦略を最適応答と呼ぶ．形式的には，

q'ｅＰＭｐ'ｅＢｎ]が与えられたとき，

ｕ,(p*,q')＝是驚幽他,q'）

｡2(p'’９鑿)＝鰯迦2(p'’９)）

を満たす戦略p*ｅＰｈｚ[q露ｅＰｈ]をｑ'ｅＰｈ[p'ＥＰｈＪに
対するプレイヤー1[プレイヤー2]の最適応答と呼ぶ.

双行列ゲーム(A,Ｂ)のナッシュ均衡点は，互いに最適

応答であるような戦略の対(p寧,q*)である．すなわち，

ｕ'(p*,q霧)＝是鷲泌'(Ｍ*）

ｕ２(p熊,9*)＝溜迦2(が'９）

を満たす(p*,q*)を双行列ゲーム(A,Ｂ)のナッシュ均
衡点と呼ぶ．ナッシュ均衡点については以下の定理がよ

く知られている．

証明：(p*,q`))が(A,Ｂ)のナッシニ均衡点ではないと
仮定する．（が,q鯵)は(A[J],Ｂけ])のナッシュ均衡点であ

るので,双行列ゲーム(A,B)において,ｐ難はq`)の最
適応答である.したがって，９６)はp*の最適応答では
ないまた，（p率,q*)は(A['1,Ｂ､])のナッシュ均衡点で
あるので，（A,Ｂ)においてq'がｐ*の最適応答であるな

らば,ｑ'の第j成分q)は正である(さもなければ，

Ｐ掌TBq6)＝p*TBmq鱸三p熊TB{j1q'[j]＝p簾TBq’

であるので，９６)はp*の最適応答である)．しかしな
がら，

〃’’’

９＝ｑ－ｑｊｅｊ＋qjq 

とおくと，ｑ''ｅＰｈであり，ｑ''の第ｊ成分は０である
ので，

Ｂｑ'＝Bq"＋qj(Bej-Bq)≦Ｂｑ"と

Ｐ*TBq"＝p拳TB[j]q"[j]≦p鑛TBljlq*＝p鱸TBqiij）
から

ｐ蝋TB96)〈p*TBq'三p＊TBq''三p*TBq6）
となり矛盾である． （証明終）

定理２（A,Ｂ)をｍｘｎ双行列ゲームとする．また，プ

レイヤー２の戦略ｊが支配されているとする．このとき，

(p*,q*)が双行列ゲーム(AIj],Ｂ､])のナッシュ均衡点で

あるならば,(p鱸,qii7))は双行列ｹﾞｰﾑ(A,B)のナッシュ
均衡点である．

定理１[6]任意の双行列ゲームに対して少なくとも１つ

のナッシュ均衡点が存在する．

2.4支配戦略

異なる混合戦略９，ｑ'ｅＰｈに対して，

' 

Ｂｑ≦Ｂｑ 

証明：プレイヤー２の戦略jがｑ＝[q1,92,…,9ｈJに支
配されているとする．すなわち，

が成り立つならば，ｑはｑ'によって支配される，と言わ

れる.また単にｑは支配されると言われる．ｑの第ｊ成

分が１である単位ベクトルｅｊである，すなわち，ｑが
Ｂの第ｊ列hjを選ぶ純戦略であるならば，戦略ｊはｑ’
によって支配されると言われる．

Ａの第ｊ列を取り除いて得られる行列をＡｐ]によって

表す．任意の混合戦略ｑ＝[9,,92,…,９m－，]ＴＥＢ,－，
と任意の非負整数ｊ≦ｎに対して，

Ｂｅｊ≦Ｂｑ 

とする．もし的＝Ｏであるならば補題１より題意が成

立する.そこで，的≠Ｏと仮定する．このとき，ｑｊ＜１
であるので，

峠r二万(．-鵬）
とおく．このとき，単純な計算により９'ＥＰｈである．
また，

βq上豈町的B･,）
≧豈町胸)…，

であるので，戦略ｊはｑ'に支配されている．また，ｑ’
の第ｊ成分はＯであるので，補題１より題意が成立する．

（証明終）

9(j)＝[91,…,的-1,0,qj,…,9"-1］

とする．

補題１（A,Ｂ)を、×冗双行列ゲームとする．また，プ

レイヤー２の戦略ｊが的＝Ｏである混合戦略ｑ＝
[9,,92,...,9”]ＴｅＲｚによって支配されるとする．こ

のとき，（ｐＷ叢)が双行列ゲーム(A､],Ｂ[j])のナッシュ

均衡点であるならば，（2,鱸,qij))は双行列ゲーム(A,B）
のナッシュ均衡点である．
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３ナッシュ均衡点を求めるアルゴリズ

ム

3.1凸包

⑳,,ｚ2,…,ｚｈを。次元ユークリツド空間Ｒｄ上のA

個の点とする．ある[α,,α2,…,α脆]Ｔｅ氏に対して

ん

⑯＝Ｚα`錘’
8＝１ 

であるならば，⑰は、1,＄2,…,ZIGの凸結合と呼ばれる．

同様に,Ｅ是,α`＝'を満たすα,,α2,…,α随に対して

ん

麺＝Ｅα`鯵ボ
ゼ＝１

であるならば，ｚは2,,,⑰2,...,⑳脆のアフイン結合と呼

ばれる．

任意のＬｃＲｄに対して，Ｌの点の凸結合[アフイン

結合]から成る集合をＬの凸包[アフィン包]と呼ぶ．Ｌ
の凸包の次元はＬのアフィン包の次元と定義する．多面

体とは有限集合Ｌの凸包である．

ＵｃＲｄを多面体とする．全てのＺＥＤが線形不等式

CT⑳≦ＣＯ(ＣＥＲ｡,ｃｏｅＲ)を満たすならば，ｃＴｚ≦ＣＯ
はＵに対して妥当であると言われる．ｃＴｍ≦COがＵに

対して妥当であり，ｃＴｍ＝ＣＯとＵの共通部分が非空で

あるとき，ｃＴ⑳＝COをＵの支持超平面と呼ぶ．このと

き，Ｕと支持超平面cT⑯＝COの共通部分，すなわち

与えられたＬＣＲｄに対して，凸包を求める方法は

[11]などで知られている．ここで，Ｌの凸包を求めるア

ルゴリズムは全てのファセットを出力するものとする．

ここで，各ファセットはそれが含む頂点の集合によって

表現される．

定理６ＬＣＲｄ,〃＝lLlとする．。＝2,3のとき，Ｚ,の

凸包はＯ("log")時間で計算可能である．また，。＞３

であるならば，Ｌの凸包はＯ(〃[｡/2｣+')時間で計算可能
である．

3.2凸包とナツシユ均衡点

ナッシュ均衡点に関して以下の定理はよく知られて

いる．

定理７(が,q*）を、×冗双行列ゲーム(A,Ｂ)のナッ

シュ均衡点とする．このとき，任意の実数ｃ,ｄに対し

て,(p簾,q*)は、×冗双行列ゲーム(A+cLm",Ｂ+dlhMz）

のナッシュ均衡点でもある．ここで，Ｌｎ,”は全ての成分
が１である、×、行列である．

定理７より，利得行列Ａ,Ｂの各成分は正であるとし

て一般性を失わない．列プレイヤーの利得行列Ｂのｎ

個の列6,,62,…,b"から成る集合をＯ(B)で表す．任

意のｂＥＣ(B)と任意のＴＥ｛1,2,…,ｍ}に対して，

焔Ｔであるならば６の第i成分をｏとすることによっ

て得られるベクトルを(blT)で表す．このとき，

E(O(B))＝{(blT):ＤＥＣ(B),TTE{1,2,…,ｍ}｝ Ｆ＝{ＺＥＤ:cTz＝ＣＯ｝ 

と定義する．Ｅ(C(B))の凸包をcomj(B)で，Ｏ(B)に

含まれるco7w(B)の頂点をuer(B)で表す．
をＵの面(face)と呼ぶ．Ｕが。次元多面体であるとき，

Ｕの(d－１)次元の面をファセット(fDcet)と，0次元の

面を頂点(vertex)と呼ぶ． 補題２Ｃ(B)の点を含むconU(B)の任意のファセット
の法線ベクトルは，成分が全て0以上もしくは全て0以

下である．
定理３[14]Ｕを多面体とする．Ｕの任意の面Ｆ≠Ｕに
対して，Ｆを含むファセットＦ'が存在する．

証明：ｃｚ＞ＯかつＣｊ＜０である法線ベクトルｃ＝

[Cl,c2,…,cm]Ｔを持つ，ｂ＝[61,62,…,ＭＴＥＣ(B）
を含むconu(B)のファセットが存在すると仮定する．この

とき，ｃＴｍ＝cTbはｃｏｎＵ(B)の支持超平面である．しか

しながら,雨＝{1,2,…,ｍ}－{ん}とおくとハル＞Ｏ
より

定理４[14]ＬＣＲｄとする．ｍｅＬがＬの凸包の頂点

であるための必要十分条件は，ｚがＬ－{⑳}の凸結合で
ないことである．

定理５[11]１Ｖ個の頂点から成る。次元多面体のファセッ

トの個数の最大値Ｆ(｡,Ⅳ)は

叩ﾙ侵砿);::＃
ｃＴ(６１両)＝CT6-恥くcTb

cT(b１両)＝cT6-Cjbj〉cTb

であるので，ＣＴｍ＝ＣＴ６が支持超平面であることに反

する．よって，補題が成立する． （証明終）である．
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補題３任意のｂｅＣ(6)に対して，ｂが支配されないな補題４任意のｂＥＣ(Ｂ)に対して，ｂが支配されるなら

らぱｂｅＵｅｒ(B)である．ぱ塊りer(B)である．

証明：６曲er(B)と仮定する．このとき，以下の３つの証明：ｂ＝[6,,62,…,6m]Ｔが支配されていると仮定
条件を満たす関数几Ｅ(O(B))－(6)→Ｒが存在する．する．このとき，以下の２つの条件を満たす入金ｚ０，
１.任意のＺＥＥ(C(B))一(6)に対してＯ三人(⑰)≦1；（ｚｅＯ(B)－(6))が存在する．

２Ｚ入(")＝'； １６≦工い；
ｓｃＥＥ(Ｏ(Ｂ))－(６）⑩ＥＣ(Ｂ)－(６） 

３ｂ＝乙入(露川２Ｅ入金＝’
ｑＤＥＥ(Ｏ(Ｂ))－(６）＄ＥＣ(Ｂ)－{b｝ 

条件３より，
ここで，

b＝Ｚ入(錘〕麺十Ｚハ(麺〕鯵
ニー[z,,z2,…,２m]r＝Ｚ聯ａＧＥＥ({b})－(６）ｍＥＥ(Ｃ(Ｂ))－（６） 

“ＥＣ(Ｂ)－（６） 

≦Ｚ入(麺)ｂ＋乙錘乙入(ｼ）
⑩ＥＥ((6))一(６）⑰ＥＣ(Ｂ)－(6)ＵＥＥ({q，}） とおく．一般性を失うことなく，

である．ここで，

（o≦)二三二三…≦とこ'）｡＝Ｚ入("）”、
⑩ｅＥ((6))－（６） 

と仮定する６任意の正の整数ｚ三ｍに対して両＝6i/ｚｉ，
とし，任意のｚｅＣ(B)－(6)に対して

囚＝{i,j＋1,…,ｍ}とおく．このとき

物＝Ｅ入(ﾂﾞ）噸+』
…({雪}）ｂ＝Ｚ(だ一Ｍ(ｚ|､）

とする．このとき，条件２より ‘＝１ 

である．ただし，、､＝0,7ｍ+１＝１，Z舟B+１＝０である．Ｚ入(⑳)＝叶Ｚ化＝’
ここで,万一万一,三ｏかつ乙画'(万一両_,)＝’であ⑱ＥＥ(Ｏ(Ｂ))－(６）⑩ＥＣ(Ｂ)－（６） 

ることに注意せよ．したがって，
すなわち，

772＋１ 

６＝Ｚ(爾一殉-,)(zlmi）
Ｚ物＝1-｡ ‘＝l 

aBEO(Ｂ)－(６）ｍ＋’ 

＝ｚ(勾一滝-,）Ｅ入金(麺|､）
となる．よって，ｆ=， ⑩ＥＣ(Ｂ)－（６） 

であり，
ｂ≦｡b＋Ｅ帖錘

ｑＤＥＯ(Ｂ)－{b｝ｍ＋１ 

Ｅい-兎-,）Ｚ入&＝’すなわち，
‘＝１ aBEO(Ｂ)－{b｝ 

（1-｡)6≦Ｚ物錘
⑪ｅＯ(Ｂ)_{b｝ であるので，ｂ笹Uer(B)である． （証明終）

補題３と４より，以下の定理が得られる．
ｂ≦Ｚ－．竺-ｍ

⑫ＥＣ(Ｂ)＿{b｝１－α 
定理８任意のｂｅＣ(B)に対して，ｂが支配されないた

となる．ここで，α＜’であることに注意せよ．しための必要十分条件は，ｂｅＵｅｒ(B)であることである．
がって，

－２２二＞ｏ 定理９任意の双行列ゲーム(A,Ｂ)に対して,Ｐ*がconU(B）Ｚユニー’
１－α￣のファセットの法線ベクトルであるようなナッシュ均衡⑩E・(Ｂ)＿（６）１－α

点(が,q*)が存在する．

であるので６は支配されている． (証明終）
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証明：（p*,q*)が(A,Ｂ)のナッシュ均衡点であり，ｐ＊

がconU(B)のどのファセットの法線ベクトルでもない

と仮定する．。＝max{がＴｂ:ｂｅＯ(B)｝とおく．この

とき，ｐ*Ｔｚ＝ｄはconU(Ｂ)の支持超平面であり，これ

らの共通部分をＦとおく．Ｆはconu(B)の面であるの

で，定理??よりＦを含むco7w(B)のファセットＦ'が
存在する．Ｆ'の法線ベクトルをｐ'とおく．このとき，

(p'’９*)が(A,Ｂ)のナッシュ均衡点であることを示す．
ｑ*はｐ'に対する最適応答であることは明らかである．

次に，ｐ'がｑ＊に対する最適応答であることを示す．
以下の２つの場合が存在する．

(1)Ａｑ率の全ての成分が等しい場合：このとき，任意

のｐＥ脇がｑ*に対する最適応答となる．

(2)Ａｑ*が異なる成分を含む場合：Ａｑ*の第２成分が

最大値であるような，ｊから成る集合をｗとする．ｐ＊

はｑ*に対する最適応答であるので，ｐ*の第ｉ成分p＃

は，榧Ｗであるならばp$＝Ｏである．したがって，

任意のＰ上の点ｂＥＯ(B)に対してｐ*Ｔｂ＝ｐ*T(６１Ｗ）

であるので，（６１Ｗ)もＦ上の点である．Ｆ'はＦを含む
ので，ｐ'Tb＝ｐ'T(６１Ｗ)である．すなわち，

Ｐ'Tb-p'T(61W)＝Ｚｐｌ６ｉ＝Ｏ 
ｉＥＷ 

である．ここで,ｐｌとbjはそれぞれp'とｂの第i成分
である．補題2よりp;ｚＯであり川〉０であるので，
全ての“Ｗに対してp;＝Oである．よって,ｐ'は9＊
の最適応答である．

以上のことから，（p',q*)は(A,Ｂ)のナッシュ均衡点
であり，定理を満たす． （証明終）

て，任意のｊＥｃｏｌＢ(F)に対してｂｊｅＦであるので，

pTq，≦pTbjである．ｑ'ｅＢｚとおくと，Ｂｑ'econu(B）
であるので，

７D 

pTBq＝ZqjpTbj＝ＥｑｊｐＴ６ｊ 
ｊ＝１ｊＥｃｏｌＤ(Ｆ） 

三ZqlPTBq`＝prBq′
jEcolB(Ｆ） 

である．すなわち，ｑはｐに対する最適応答である．（証

明終）

定理2,8,9と補題５より，双行列ゲーム(A,Ｂ)のナッ
シュ均衡点を求める以下のアルゴリズムが得られる．こ

こで，5ｍは全ての成分が１である、次元列ベクトルを

表す．

algorithmNashu,Ｂ） 

StepO:ｃ←ｍin{α,j},ｄ←ｍin{Ｍとせよ．

Stepl： 

ｃ＜０－Ａ←Ａ＋(１－c)恥,"，

。＜Ｏ－Ｂ←Ｂ＋(１－.)１hJ,､とせよ．

Step2:conu(B)の各フアセツトＦに対して以
下を実行せよ．

Step2.1：Ｆの単位法線ベクトルp*を求
めよ．

Step2.2：以下を全て満たすｑ*が存在す

るならば，（が,9*)を出力して終了．

ｐ*ＴＡｑ＊＝ｔＬ 

Ａｑ＊≦ｍｊｍ 

ＴｅＰｈ(F） 

3.3アルゴリズムと計算量

Ｃ(B)の点を含むconU(B)の任意のファセットＦに
対して，

colB(F)＝{j:ｂｊｅｕｅｒ(B)ｎＦ｝ 

とする．ここで，ｂｊはＢの第ｊ列目を表す．このとき，

Ｂ､(F)＝{ｑｅＢＤ:qj＝ＯｆｂｒＶ(ﾌﾞ俵coJB(F)｝

と定義する．ここで，ｑｊはｐの第ｊ成分である．

図１:アルゴリズムＮash(A,Ｂ）

定理１０アルゴリズムMzsh(A,Ｂ)は双行列ゲーム(A,Ｂ）
のナッシュ均衡点を求める．

証明：定理２，８，９と補題５より，次の２つの条件を満

たす(A,Ｂ)のナッシュ均衡点(ｐＷ*)が存在する．

。ががcomj(B)の，あるファセットＦの法線ベク
トルである；

補題５ＦをＯ(B)の点を含むco7w(B)の任意のファセッ

トとし，ｐｚ０をＦの法線ベクトルとする．このとき，

任意のｑｅＰｈ(F)はｐの最適応答である．

証明：Ｆはファセットであるので，任意のmeconu(B）

と任意のｇｅＦに対して，ｐＴｚ≦ｐＴｇである．したがっ
。ｑ*ｅＰｈ(F)．

－５６－ 



したがって，アルゴリズムＮash(A,Ｂ)は双行列ゲーム［8]ChristosHPapadimitriou・Gametheoryand
（証明終）(A,Ｂ)のナッシュ均衡点を求める．mathematicaleconomics：Atheoreticalcom-

定理U､が定数であるならば,ｱﾙｺﾞﾘｽﾞMmMAp）麗馬鰯i霊鯛湯鰯蹴撰鰐
は多項式時間アルゴリズムである．

（FOC９，０１ﾉ,ｐｐ4-8,2001． 

証明：ｍが定数であるので，定理６より多項式時間で凸［9]ChristosHPapadimitriouandTimRoughgaJF-
包を求めることが出来る．また，定理５より，ファセット

den，Computingequilibriainmulti-playergames、

の数は、の多項式であるので,アルゴリズムＮash(A,Ｂ）Ｉｎルoc・ＡＯＭＳｌﾉmpo剛ｍｏｎＤｊｓｃｍｅｔｅＡ幻o＿
は多項式時間で動く． （証明終）rjthms(SODAOの,ｐｐ､82-91,2006.

ｍ＝２のとき，任意のファセットＦｅｃｏｎＵ(B)に対［10]RyanPorter，EugeneNudelman，ａｎｄＹ伽
してlcolB(F)に２である．したがって，Ｎash(A,Ｂ)の ShohanLSimplesearchmethodsfbrfindingaNash 

Step22は定数時間で計算可能である．よって，定理６equilibrium、ＩｎＰｍｃ．ＭハハMo7DaJOO蛾7℃､Ｃｅ

から以下の定理を得る．。n町t坂cjQl〃ｅｌ"gence(ＭＡＩＷﾉ,ｐｐ､664-669,
2004． 

定理’２ｍ＝２であるならば,アルゴリズムＮash(A，Ｂ）［,,]Hancop・preparataandMichaelIanShamＯＳはＯ(､log､)時間で動く．
Oompumtjo"QlGeometrZﾉﾉＡ〃Im7Dductjo凪Zbzts

qndjVWW7npﾉZsinCO7nputerScienceSpringeｒ－ 
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