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��������法を改良した�	
����������法の
有効性について

五 条 方 昇� 野 寺 隆��

非対称疎行列を係数とする連立�次方程式の算法の�つに��������法がある．本稿で提案する
算法は，この��������法を�個のランチョスベクトルを付加して改良したものであり，この算法
を	
�����������法と呼ぶことにする．この新しい算法を元の��������法と比較すると，よ
り少ない反復回数で残差ベクトルをゼロに収束させることができる．また，�ステップ当たりに必要
な行列ベクトル積の回数も，平均�  ���回と従来の��������法よりも少ない．この算法は�項
漸化式で実装することができ，アーノルディ原理に基づく��	法や�	���法とランチョス原理に
基づく��������法との間の掛け橋になるものである．
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�� は じめに

��������法��は，非対称行列を係数にした連立
�次方程式

�� 	 �� � � ���� �� � � ��

を解くための反復解法の�つである．ただし，この係
数行列�は正則とする．��������法の特徴として，
����法�� で必要な係数行列�� が必要ないことが挙
げられる．

��������法は，ランチョス原理に基づく����

法から得られる．����法では，�番目の残差ベクト
ル��からクリロフ部分空間�
��� ��を形成し，残差
ベクトルと直交するように新しいクリロフ部分空間
�
��� �

� �を定義する．
本稿ではこの����法を変形したものを�
������

法と表すことにする．�
������法でも残差ベク
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トル��から�
��� ��を形成し，この残差ベクトル
と直交するように�個の新しいクリロフ部分空間
�
��� �

� ���
��� �
� �� � � � ��
��� �

� �が定義できる．
これにより，クリロフ部分空間の次元が大きい場合で
も，低次元なクリロフ部分空間の集合として計算する
ことができ，算法の安定性と頑強性を強化させること
ができる．さらに，効率の良い実装を行うことで，こ
の算法は�項漸化式の形で表せる．

�
����������法は，����法から��������

法を得るのと同様の方法で，�
������法を改良す
ることで得られる．�
����������法もまた，�

項漸化式の形で表すことが可能である．
クリロフ部分空間反復解法では，残差ベクトル��に
対して以下の直交条件

�� � �
��� ��

を満たす必要がある．�����法��では，アーノル
ディ原理に基づいた完全直交化法により残差ベクト
ルを決定しているため，安定性が高い．一方����法
では，それらのベクトルはランチョスベクトル�� であ
り，そのため破綻が起きる可能性がある．�
������

法では，それらのベクトルは�個のランチョスベ
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�

クトルの集合で表される．それぞれの集合におい
て，�個のベクトルは完全に直交するように構成さ
れるため����法と比べて破綻することが少ない．
�
����������法は，�
������法から派生し
た算法なので，この破綻しにくい特性を受け継いでい
る．従って，�
����������法は，�����法の
安定性と��������法の短い漸化式で表すことがで
きる点，�� の計算が必要ない点をあわせ持った解法
であるといえる．
第�節において，�個のクリロフ部分空間を組み
合わせたランチョス法について述べる．第�節では，
�
������法，�
����������法について記述
する．さらに，第�節では，従来の��������法，
�����
��法と�
����������法を比較した数
値実験の結果を示す．最後に第�節において，結論を
述べることにする．

�� �個の線形ベクトルを組み合わせたラン
チョス法

�を� � �の実行列とする．ここで，�個の直交ベ
クトル������ � � � ���を与えることで，�を次のよう
に定義する．
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が正則であると仮定する．ただし，
は��の次元で
ある．
今，クリロフ部分空間の特性より，��は次のように
表される．
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従って，��は	��
��� 	 
���� �

���� � � � ��
�
� �

����
� と

なる����を使って次のように表される．
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式 
��に自分自身への再帰を適用することで，��は
��� � � � ����� と係数�����を使って，次のように表す
ことができる．
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ここで直交条件を使うと，� 	 �� �� � � � � �
 � 
 �では
すべての項が�になるので，��は次の� � �項漸化式
で表すことができる．
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ここで，�� 	 ������� � � � ����とし，�� 	 
���������			��

を以下のようなヘッセンベルグ行列と定義する．
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さらに，�� 	 �と定義すると，式
��は以下の行列式
で表される．

��� 	 ���� 
&�

ここで，�� 	 ������� � � � ��� � として，式 
&�に��

を左からかけると，
� �
� ��� 	 � �

� ���� 
'�

式 
��と�� �� ����より，� �
� ��は全ての対角要素が

非ゼロとなる下三角行列となる．従って，式
'�より
��の正則性は保証される．
最後に，式
��より
����
��� �� 	 ����������� � � � ����� 
(�

� 	 �� �� � � � � 
 
 �

であり，その結果��
��� ��の次元は
である．従っ
て，ベクトル����������			����は線形独立となる．

�� �����	
��法，�����	
����	

法

初期近似解を��，初期残差を�� 	 �
��� とし，
�� 	 ��と置く．�ステップ後の近似解は，

�� � �� � ����������� � � � ������ 
)�

�� � � 
��� � ����������� � � � ���� 
���

となる．ただし，�����は前節で定義したものとする．
� �
� ��は正則なので，��は式 
)�，式
���を使って

以下のように表せる．
�� 	 �� � ���

��
� 	� 
���

ただし，	� 	 ��� �� �� � � � � ��である．式
(�，式
)�よ
り�� � ��
 �������	� �

���� � � � � �
����なので，も

し � � 
であれば，�� �	 � となる．さらに，式 
&�，
式 
���より�� 	 �である．
ここで，�� 	 ����となる��を定義し，対角行列

*� 	 +��,���� ��� � � � � ����� とすると，式 
���は次の
ように書き直せる．

�� 	 �� � ��*
��
� ���

� 	�
ここで，��*�を-.分解を使って以下のように変形
する．
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図 &'"�#(�$�法のアルゴリズム
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さらに，��� 
�を以下のように定義する．
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��
�


� 	 ���
� ���� 	�

����は下三角行列なので，
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となる．よって，��は
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となり，残差ベクトル��は，
�� 	 ���� 
 ������� 
���

となる．
また，���� 	 �����

��
���なので，��は��� ��を使っ

て以下のように表される．
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ただし，/�� 	 0�1
� 
 �� ��であり，
�
���
� � � 	

/��� � � � � �
�は，���� の最後の列の非ゼロ要素である．
式
���，式
���，式 
���の係数��� �

���
� を計算する

ためには，ベクトル��と��の�2直交性と，ベクトル
��と��の直交性が必要である．そのため，以下の式
変形を行う．
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ここで，��
� ��は正則な下三角行列なので，次のこと

がいえる．
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このことを利用すると，式
���より次の式が得られる．
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図� &'"�#(�$���)(法のアルゴリズム
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さらに，� 	 /�� � �� � � � � �に対して，
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が成立する．従って，
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が得られる．よって，式 
���，式
���，式 
���，式

���，式
�&�の関係より，図�の�
������法のア
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表 数値例�の結果"���：反復回数，�� �：計算時間"�##

������ �������� ������������� ��������

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

��� ���� �� ! ���! ���� �"�" ��#! 　�　 �" ��   �# �#!� ��""

��
� �	�� "	#! #	�# ��	�! � 	�� �#	"� � �!	�� ��	#� �!	"� � 	� 

ルゴリズムを得ることができる．
なお，� 	 �のときには，�� 	

�
��
����

�� となる
ので，

�� � �� � ����������� � � � ������

�� � ��
��� �
� �

となり，����法と数学的に同値となる．
ただし，図�の�
������法のアルゴリズムは，
従来の����法と同様，��行目の����を計算する際
に�� の計算が必要になる．そこで，����法から
��������法を得るのと同様の方法��を使うこと
で，�
������法から�
����������法が得ら
れる．�
����������法のアルゴリズムを図�に
示す．�
����������法も，� 	 �の場合は従来
の��������法と数学的に同値になる．

�
����������法の計算量について考えると，
従来の��������法では�ステップ当たり�回の行
列ベクトル積の計算が必要だが，�
����������

法では����ステップのときのみ�回の行列ベクトル
積の計算が必要で，それ以外のステップでは行列ベク
トル積の計算は�回である．従って，�ステップ当たり
の行列ベクトル積の回数の平均は� � ���回と，従来
の方法より少なくてすむ．しかし，アルゴリズムの��

行目から�(行目，��行目から�'行目の計算は従来の
��������法より余分な計算であるため，�ステップ
当たりの計算量は少ないとはいえず，特に�の値が大
きくなると，�ステップ当たりの計算量は増加する傾
向にある．

�� 数 値実験

本稿で述べた�
����������法を計算機に実
装し，従来の��������法，�����
��法��と比
較した数値実験を行なった．なお，使用した計算機
の3�は�"+ 4� ��51 &��で，�6.は6"� �50�

&���4%，���のメインメモリを持つ7�� 7� "88��2

 � ���である．
また，数値実験は以下の環境で行なった．
 収束判定条件：��
������� � ��� � �����

 最大反復回数：�����

 初期近似解：�� 	 9�� 	 ��� �� � � � � ���

 プログラム言語：�言語
 計算精度：倍精度
��� 数 値 例 �

4�#$"882��"��, コレクション��より，37��:グ
ループの3��7��� を考える．この行列の次元は
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図� 数値例�の計算時間と残差ノルムの比較

����，非ゼロ要素の数は&(�(，条件数は��� � ���

である．真の解を� 	 ��� �� � � � � ���と設定して右辺
�を決定する．�
����������法の������ � � � ���
は修正グラムシュミットのアルゴリズム��により決定
した．
この結果を表�に示す．結果には，各解法に対する
反復回数と，計算時間を表した．ここでの反復回数と
は，行列ベクトル積の計算を行った回数を表している．
ここで，�����
���の;
<は，反復回数�����回で
も収束しないことを示す．
この表からわかることは，�
����������法は
従来の方法よりも少ない反復回数で収束していると
いうことである．�����
��法と比較しても，�の
値が同じなら必ず少ない反復回数で収束し，その回
数は� 	 ��では)�=以上減少させている．図�に，
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表� 数値例�の結果"���：反復回数，�� �：計算時間"�##

������ �������� ������������� ��������

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

��� 　�　 ���� �!�� ���� ���� ���� 　�　 　�　 　�　 　�　 　�　

��
� � ��	�� !	� "	�! �	 � "	�� � � � � �

�
����������法での反復回数が最も少ない� 	

��における，反復回数と残差ノルムの収束を比較した
グラフを示した．この図を見ると，�
����������

法は��������法よりも残差ベクトルの振動が激し
い．しかし，その分急激に残差ノルムがゼロに収束して
いるため，結果として他の算法と比べて反復回数は少
ない．ただし，�����
��法では�の値が増加するに
従い反復回数は減少していたが，�
����������

法では�の値が十分大きい場合には，増加しても反復
回数に大きな変化は見られなかった．
次に，計算時間で比較すると，�
����������

法は従来の��������法，�����
��法よりも必ず
しも良い結果を示しておらず，むしろ悪い結果となって
いる．これは�
����������法には，��������

法にはない�項漸化式の計算があるためである．この
計算量は�の値が増えるに従って増加するため，たと
え反復回数は��������法より少なくても計算時間
では劣ってしまう．また，�の値が十分大きいときは�

が増加しても反復回数は減少しないため，�が増加する
に従って計算時間も増加してしまう．図�に，� 	 ��

における計算時間と残差ノルムの収束を比較したグラ
フを示した．この図からもわかるように，�の値が大
きいときは�����
��法にも計算時間で劣っている．
��� 数 値 例 �

4�#$"882��"��, コレクションより，::��:�グ
ループの43���� を考える．この行列の次元は���，
非ゼロ要素の数は�'��，条件数は�������である．�，
��� � � � � �� の設定方法は数値例�と同じとする．この
結果を表�に示す．
この例では，従来の��������法，�����
��法
は反復回数�����回でも収束せず，�
����������

法のみ収束した．また，数値例�とは異なり，�の値
が大きくなってもある程度の反復回数の減少が見られ，
その結果，� 	 ��のときに計算時間が最も小さくなっ
た．� 	 ��における反復回数と残差ノルムの収束を比
較したグラフ，計算時間と残差ノルムの収束を比較し
たグラフをそれぞれ図�，図&に示す．この図からも
わかるように，この例に関しては�
����������

法は他の�つの解法よりも優れていることがいえる．
��� 数 値 例 �

矩形領域> 	 ��� ��� ��� ��における�階の楕円型偏
微分方程式のディリクレ境界値問題を考える"�．
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ただし，メッシュ幅を����)として，この方程式を�
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点中心差分近似を用いて離散化する．これにより得
られた行列の次元はそれぞれ�&�(�である．真の解を
�
��  � 	 � � � と設定して�を決定し，� 	 ���

とする．��� � � � � ��の設定方法は数値例�と同じとす
る．この結果を表�に示す．
この例では，�
����������法は�の値が増加
しても反復回数は減少せず，逆に増加してしまっている．
そのため，��������法に対しては�がどの場合も
反復回数，計算時間ともに劣ってしまい，�����
��

法に対しても，� 	 ��の場合を除いて反復回数，計
算時間ともに劣っている．�����
��法において最
も計算時間の小さい，� 	 ��における反復回数と残
差ノルムの収束を比較したグラフ，反復回数と残差ノ
ルムの収束を比較したグラフをそれぞれ図'，図(に
示した．この例では従来の��������法が最も優れ
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表� 数値例*の結果"���：反復回数，�� �：計算時間"�##

������ �������� ������������� ��������

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

��� #� ���� � "# ��"� �" � �#!� �" " �� � ���� ��## ��"�

��
� �"	�� "#	!� ���	�! ��"	�! �#�	"�  � 	!� ��#	�� � 	"� " 	!! #�	�� # 	#�
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ていることがわかる．

�� お わりに

上記の数値実験では，�
����������法の有効
性を従来の��������法，�����
��法と比較する
ことによって示した．その結果，数値例�の，従来の方
法では残差ノルムをゼロに収束させることができない，
あるいは残差ノルムがゼロに収束しても反復回数が極
端に多い問題では，�
����������法は有効であ
る．もちろん�
����������法は必ず収束すると
いうわけではないので，この方法が絶対に有効である
ということは言えない．しかし，�
����������

法のアルゴリズムは�項漸化式という簡単な形で表わ
せるので，従来の方法では収束しない問題に対しては

この方法を試してみる価値はある．
しかし，従来の方法で十分良い結果が出るものに
対しては，�
����������法を使うと逆に反復回
数，計算時間が増加してしまう場合がある．その場
合は従来の方法を使って計算をしたほうが良いのだ
が，このような問題を�
����������法で解く場
合でも，�を�に自動的に決定させることができれば，
��������法と同じ計算時間で計算が可能である．こ
のことについては今後の研究の課題とする．また，こ
の�
����������法のアルゴリズムに対しても，
前処理や並列化などまだまだ改善の余地はあると思わ
れる．今後の研究としてこれらも考えていきたい．
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