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Taylor 展開を利用した高精度数値積分法 

平山 弘、金子尚広、花井啓助 

神奈川工科大学 

 
Taylor級数の四則演算や関数計算は、C++言語や Fortranを使うと容易に定義できる。四
則演算、関数および条件文で記述された関数は高速に Taylor展開できる。これを利用する
と積分を任意次数まで容易に Taylor 展開することができる。この Taylor 展開を評価する
と効果的な任意次数の高精度数値積分法になる。さらに、この方法は積分の多倍長精度に

も適用できる。 
 

High Precision Numerical Integration Method by Taylor
 Seires  

 

Hiroshi Hirayama,  Takahiro Kaneko  and Keisuke Hanai 

Kanagawa Institute of Technology 
 
The arithmetic operations and functions of Taylor series can be defined by Fortran 90 and C++ 

language. The functions which consist of arithmetic operations, pre-defined functions and 
conditional statements can be expanded in Taylor series quickly. Using this, Taylor series of the 
integral can be expanded up to arbitrary order easily. Evaluating the Taylor series gives an effective, 
arbitrary and high precision numerical integration method for the integrals. In addition, it is shown 
that this integration method can be applied  to multiple-precison evaluation of the integral. 

1. はじめに 

プログラムでよく使われる演算子（+,-,*,
/など）を、被演算の型が異なる場合、別
の意味を与えることができる機能、C++言
語[1]の機能（operator overload）などを使
い、有限項で打ち切った Taylor級数の四則
演算、Taylor 級数の関数演算を容易に定義
することができる。この機能を使うと、通

常のプログラムの形で与えられた任意の数

値関数をわずかな変更で Taylor級数に展開
できるプログラムに変更できる。 

Taylor 展開は、係数を倍精度の浮動小数
点で表現した場合、通常の数値計算と同じ

程度の速度で計算することができる。これ

までのこの種の計算に使われている数式処

理に比べ、桁違いに高速である。 
本論文では、この高速性を利用して、積

分を Taylor 展開し、その Taylor 展開を評
価することによって積分値を計算する方法

を提案する。この計算方法は計算機が発明

される以前までは最も普通に使われる方法

であったが、計算機上の計算方法としては

これまであまり使われたことのない方法で

ある。 

2. Taylor 展開 

この節では、関数を Taylor展開するため
の基本的な考え方を説明し、その計算方法

について簡単に論じる。詳しくは、Rall[6]、
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 Henrici[2]や平山[3-5]などに述べられてい
る。 

2.1 Taylor 級数の四則演算 

Taylor 級数の四則計算のプログラムは、
以下のように簡単に作ることができる。平

行移動によって、展開位置を原点へ移すこ

とができるので一般性を失うことなしに、

原点で展開した式だけを扱うことができる。

この級数を次のように定義する。 
(2.1) f ( ) f f f f fx x x x x= + + + + +0 1 2

2
3

3
4

4  
(2.2)  g( ) g g g g gx x x x x= + + + + +0 1 2

2
3

3
4

4  
(2.3)  h( ) h h h h hx x x x x= + + + + +0 1 2

2
3

3
4

4  

2.1.1 加減算 

h x( )が f x( )と g x( )の和差のとき、 f g,
およびhの係数は、次のような関係になる。 
(2.4)  h( ) f ( ) g( )x x x= ±  h f gi i i= ±   

2.1.2 乗算 

h x( )が f x( )と g x( )の積のとき、 f g, お
よびhの係数は、次のような関係になる。 

(2.5)  h( ) f ( ) g( )x x x=  h f gn k n k
k

n

= −
=
∑

0

 

2.1.3 除算 

h x( )が f x( )と g x( )の商で与えられると
き、すなわち 

(2.6) h( )
f( )
g( )

x
x
x

=  

であるとき、 f x( )の係数と h x( )の係数に
は、以下のような関係が成り立つ。 

(2.7) h
f
g0

0

0
= 、 h f h gn n k n k

k

n

g
= −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟−

=

−

∑1

0 0

1

 

  （n ≥ 1） 
 (2 .7)の式は、 (2 .6)において、両辺に

f x( )を掛け、 (2.1)、(2.2)、および(2.3)を
代入して、展開する。両辺の同じ次数の係

数が等しいことを利用して得られる。 

2.1.4 微積分演算 

h x( )が f x( )の微積分であるとき、 f お
よびhの係数は、次のような関係になる。 

(2.7) 微分 h( ) f( )x d x
dx

=  

fm = 0 , h ( ) fn nn= + +1 1 ( , , )n m= −0 1  
( 2 . 8 )  積 分  ∫= dxxfx )()h(    

h , h f0 10 1
= = −n nn

  ( , , )n m= 1  

積分演算で積分定数 0h は任意であるが、こ
こでは、0とする。 

2.2 Taylor 級数の関数 

他の多くの初等関数でも同様に係数間の

漸化式を導くことができる。ここでは、Ta
ylor 級数の指数関数の計算方法を示す。こ
の方法は後に述べる常微分方程式の解の T
aylor展開の単純な例にもなっている。 

h( ) f ( )x e x= とおくと、 

(2.9) d
dx

d
dx

h h f
=  

である。(2.9)に(2.1)、(2.3)を代入して、両
辺の係数を比較することによって、次のよ

うな関係が得られる。 

(2.10) h e f
0

0= ,  h h fn n k k
k

n

n
k= −

=
∑1

1

  ( n ≥ 1) 

このように簡単に計算することができる。

対数関数や三角関数の場合も同様な公式を

得ることができる。 
式(2.10)のように、Taylor 展開式の指数
関数の計算には、指数関数の計算は、１回

しか入らないので、Taylor 展開の指数関数
の計算量は、通常の四則演算とそれほど大

きな違いにはならない。このことは、対数

関数や三角関数などでも同様である。 

3. 数値積分法 

ここでは、Taylor 級数を使い数値積分する
方法を説明する。まず、次のような積分を

考える。 

(3.1) ( )
b

a
I f x dx= ∫  

)(xf を積分区間 ],[ ba の中点 cx = で n次の
Taylor級数に展開すると 
(3.2)   
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n
n cxf

cxfcxffxf

)(

)()()( 2
210

−+

+−+−+=
 

となる。これを積分すると、不定積分

( )F x は 

(3.3)  
1

3221
0

)(
1

)(
3

)(
2

)()(

+−
+

++

−+−+−=

nn cx
n

f

cxfcxfcxfxF

  
が得られる。もし ( )F x が十分速く収束す
る級数ならば、 ax = と bx = を ( )F x に代入
することによって積分 I が求められる。す
なわち 
(3.4)   )()( aFbFI −=  
として計算できる。収束が遅い場合、

cxh −= とし、 )( hcF + を考える。このと

き、 

(3.5)   
1

3221
0

1

32
)(

+

+
++

++=+

nn h
n

f

hfhfhfhcF
 

となる。 hを十分小さく取れば、(3.5)の級
数は十分速く収束させることができる。 
本計算では、積分の要求計算精度をε と
したとき、 hを最終項の絶対値が要求精度
になるように選ぶ。ε が相対的な要求精度
であれば、最初の項との相対的な精度とな

る。したがって、絶対的および相対的な場

合、それぞれ 

(3.6) ε≤
+

+1

1
nn h

n
f

  ε≤
+ 0)1( fn

hf n
n  

が成り立つように hを選ぶ。このとき、 h
は、それぞれ 

(3.7) 1
)1(

+
+

= n

nf
nh ε

 n

nf
fn

h
ε0)1( +

=  

として計算する。この hを区間幅とすれば、
積分は問題なく計算できる。この区間幅は、

被積分関数のなめらかであるかまたは Tayl
or 級数の次数が高いほど広く取ることがで
きる。 nf がゼロならば(3.7)の式は計算でき
なくなるが、その場合、次数を 1次づつ下
げて、(3.7)式を適用する。残り積分を計算

するために、上と同様な操作を繰り返し適

用し、積分区間を小さくし、最終的に全区

間の積分を行う。 
(3.7)の式は、 hの 2+n 乗以上の項は hの

1+n 乗項に比べ十分小さいと仮定している。

しかしながら、実際にそのようにならない

場合もよく起こる。このようなことが起こ

っても計算できるように、 hを余裕を持た
せ、0.8とか 0.9倍程度の大きさを hの値と
してとる。このようにとると、積分区間幅

が小さくなるため Taylor展開の計算回数は
多くなるが、ほぼ確実に要求精度の積分値

が得られる。 

4 数値例 

4.1  簡単な例 

次のような積分を計算精度 1010ε −= で計

算することを考える。 

(4.1) ∫ ==
1

0
59045237182818284.1dxeI x  

xe を 5.0=x で 10 次まで、Taylor 展開する
と 
 1.64872*x+0.824361*x^2+0.274787*x^3 
+0.0686967*x^4+0.0137393*x^5+0.0022898
9*x^6+0.000327127*x^7+4.08909e-005*x^8
+4.54343e-006*x^9+4.54343e-007*x^10 
が得られる。この式から、 387707.0=h が

得られる。区間[0.112293,0.887707]の積分
値は、1.310713 となる。次に残りの１区間
である区間[0, 0.112293]の積分を計算する。
この積分を計算するために 0561465.0=x で

xe を 10次まで Taylor展開する。展開式は 
1.05775*x+0.528876*x^2+0.176292*x^3 
+0.044073*x^4+0.0088146*x^5+0.0014691
*x^6+0.000209872*x^7+2.62339e-005*x^8 
+2.91488e-006*x^9+2.91488e-007*x^10 
となる。この式から、 405304.0=h が得ら

れる。このように hを取ると元の積分区間
を越えるので、元の積分区間に一致するよ

うに hを選ぶと 0561465.0=h となる。 hは
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十分小さいので、区間[0,0.112293]での積分
値が計算できて、0.118840 となる。残りの
区間 [ 0 . 8 8 7 7 0 7 , 1 ]を積分するために

942847.0=x で xe を 10 次まで Taylor 展開
すると 

2.56987*x+1.28493*x^2+0.428311*x^3 
+0.107078*x^4+0.0214155*x^5+0.00356926 
*x^6+0.000509894*x^7+6.37368e-005*x^8 
+7.08186e-006*x^9+7.08186e-007*x^10 
となる。この式から h を計算すると

370875.0=h となるが、このように取ると

元の積分区間を越えるので、元の積分区間

に一致するように hを選ぶと 057153.0=h
となる。 
これを使うと区間[0.885694,1]の積分値は

0.288729 となる。各区間の積分値の総和を
求め、積分値 1.718281828456585 が得られ
る。 
もし、11 から 13 次の級数展開式を利

用すると、上の積分は 2分割で計算するこ
とができる。14 次以上の級数展開式を使
えば、積分区間の分割は不要になり、1 回
の級数展開で計算することができる。 
この計算法を通常の数値積分法と比較す

るために、この問題を標本点 30 個使うガ
ウス型数値積分法と 16 次 Taylor 級数を使
い 1410e −= とした本方法の計算時間を測定

した。 
計算機として 3.06GHzの Pentium 4とコ
ンパイラーとして Microsoft社製の.NET200
3 Visual C++を使用した。このとき、ガウ
ス型数値積分法は 1.96μsec、本方法 1.63
μsec であった。計算時間は 100 万回ルー
プさせ測定した。このように本方法は通常

の効率の良い数値積分法と同等の時間で計

算できることがわかる。 

4.2  Kahaner のテスト問題 

本手法の特徴を調べるために、Kahaner
のテスト問題[7-8]の計算を試みた。Kahner

の問題には、特異点を持つ関数や微分係数

が不連続なものも含まれるが、今回はその

ような問題を除いた。以下の Table 1 にそ
の結果を示す。 

Taylor と表示されている部分には、本手
法で計算したときの時間（マイクロ秒）を

示す。計算機として Intel P4 3.06GHz を使
用した。コンパイラーは Intel社の C++Ver.
7.0 を使用した。要求精度を 910− とし、７

次から 22 次までの Taylor 展開を用いて計
算した。上の時間はその中で最も良い時間

を示している。 
参考のため、AQE11D の積分ルーチン[6]
で計算した時間を示す。この時間（マイク

ロ秒）は Intel P4 2.0GHzを使用した場合の
結果である。最後の ratio は、もしクロッ
クに比例してプログラムが動作すると仮定

した場合の高速化率である。 
これらの結果を見ると、Taylor 展開法は
性質のよい関数に対しては非常に良い結果

を示す。問題 9,13,14,15､18 からわかるよ
うに、動きが激しい指数関数（三角関数を

含む）の逆数を含む場合は、計算効率が落

ちることがわかる。指数関数による急激な

減少を起こしてる領域では、Taylor 展開は、
非常に広い領域で収束するように見えるが、

実際にはそれほど広い領域では収束しない

ような現象が起こり、現在考えている 20
から 30 次程度の Taylor 展開では、関数を
認識するのは非常に困難であるためである。

特に問題 14 は非常に計算が難しい問題と
なっている。 
このような問題の場合、積分区間の下限

から Taylor展開し、解析接続しながら計算
する方法が単純で有力な方法である。表示

された結果は、非常に小さな hが出現した
場合、それを大きくするようにした計算ル

ーチンを使ったときの結果である。 
被積分関数が鋭いピークを持つような場

合、Taylor 展開を使う方法は、確実ピーク
を捕らえることができるため、問題 21 の
ような関数は比較的容易にピークを検出で

きる。しかしながら、関数自体は指数関数

の逆数となっているためかなり計算時間が
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かかる。 

5. 多倍長計算 

Taylor 展開法は積分公式としては任意次
数の公式だから、多倍長精度の計算に適し

ている。多倍長精度を使うと積分公式の次

数も高く取れるので、効率的に計算できる

と期待できる。 
 高精度のTaylor展開を利用した数値積分
法でKahaner の問題を計算を行った。計算
精度は、10進数で128桁、要求精度は50桁、
次数は最大90次のTaylor展開式を利用して
計算した。結果をTable 2に示す。 
 次数を上げると分割数は少なくなり多く

の問題が分割数が10程度になった。問題９

と問題13を比較すると通常の倍精度計算で
は問題13の方が計算時間がかかり難しい問
題となっているが、計算次数が上がった場

合、逆に問題9の方が分割数、計算時間も
多くかかる。 
 問題21は、通常の精度では非常に計算し
にくい問題であるが、高精度の計算では、

やや難しい問題にはなるが、倍精度の計算

のように他の問題に比べ非常に難しい問題

になることはない。 

         Table  1    Comparison of performance of  the quadrature routine based on Taylor series 
        Error Requirement  1.0E-09 

No. a              b Integrand Taylor AQE11D  Ratio 
 1 0.0        1.0 xe       0.60      3.09    3.4 
 4 -1.0         1.0   xx coscosh92.0 −        2.07      7.50    2.4 
 5 -1.0         1.0   )9.0/(1 24 ++ xx       3.35      8.54    1.7 
 8 0.0        1.0   )1/(1 4 +x       2.69      6.25    1.5 
 9 0.0        1.0   ))4159.31sin(2/(2 x+     58.59    86.7    0.98 
10 0.0        1.0   )1/(1 x+       0.94      3.12    2.2 
11 0.0        1.0   )1/(1 +xe       1.04      4.23    2.7 
12 0.0        1.0   )1/( −xex       0.85      7.53    5.9 
13 0.1        1.0  )141592.3/()1592.314sin( xx    109.3    255.    1.6 
14 0.0     10.0   

214159.35050 xe ⋅−      386      59.6   0.10 
15 0.0     10.0   xe 2525 −       37.59      26.2    0.47 
16 0.0     10.0   ))12500(14159.3/(50 2 +x       13.67      29.8    1.4 
17 0.01        1.0   2))14159.350/()14159.350(sin(50 xx ⋅⋅       61.03    227    2.4 
18 0.0         π  

 
)3cos32sin3

2cos2sin3cos(cos
xx
xxx

++
++

 
     91.81      81.8    0.59 

20 -1.0         1.0  )005.1/(1 2 +x         1.40      9.06    4.3 
21  0.0         1.0 

 

))6.0(1000(cosh
1

))4.0(100(cosh
1

))2.0(10(cosh
1

6

42

−
+

−
+

−

x

xx
 

   960     (170)  
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        Table 2 : Computational Results       
No.                Result 

1 1.71828182845904523536028747135266249775725 

4 0.47942822668880166735857796183530750064139 

5 1.58223296372967293311746894902616906792432 

8 0.86697298733991103757399516388287071365218 

9 1.15470066904371304340692220985602814029856 

10 0.69314718055994530941723212145817656807550 

11 0.37988549304172247536823662649032092616022 

12 0.77750463411224827641758654542571050719248 

13 0.00909864525656929706983298722619104660580 

14 0.50000021116610003934100467729486317552691 

15 1.00000000000000000000000000000000000000000 

16 0.49936380287101655082817109034069680855194 

17 0.11213956962670946083985814506709948563241 

18 0.83867634269442961454255469958585619238767 

20 1.56439644406904977309149301580847281308846 

21 0.21080273550054927737564325570572915436091 

6. おわりに 

Taylor展開を利用した数値積分法を提案
した。Taylor展開法は、係数を倍精度浮動
小数点で表現した場合、通常の倍精度の数

値計算と同程度の速さで計算でき、数式処

理のように、遅くなることはない。 Tayl
or展開を利用した数値積分は、局所的な展
開を用いるため関数の局所的な性質を捕ら

えることができるため、鋭いピーク型の関

数を比較的に容易に計算できる。逆に、指

数関数的に減少する関数では、通常の数値

積分では単純に0とおけるような問題でも、
１点でのTaylor展開だけでは単純に0とする
ことができないため非常に時間かかる問題

になる。 今回は、特異点を含む問題を扱

わなかったが、特異点の扱いについては、

他の数値積分公式と同様に扱うことができ

ると思われる[5]ので、それらの計算法を組
み込み自動積分公式を作成する予定である。 

参考文献 

[1] Ellis M. A. and Stroustrup B., The 

Annotated C++ Reference Manual, Addison-
Wesley,1990 

[2] Henrici, P., Applied Computational 
Complex Analysis, Vol. 1, John Wiely & 
Sons, New York,Chap. 1, 1974 

[3] Hirayama H., Numerical Technique for 
Solving an Ordinary Differrential Equation 
by Picard's Methods, Integral Methods in 
Science and Engineering/Editor P. Schiavone, 
C. Constanda, A. Mioduchowski, Birkhauser, 
Berlin(2002) 

[4] 平山、小宮、佐藤, Taylor級数法による
常微分方程式の解法, 日本応用数理学会
論文誌, 12(2002), pp. 1-8  

[5] 平山 弘, C++言語によるべき型特異点
をもつ関数の数値積分,日本応用数理学会, 
Vol. 5, No.3, pp. 257-266, 1995 

[6] Rall,L. B. , Automatic Differentiation-
Technique and Applications, Lecture Notes 
in Computer Science, Vol.120, Springer-
Verlag, Berlin-Heidelberg-New York(1981) 

[7] 日比野,長谷川、二宮、細田、佐藤、二
宮とFLR法の結合による新しい適応型積
分法,情報処理学会論文誌, 44(2003),  pp. 
2419-2427 

[8] 幸谷、鈴木、補外法に基づく数値積分
法の実装と性能評価、情報処理学会研究

報告、2004-HPC-99、pp.79-84  

研究会temp
テキストボックス
－156－




