
Multi-master divisible load モデルに対する
漸近最適スケジューリングの評価
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Multi-master divisible load (MMDL)モデルはヘテロ型クラスタにおける動的負荷分散やデータ
再分散のためのモデルである。本研究では，通信性能が均一なヘテロ型クラスタ上での MMDL モ
デルに対する漸近最適スケジューリングをシミュレータ上で実装する。ここでは，通信と計算をオー
バーラップすることはせず，計算の結果は収集しなくてよいものとした。この条件の下で，プロセッ
サ性能と負荷の初期割り当て量を変化させた時の漸近最適スケジューリングの性能を，動的負荷分散
による方法とプロセッサ性能に合わせて負荷を割り当てる方法の 2つの手法と比較し，その特性を分
析する。

Evaluation of asymptotically optimum scheduling algorithms
for multi-master divisible load model

Sayaka Tomi† and Reiji Suda†

Multi-master divisible load (MMDL) model is a model for dynamic load balancing and the
data redistribution on a heterogeneous cluster system. In this paper, an asymptotically opti-
mum scheduling algorithm for MMDL model on heterogeneous clusters of homogeneous com-
munication performance is implemented on a simulator. The scheduling algorithm assumes
no overlap of communication and computations, and no collection of the results. Under these
conditions, the asymptotically optimum scheduling algorithm is compared with two other
methods, dynamic load balancing and load allocation according to processor performance, for
various processor performance and allocation of the amount of an initial load.

1. は じ め に

MMDL (Multi-Master Divisible Load) は，1) に

おいて提案された，データの再分散のためのモデルで

ある。負荷の均衡化に必要なデータ再分散を最適化す

るためには，プロセッサの通信所要時間によって割り

当てるデータ量を調整しなければならない。

このことを考慮した研究として DLT (Divisible

Load Theory)3) と呼ばれる，マスター・ワーカー型

の並列処理をモデル化したものがあげられる。一般に，

データの再分散において，一度にまとめて転送するよ

りも分割して送る方が所要時間が短くて済むが，DLT

では，このように分割して転送を行う手法を multi-

installmentあるいは multi-roundと呼ぶ。DLTにお

いてヘテロ環境を含む各種の条件の下でいくつかの応

用も行われてきたが，マスター・ワーカーの枠組みは，

多様な並列処理のあり方からすると適用範囲が狭い。
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DLTは，タスクのモデルとしては最もシンプルであ

り，DLTのマスター・ワーカーという制約を解消した

モデルがMMDLである。さらに，1)では，MMDL

とともに，計算性能がヘテロでもよいクラスタ環境に

おける漸近最適スケジューリングアルゴリズムが提案

された。

本研究では，この漸近最適スケジューリングをシミュ

レータ上で実装し，既存手法との比較を行い，その有

効性と課題を明らかにする。

2. Multi-master divisible load モデル

Divisible load problemでは，多くの負荷を複数の

プロセッサで分担して処理する。

本節では，MMDLのタスクのモデルを説明し，シ

ステムのモデルを設定する。

2.1 タスクのモデル

1) で提案された MMDL のモデルは以下の通りで

ある。

複数のプロセッサがあり，初期状態でそれぞれのプ

ロセッサにタスクが割り当てられている。タスクは相
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図 1 定常ラウンドスケジューリング
Fig. 1 Scheduling by repeating stable rounds

互に依存が無く，独立に処理することができ，一様で，

どのプロセッサでも処理することができる。また，タ

スクは任意のサイズに切り分けることができ，タス

クを移送する場合のメッセージサイズはタスクサイズ

に比例する。処理の結果は収集する必要はないものと

する。

従来の divisible load theory3) では，初期状態で全

てのタスクがマスターと呼ばれる 1 つのプロセッサ

に置かれていて，他のプロセッサ（ワーカー）には割

り当てられていない。これに対し，MMDLではマス

ター・ワーカーという区別はなく，タスクを輸出する

か輸入するかで結果的にマスターとワーカーに分かれ

ることになる。

2.2 システムのモデル

システム側の問題設定として，今回は以下のように

最も簡単なものを扱う。

プロセッサはクロスバースイッチにより接続されて

おり，スループットはどのプロセッサ間でも同じで，

単位サイズのタスクに対して β の時間がかかるとす

る。通信の立ち上がり遅延は無視する。プロセッサの

計算性能は異なっても良く，第 iプロセッサ上で単位

サイズのタスクを処理するために γi の時間がかかる

とする。各プロセッサは通信と計算を同時に行うこと

ができないとする。

ここで本質的なのは，通信性能が一様であり，通信

の立ち上がり遅延が無視できることである。現実的

には，通信の立ち上がり遅延については追加的なオー

バーヘッドと見なすことにより，近似的な最適解を構

成することが可能である。プロセッサの計算性能はヘ

テロでもよい。

3. 漸近最適スケジューリング

漸近最適スケジューリングでは，図 1のように，通

信と計算のパターンが同一になる「定常ラウンド」を

連続的に反復するものとする。これにより，問題を定

常状態にある各ラウンドのスケジューリングに帰着さ

せることができる。4)

タスクが任意のサイズに分割でき，通信と計算にか

かる時間がタスクサイズに比例し，通信の立ち上がり

遅延が無視できる，という仮定より，ラウンド内のス

ケジューリングは，タスクサイズを定数倍しても不変

となる。よって，ラウンド数を R とすると，1 ラウ

ンドの所要時間は T/Rと表せる。立ち上がり遅延を

含めた 1 ラウンドの所要時間は，ある定数 α を用い

て T/R + α と表せる。最初のラウンドは通信のみ，

最後のラウンドは計算のみを行うので，全体の所要

時間は T + T/R + αRとなる。よって，所要時間は

R =
√

T/α のとき最小値 T + 2
√

Tα をとる。ここ

で，αは定数なので，問題サイズを大きくすると所要

時間は T に漸近する。

以上より，定常ラウンド 1つ分の最適なスケジュー

リングを求め，それを反復することにより全体の所要

時間を下限に近付ける。なお，通信の立ち上がり遅延

がない場合，ラウンド数R →∞の極限で全体の所要
時間は T となる。そこで実験では，この T を全体の

所要時間の一つの下限として評価に利用する。

4. 実 験

4.1 既 存 手 法

比較手法として，比例分割と動的負荷分散の 2つを

扱う。

比例分割では，負荷はそれぞれのプロセッサ性能に

応じて割り当てられる。負荷を多く持つものがmaster

となって他のプロセッサに負荷を送信し，それぞれの

プロセッサ上で計算が行われる。必要な通信は全て先

に行い，通信終了後に計算を行う。

動的負荷分散では，ある一定の負荷量がブロックサ

イズとして決められ，それぞれのプロセッサはそのブ

ロックサイズ毎に計算を行う。割り当てられた負荷を

全て処理し終えたプロセッサは，その時点で負荷を最
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表 1 プロセッサ性能の実験パターン
Table 1 Experiment patterns of the processor

performance

ProcSet1 ProcSet2 Procset3

Proc0 1500 MHz 800 MHz 2500 MHz

Proc1 1500 1000 2500

Proc2 1500 1200 2500

Proc3 1500 1400 2500

Proc4 1500 1600 500

Proc5 1500 1800 500

Proc6 1500 2000 500

Proc7 1500 2200 500

も多く持つプロセッサから，ブロックサイズ分の負荷

を受け取る。今回は，各プロセッサが持つ負荷情報を

通信するためのオーバーヘッドは考慮していない。

4.2 実験パターン

それぞれの手法について，プロセッサ性能の組み合

わせと初期負荷量の分割のパターンを変えて，実行時

間の変化をシミュレーションによって実験する。ここ

で，通信遅延は 0.0001秒，通信速度のスループット

は 800Mbpsとし，単位仕事あたりの通信量は 1Kバ

イト，計算量は 100Kクロックとする。実際の実験の

パターンは以下の通りである。

プロセッサ性能については，プロセッサ数は 8 と

し，表 1 の 3 パターンとする。それぞれのパターン

を”ProcSet 1”, ”ProcSet 2”, ”ProcSet 3”と呼ぶ。

初期負荷量については，負荷の総量は 600,000とし，

表 2の 5パターンとする。それぞれのパターンを”Load

1”, ”Load 2”, ”Load 3-a”, ”Load 3-b”, ”Load 4”と

呼ぶ。

5. 動的負荷分散と漸近最適スケジューリング
の分析

5.1 動的負荷分散

図 2, 図 3, 図 4は動的負荷分散における，ブロック

サイズと実行時間の関係を示している。ブロックサイ

ズが大きくなれば，プロセッサ間での負荷の移動が行

われなくなるので実行時間は一定となる。負荷情報通

信のオーバーヘッドがないので，かなりブロックサイ

ズが小さいところで実行時間が最小になっている。

5.2 漸近最適スケジューリング

図 5, 図 6, 図 7は漸近最適スケジューリングにおけ

るラウンド数と実行時間の関係を示している。細線は

それぞれの場合における下限を示す。

ラウンド数が 1の時には定常状態のラウンドがない

ため，特殊な結果になっている。

ラウンド数の変化による実行時間の変化の仕方には

2通りある。1つは，ラウンド数が 1の時に最も実行
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図 2 動的負荷分散：Processor Set 1

Fig. 2 Dynamic Load Balancing: Processor Set 1
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図 3 動的負荷分散：Processor Set 2

Fig. 3 Dynamic Load Balancing: Processor Set 2
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図 4 動的負荷分散：Processor Set 3

Fig. 4 Dynamic Load Balancing: Processor Set 3

時間が短く，ラウンド数が大きくなると実行時間が長

くなる場合である。もう 1つは，ラウンド数が小さい

ときに実行時間が長く，ラウンド数が大きくなると実

行時間が短くなる場合である。

3
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表 2 初期負荷量の実験パターン
Table 2 Experiment patterns of the amount of initial load

Load 1 Load 2 Load 3-a Load 3-b Load 4

Proc0 75,000 40,000 125,000 25,000 120,000

Proc1 75,000 50,000 125,000 25,000 120,000

Proc2 75,000 60,000 125,000 25,000 120,000

Proc3 75,000 70,000 125,000 25,000 120,000

Proc4 75,000 80,000 25,000 125,000 120,000

Proc5 75,000 90,000 25,000 125,000 0

Proc6 75,000 100,000 25,000 125,000 0

Proc7 75,000 110,000 25,000 125,000 0
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図 5 漸近最適スケジューリング：Processor Set 1

Fig. 5 Asymptotically Optimum Scheduling: Processor

Set 1
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図 6 漸近最適スケジューリング：Processor Set 2

Fig. 6 Asymptotically Optimum Scheduling: Processor

Set 2

ここで，前者を”AOS-Type 1”，後者を”AOS-Type

2”と呼ぶ事にする。

実行時間が最小になると，その後はラウンド数を大

きくすると実行時間が長くなる。

5.3 負 荷 総 量

図 8は，負荷総量を変化させたときの，実行時間を
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図 7 漸近最適スケジューリング：Processor Set 3

Fig. 7 Asymptotically Optimum Scheduling: Processor

Set 3

最小とするラウンド数の変化を示している。

プロセッサ性能のパターンは ProcSet 1と ProcSet

2 の 2 通りを用いる。負荷総量は 1600000, 800000,

. . .と変化させ，初期分割のパターンは，Load 3-aに

従う。

1. 1,600,000 (320,000 × 4, 80,000 × 4)

2. 800,000 (160,000 × 4, 40,000 × 4)

3. 400,000 ( 80,000 × 4, 20,000 × 4)

4. 200,000 ( 40,000 × 4, 10,000 × 4)

5. 100,000 ( 20,000 × 4, 5,000 × 4)

6. 50,000 ( 10,000 × 4, 2,500 × 4)

7. 25,000 ( 5,000 × 4, 1,250 × 4)

8. 12,500 ( 2,500 × 4, 625 × 4)

9. 6,250 ( 1,250 × 4, 312 × 4)

10. 3,125 ( 625 × 4, 156 × 4)

11. 1,562 ( 312 × 4, 78 × 4)

ProcSet 1+Load 3-a のパターンは，5.2 の AOS-

Type 1の例であり，実行時間を最小にするラウンド

数は，負荷の総量に関わらず 1 あるいは 2 となる。
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表 3 各手法の実行時間の比較
Table 3 Comparison of the best execution time

比例分割 動的負荷分散 漸近最適 下限
ProcSet 1 Load 1 5.0000 sec 5.0000 sec 5.0000 sec 5.0000 sec

Load 2 5.8007 5.2581 5.2798 5.2000

Load 3-a 5.5001 5.9789 5.5002 5.5000

Load 4 7.2507 6.0750 5.6105 5.5422

ProcSet 2 Load 1 5.8007 5.6475 5.2748 5.1951

Load 2 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000

Load 3-a 7.8007 6.8730 5.7129 5.6951

Load 3-b 6.2007 5.4664 5.3742 5.2947

Load 4 8.0007 6.8705 5.8211 5.7489

ProcSet 3 Load 1 5.5001 8.2362 5.5004 5.5000

Load 2 7.8007 8.6559 5.7193 5.7000

Load 3-a 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000

Load 3-b 6.0001 13.2966 6.0001 6.0000

Load 4 5.9507 5.8080 5.2655 5.1263

表 4 効率の比較
Table 4 Comparison of the efficiency

比例分割 動的負荷分散 漸近最適 下限
ProcSet 1 Load 1 1.000 1.000 1.000 1.000

Load 2 1.116 1.011 1.015 1.000

Load 3-a 1.000 1.087 1.000 1.000

Load 4 1.308 1.096 1.012 1.000

ProcSet 2 Load 1 1.117 1.087 1.015 1.000

Load 2 1.000 1.000 1.000 1.000

Load 3-a 1.370 1.207 1.003 1.000

Load 3-b 1.171 1.032 1.015 1.000

Load 4 1.392 1.195 1.013 1.000

ProcSet 3 Load 1 1.000 1.497 1.000 1.000

Load 2 1.369 1.519 1.003 1.000

Load 3-a 1.000 1.000 1.000 1.000

Load 3-b 1.000 2.216 1.000 1.000

Load 4 1.161 1.133 1.027 1.000
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図 8 負荷総量と最適ラウンド数
Fig. 8 The optimum number of rounds and the total

amount of loads

ProcSet 2+Load 3-a のパターンは，AOS-Type 2の

例であり，実行時間を最小にするラウンド数は，負荷

の総量によって変わる。

3節で述べた通り，実行時間を最小にするラウンド

数は，R =
√

T/αとなるので，負荷総量が 2倍にな

るとラウンド数は
√

2倍になると考えられる。図 8の

ProcSet 2の結果を見ると，ほぼ理論値通りになって

いることが分かる。

6. 既存手法との比較

表 3は比例分割・動的負荷分散・漸近最適スケジュー

リングによる実行時間を示している。実行時間は，そ

れぞれのパターンにおける最小値である。どのような

手法を用いても，実行時間を下限よりも小さくするこ

とはできない。

表 4はそれぞれのパターンにおける実行時間の効率

を，効率 = (実行時間/下限) により求めた結果を示

している。

ProcSet 2+Load 3-a, ProcSet 2+Load 4, ProcSet

3+Load 2, ProcSet 3+Load 4のように比例分割・動

的負荷分散の両方で効率が落ちるようなパターンにお

5
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いても，漸近最適スケジューリングによって効率的に

処理が行われることがわかる。これらは，処理性能の

低いプロセッサの持つ負荷が多く，通信回数が多くな

るために，通信の順序を効率よく行わないと実行時間

の効率が悪くなると考えられる。

比例分割と比較すると，漸近最適スケジューリング

はどのパターンについても実行時間が短い。動的負荷

分散と比較すると，ProcSet 1+Load 2で動的負荷分

散の方が速いが，実行効率の差は 0.004となっており，

その差は小さいといえる。

比例分割の効率は 1.000～1.392，動的負荷分散の

効率は 1.000～2.216 であるのに対し，漸近最適スケ

ジューリングの効率は 1.000～1.027となっており，漸

近最適スケジューリングではパターンによるばらつき

が少ないことが分かる。このことから，漸近最適スケ

ジューリングでは，様々なパターンにおいて効果的で

あるといえる。

7. ま と め

本研究では，シミュレータ上でmulti-master divis-

ible load モデルに対する漸近最適スケジューリング

の実装を行い，既存手法と比較して，その特性を分析

した。

比例分割や動的負荷分散によっても，漸近最適値に

近い効率が得られる場合も多いが，問題のパターンに

依存する部分が大きく，漸近最適スケジューリングで

は，様々な問題に対して安定した結果が得られること

が分かった。

今後の課題として，定常ラウンド以外のラウンドの

スケジューリングがあげられる。最初と最後のラウン

ドではそれぞれ通信のみ，計算のみを行うために，各

プロセッサの終了時刻が一致しない。そのため，実際

の問題では，最初と最後のラウンドについてのスケ

ジューリングを別に扱う必要があることが分かった。

例えば，最初のラウンドにおいてプロセッサが初期状

態で持っている負荷を処理するといったことが考えら

れる。

また，漸近最適スケジューリングの拡張として，ラウ

ンドの大きさを固定しない方法が考えられる。5) mas-

ter が送る負荷の量に対して，slave の受け取り可能

な量が十分に多ければ，その余地に応じて通信を多く

行い，次のラウンドのサイズを大きくする。このよう

に，ラウンドのサイズを次第に大きくすると，その結

果，ラウンドの数が減少する。ラウンドの数が減少す

ることで，通信の立ち上がり遅延の影響を減らす事が

できると考えられる。

さらに，今後，複数のクラスタを接続したマルチク

ラスタ環境への拡張2) と，実機上での実験による漸近

最適スケジューリングの評価を行う必要がある。
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