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頂点数 N の完全グラフ KN の各辺を２色で
塗り分けることを考える。彩色後のKN の誘導
部分グラフ（頂点数 i）をKiとする。ラムゼー
の定理によれば、ある自然数 sと tが与えられ
たとき、N が十分大きいならば、全辺が第１色
のKs、あるいは全辺が第２色のKtの少なくと
も一つが彩色後のKN から抽出できる。そのよ
うな N のうち最小のものをラムゼー数といい、
R(s, t)と表す。ラムゼー数未満の N について
は、第１色の単色 Ks と第２色の単色 Kt のい
ずれも含まないようなKN が作れるはずで、こ
れをラムゼーグラフと呼び、(s, t;N)-graphと表
す。また、(s, t;N)-graphの頂点 vの次数を、v

を端点とする第１色の辺の数と定義する。
3 ≤ s ≤ tを満たす任意の自然数 s, tについて

R(s, t) の値を直接的に求める公式はなく、既
知のラムゼー数は R(3, 3 · · · 9), R(4, 4), R(4, 5)

のわずか 9 個である。未知ラムゼー数に関し
ては上下界が知られており、例えば R(5, 5)

の現在最良の上下界はそれぞれ 48, 43 である
[1, 3]。したがって、(5, 5; 43)-graph を具体的
に示せば R(5, 5) の下界を 44 に更新できる。
また、(5, 5; 43)-graph が存在しないことを示
せば R(5, 5) を 43 に確定できる。本研究では
(s, t;N)-graph を全て枚挙する手法 [2] に着目
し、その効率化を考察する。この手法では、二
つの小さなラムゼーグラフを結合して、より大
きなラムゼーグラフを作る。
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1 ラムゼーグラフの結合
F を (s, t;N)-graphとする。F の頂点 v の次

数を dとし、Gv を v と第１色の辺で繋がって
いる頂点からなる F の誘導部分グラフ、Hv を
v と第２色の辺で繋がっている頂点からなる F

の誘導部分グラフ、とする。このときラムゼー
グラフの定義より、Gv は (s−1, t; d)-graph、Hv

は (s, t−1;N−d−1)-graph となる [2]。
逆 に 、(s−1, t; d)-graph で あ る Gv と

(s, t−1;N−d−1)-graph である Hv が何らかの
方法で求められていると、Gv と Hv と頂点 v

から次のようにして F を作成できる：
v と Gv の各頂点を辺で結び第１色で彩色
すると共に、v と Hv の各頂点も辺で結び
第２色で彩色する。そして、Gv の頂点と
Hv の頂点も辺で結び、(s, t;N)-graphにな
るように彩色する。

具体的に s = 3, t = 7, N = 21の場合を考える
と、F は (3, 7; 21)-graph、Gv は (2, 7; d)-graph、
Hv は (3, 6; 20−d)-graph となる。R(2, 7) = 7、
R(3, 6) = 18であるので、d < 7かつ 20−d < 18

である必要があり、これより 2 < d < 7 と
なる。したがって、可能な d と 20−d の組合
せは (d, 20−d) = (3, 17), (4, 16), (5, 15), (6, 14)

の 4 通りになる。この全ての組合せについて
(2, 7; d)-graph と (3, 6; 20−d)-graph の作成を試
みれば、(3, 7; 21)-graphを全て列挙できる。
しかしながらこの手法を単純に実装した計算

機実験によると現実的な時間での列挙は難し
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表 1 (3, 7; 21)-graphの列挙

制約なし 制約あり
d |(2, 7; d)| |(3, 6; 20−d)| |(3, 7; 21)| 時間（秒） 制約 |(3, 7; 21)| 時間（秒）
3 1 7 5674 19 - 5674 19

4 1 2576 601799 10012 ≥ 4 598971 11635

5 1 64732 1118001 1049558 ≥ 5 513460 296863

6 1 263520 ≥633327 ≥20日 ≥ 6 331 31613

い。表 1*1の「制約なし」欄が、その結果であ
る。表中、|(2, 7; d)|欄は (2, 7; d)-graphの個数、
|(3, 6; 20−d)|欄は (3, 6; 20−d)-graphの個数を表
す。また |(3, 7; 21)|欄は、対応する行の (2, 7; d)-

graphと (3, 6; 20−d)-graphの組合せの結果得ら
れた (3, 7; 21)-graphの個数を表し、「時間（秒）」
欄はその計算に要した時間を表す。

(2, 7; 6)-graph と (3, 6; 14)-graph の組合せは
263520(= 1 × 263520) 通りあるが、20 日かけ
て試せたのはその内の 2855通りである。この
ペースで進むと全てを試すのに約 5 年かかる
ことになる。このような膨大な時間を要する
主な原因は重複計算にある、と考えられる。例
えば (3, 7; 21)-graphは、d = 3の時に 5674個、
d = 4の時に 601799個あるが、重複しているの
は 2828個ある。また、d = 4の時と d = 5の時
の重複は 601695個ある。

2 次数制約付き結合
本研究では、重複計算を回避するために頂点

の次数に着目する。表 1 を上の行から順に埋
めていくことにして、d = 3の行を先ず埋めた
としよう。得られている 5674個のグラフには、
次数 3の頂点を持つ (3, 7; 21)-graphが全て含ま
れているはずである。したがって、d = 4の行
を埋める時には、次数 3の頂点を持つ (3, 7; 21)-

graph を除外してもよい。つまり、次数 4 以

*1 実験には、Intel Xeon W-1207P CPU, 64GB Mem-

ory マシン上の Ubuntu 22.04 を用いた。

上の頂点のみを持つ (3, 7; 21)-graph を作れば
よい。以下、d = 5 の行の場合は次数 5 以上、
d = 6の行の場合は次数 6以上、とすればよい。
表 1 の「制約あり」欄はこのように制約加

えてグラフを列挙した結果である。「制約」欄
の “≥ k”は「各頂点に次数 k 以上の制約を付
加して (3, 7; 21)-graph を作成した」とことを
示す。4 日ほどで、重複なく全 1118436 個の
(3, 7; 21)-graphを求めることができた。

3 終わりに
二つのラムゼーグラフを結合して大きなラム

ゼーグラフを作りグラフを列挙していく際に、
頂点の次数に制約を課すことにより、重複し
て作られるグラフの数を削減できた。そして、
(3, 7; 21)-graphを現実的な時間で列挙できるこ
とを示した。今後は、個々の誘導部分グラフに
着目した重複削減手法を探究していきたい。
■謝辞 本研究は JSPS科研費 22K19813の助
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