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1．はじめに
信号処理の分野で，total variation (TV)正則化手法 [1]

が知られている．TV正則化法は，信号のエッジ情報を
残しつつ全体的な平滑性を強めることのできる手法で，
画像超解像などへの応用をもつ．本研究では，TV 正
則化法を確率モデルのマルコフ確率場 (Markov random

field (MRF))に拡張した TVマルコフ確率場 (TV-MRF)

を提案する．TV正則化法ではハイパパラメータの手動
最適化を必要とするが，提案する TV-MRF は統計的機
械学習によってそのハイパパラメータを自動的に最適化
することができる．しかし，ベイズ推定などで必要とな
る確率最大化は困難である．そこで，この問題を解決し
た新たな確率モデルを提案し，当該モデルのパラメータ
推定アルゴリズムについて議論する．

2． TV正則化型相互作用をもつマルコフ確率場
TV-MRFは無向グラフ G(V, E)上に確率分布を定義す
るMRFの一種である．ここで，V := {1, 2, . . . n}はノー
ドの集合であり，E := {{i, j} | V are adjacent}はリンクの
集合である．ここで各ノードに確率変数 x = {xi ∈ R |
i ∈ V} を対応させる．このグラフ構造から TV-MRF の
エネルギー関数は以下のように定義される．

Cθ(x) :=
λ

2

∑
i∈V

x2
i + α

∑
{i, j}∈E

|xi − x j| (1)

式 (1)を用いて，確率分布は次のように定義される．

Pθ(x) :=
1
Zθ

exp (−Cθ(x)) (2)

ここで，θ = {λ, α}をパラメータ，Zθ は TV-MRFの規格
化定数を示す．式 (1) の第 2 項が TV 正則化項であり，
αは隣接する変数 xi, x j 間の平滑化強度を表す．
確率モデルを扱う際，確率が最大となる点を取り出
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す処理がしばしば行われる．しかし，式 (1) のエネル
ギー関数は 2 変数の絶対値 |xi − x j| を含んでいるため，
TV-MRFの確率最大化は困難である．

3．緩和化 TV-MRF
前節で述べた TV-MRFは 2変数の絶対値を含むため，

確率最大化が困難である．この変数の絡みをなくすため
に，まず，補助変数 u := {ui, j ∈ R | {i, j} ∈ E}を用いて，
式 (1)のエネルギー関数を次のように拡張する．

Ĉθ(x,u) :=
λ

2

∑
i∈V

x2
i + α

∑
{i, j}∈E

|ui, j| (3)

式 (3)を用いて，次の結合分布を定義する．

P̂θ(x,u) :=
1
Zθ

exp
(
−Ĉθ(x,u)

) ∏
{i, j}∈E

δ(ui, j − xi + x j) (4)

ここで，δ(·) は Dirac のデルタ関数である．式 (4) を u
について周辺化をすると，式 (2)と一致する．∫

duP̂θ(x,u) = Pθ(x)

式 (4)に含まれる Diracのデルタ関数は，分散がゼロ
に近づく極限におけるガウス分布と見なせる．

δ(ui, j − xi + x j) = lim
σ2→0
N(ui, j | xi − x j, σ

2) (5)

ここで，N(ui, j | xi − x j, σ
2)は平均 xi − x j，分散 σ2 のガ

ウス分布である．この関係式を式 (4)に代入し，σ2 につ
いての極限を緩和させた以下の確率分布を考える．

Pϕ(x,u) ∝ exp
(
−Ĉθ(x,u)

) ∏
{i, j}∈E

N(ui, j | xi − x j, σ
2)

ここで，ϕ = θ ∪ {σ2}である．この分布は次のように書
き直される．

Pϕ(x,u) =
1
Zϕ

exp(−Eϕ(x,u)) (6)

Eϕ(x,u) :=
λ

2

∑
i∈V

x2
i +

∑
{i, j}∈E

{
α|ui, j|

+
1

2σ2 (ui, j − xi + x j)2
} (7)

ここで，Zϕ は Pϕ の規格化定数を表す．式 (6) を relax-

ation TV-MRF (rTV-MRF) と呼ぶ．rTV-MRF では，式
(1) でみられた 2 変数の絶対値が 1 変数の絶対値に置
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き換わっているため，確率最大化が困難であるという
TV-MRFの問題点を解決した確率モデルとなっている．
なお，式 (1)のCθから式 (7)の Eϕへの変形は split Breg-

man (SB)罰則法 [2]を用いた変形と同じであり， σ2 は
罰則係数の逆数とみなせる．

rTV-MRFの条件付き分布は以下の通りである．

Pϕ(x | u) ∝ exp

∑
i∈V

hixi −
λ

2

∑
i∈V

x2
i +

1
2σ2

∑
{i, j}∈E

(xi − x j)2


(8)

Pϕ(u | x) ∝
∏
{i, j}∈E

exp
(
α|ui, j| +

1
2σ2 (ui, j − xi + x j)2

)
(9)

ここで hi := 1
σ2

∑
j∈∂(i) ui, j であり，∂(i) はノード i に繋

がるノードの集合である．式 (8)は多次元ガウス分布に
変形できるガウス型マルコフ確率場 [3]の形式であるた
め，サンプリングは容易である．また，式 (9)は条件付
き独立性を持つため，各 ui, j について独立な逆関数法が
可能である．したがって，サンプリングが容易なこれら
の条件付き分布を用いて x と u の交互サンプリングが
可能である．これは，効率的なサンプリング手法である
ブロック化ギブスサンプリングに対応している．

4． rTV-MRFのパラメータ推定
本節では，統計的機械学習に基づく rTV-MRFのパラ
メータ推定について説明する．本来は，補助変数 uを周
辺化消去して学習が行われるが，本稿ではその前段階と
して，uのデータが得られた場合の学習を考える．
まず，N 個のデータ点の集合Dが得られたとする．

D :=
{{

x(µ),u(µ)} | µ = 1, 2, . . . ,N
}

(10)

ここで，x(µ) := {x(µ)
i ∈ R | i ∈ V},u(µ) := {u(µ)

i, j ∈ R | {i, j} ∈
E}である．次に，式 (10)のデータに対する対数尤度関
数を次のように定義する．

ℓ(ϕ | D) :=
1
N

N∑
µ=1

ln Pϕ
(
x(µ),u(µ)

)
(11)

統計的機械学習では，この対数尤度関数を最大化するパ
ラメータ ϕ∗ を求める．尤度最大化は勾配上昇法によっ
て行うが，各パラメータに関する勾配には，次の式で表
される rTV-MRF上の期待値が含まれる．

Eϕ[ f (x,u)] :=
∫ ∫

dxdu f (x,u)Pϕ(x,u) (12)

rTV-MRF は確率変数間の複雑な相互作用をもつため，
期待値に含まれる xと uについての多重積分は，一般的
には数値積分を用いて実行される．しかし，|V |と |E|が
大きい場合，これは計算量的に困難である．よって，学

習には期待値近似が必要となる．前節で述べたように，
rTV-MRFでは xと uの間のブロック化ギブスサンプリ
ングが容易に可能であるため，期待値をサンプリング近
似する．ブロック化ギブスサンプリングにより得られた
M 個のサンプル点の集合 {{x(ν)

S ,u
(ν)
S } | ν = 1, 2, . . . ,M}を

用いて、式 (12)の期待値を次のように近似する．

Eϕ[ f (x,u)] ≈ 1
M

M∑
v=1

f (x(v)
S ,u

(v)
S ) (13)

この近似期待値を用いて各パラメータに関する勾配を計
算することで，学習を近似的に行うことができる．これ
により，TV-MRFのパラメータ θだけでなく，手動最適
化を要した罰則係数 σ2 も推定できる．

5．まとめ
本研究では，信号のエッジを保存しつつ平滑化が可

能な TV 正則化法を MRF に拡張した TV-MRF を提案
した．さらに，このモデルは確率最大化が不可能という
問題を抱えているため，これを解決した rTV-MRFを提
案した．rTV-MRF は，効率的なサンプリング手法のブ
ロック化ギブスサンプリングが容易であるという利点
をもち．この利点を活用した統計的機械学習に基づくパ
ラメータ推定方法について議論した．この推定法によっ
て，TV正則化法の利用の際に手動で決めていたハイパ
パラメータを自動的に最適化することができる．
今後の課題として，本来はデータとして得られない補

助変数を周辺化消去するパラメータ推定法についての検
討が挙げられる．また，画像処理をはじめとした様々な
実問題への適応が検討される．
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