
1. ーニの慣用計算陀おける Numerical 

Inst.ability について
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宇野利雄 （日大理工）

次の 2つの例において数1直計算が不安定となる場合を しらべ，その原

囚の解析を試みたものを報告する＾

i)共輛勾配法による連立 1次方程式の求解

Ii) Frame 法による行列諸要素の計算

1 共輛勾配法が不安定となる場合

n元連立 1次方程式AX=Kを解くための共輛勾配法とは出立 0)ベク

トル X。を任意にとり ，初期剰余r。=K-A X。，およひ初期方向

Po = A' r 。を計算し • 以後は次の操作を n 回くりかえして， n 回目

に得られた xnが解答となるも 0)である＾

a i = I A'r i I 2 / I A pi 12'r  i-t1=ri-aiApi; 

xi-t1 =Xi-ta i P i • 

ni=IA'Ti-t,/2//A'Ti/:!, p、+,=T i-t 1 -t人P,

若 し計算途中の丸め 0)詰差かなけれは IA Iヂ 0である限り ，工。の如

何にかかわらすxnは正確な解答となるはずである n 途中の丸めの詣差

が入っても追例の場合は これ で差支えないのであるか I I A Iが小さ い

ときには飛んでもない見当ちがいの値か出 て くることを次の例で示して

おく。

3.2 1.2 5 9 8 -2.0 2 S.1 3 9 8 ¥ 

1.0201 -1. 5 5 0 1 3.1'- -2.120 1 

-2.0 298 2.5 5 -1.3702 3.6 4 

3.2 1 1.1102 2.8 1 4.54 

(C 1) 
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スタートのベクトルを (1' 0, 0, 0) とすると X4 として

(0.3 1 9 0 6 1 4 5,,,0.2 3 4 9 5 7 5 7 I 1. 0 5 5 7 6 2 1 I - 0.1 2 1 8 5 7 6 1) 

またスタートを (0' 。， 0) とすると
(0.4 8 9 2 1 3 3 5, 0.6 7 4 8 3 6 1 7, 1. U 4 1 8 6 5 2, -0.3 4 0 7 : 9 1 U) 

となり， この両者の間にあまりに開ぎがありすぎて何とも判定にくる し

む＾事実正解は (1' 2, 1' - l) であつたので， 上の両者とも第 3

成分を 0)ぞいては正解とは似ても似つかないも 0)である＾

機械計算では途中の段階は一々記録されずにすむ 0)であるから，

来たJ::.0)ような結果をそのまま答としてしまう危険性も起り得る。

出て

上0)

計算は筆算でやつた 0)で実は異常とみとめらかることの途中で起つたの

がわかつてし、た。 それは上の 2つの場合とも T3 (J）計算 0)とぎこのベク

トルの 4成分かみなそ 7-..)つて大きく桁落ち したこと である，、

初の場合についていえは r 3 = r 2 - a 2 A p2 カ・次の よう になった。
T,i1 j =-0. 8 7 8 1 5 2 1 4 + 0. 8 7 8 0 9 1 6 5 = -0. Q Q Q Q 6 Q 4 9 

rll=-0.4 O 4 3 5 3 2 + 0.4 0 4 2 3 1 9 0 =-0.0 0 0 1 2 1 3 

7:i(3l= 1.4376088 -1.4376693 =-0.0000605 

rJ41= _:0.2 4 8 4 8 0 2 + 1.2 4 8 5 4.1 0 • =-0.0 0 0 0 6 0 8 

こ(l)ような 4成分 (l)一斉桁落ちか， 信用 し得る有効数字の桁放を大輻

に減らし，

すなわち蛉

これにともなって以後の計算が不正砧になると考えられる。

その理由を更にくわしく考える n
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巌初の方程式は A'AX=A'Kとすれは対称形となる 0)で，

を Aが対称の形で論ずることにする。

以後問題

このとき共範勾配法はやや肋単に

なり

スタート X。 r。=Po =K-AX。



h i = I r i -t 1 I 2 / I r i I 2 • P i +1 = P i + h i Pi 

で行われる n
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Ao)特有根を ふ，入2 I …...，え n とし，これらを対角要素とする

対角行列 Aを活えると，適当な直交変換 Tがあつて A=T-1A1'である n

これをつかえは原万程式はA1'X=1'Kとなる (J)で，変数変換

.Y =1'X, ん＝ 1＇K 

を行つて原万程式を Ay＝ん，あるいはあらためてyをXと書直し

ぇ1x(1)＝ん， 入とx(2)＝が2)'…...， えnx(n）＝ん（叫

の形にして号えがもちろんこの形式にすれば各変数に分離された形と

なって いる から ，すぐに X (i） ＝ん（i)/ Ji となることは明らかであるが •

共碗勾配法のときの誤差の行方を たどるために，わざわざこの形式0)も

(J）にその方法をほど こすわけであ るn とこ ろで上にあげた共範勾配操作

の計算式はその形からわかる 上うに， 直交変換に 上つて形式を変えない
- --

0)で，その上うな簡単化した形で問題を論じても差支えないわけである。

附表Iに模型化 した場合 0)ー数値例が出て いる（浮動小放点8桁 0)計

算），これは特有根のうちの一つ入 1 が他にくらべて非常に小さい楊合

(1) （1) （i) 
である n こ(J)とき柑キ0）ん も同時に小さく，対応するエ か他のエ

と同程度の大きさ 0)ときには，いつ もこの例に示さ れるような 経過を た

どるであろう n

この場合， え1 に対応する部分から ())r, pなどは厳初のうち，その

他の部分にくらべて非常に小さく，ほとんど計算に寄与するとこるがな

ぃn それが関与しないとすれは，そ の残 りだけをとつた次元の 1つ低い

systemでx(i)がほとんどき まつ てしまうはすであ応この例でも実際

そのようになり， X2 の段階で X (2),::r:る）か既にほ とんど正解に近 いも

(J）に到達 して しまう＾

こうなると，そこでの residualにつき ，こ れらの部分に相当する
(1) 

成分かほとんど 0になり，このとき はじめて 第 I成分か らの r2 が外の

も(J)と肩をな らべて計算に 影響を及ぽし得る ことになる、、 とこ ろがこ (J)

(C 1) 
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(2) 

ときのr2,  r ~3) などについてはこれが 0 に近くなったというのは大輻

な桁落ちの結果であり， この例では 1桁の数字が出てはいるも 0)0), こ

れは全然 noise と見なさるべきも (l)である n

ところかこの noiseか次の段陪 (p2 I A p2) 

角入って来た第 1成分からの正しい information

となってあらわれて来て，

まう。

なから，

果は頭 0)5,

あるが，

いえば，

計算全体を a2

4桁だけは信 用がおける n

0)とこるでは， 折

と同じ程度の大きさ

を通じて大きくかき乱してし

その経過は波線のアソダーラインをたどつて説明される通りであ

る。

(1) 
最後の結果における冗 3 は全然頭から信用のおけない数字である。

/2 (5) xtl I.:r.1などについては前の段階でほとんど正解に近いも (J)を得てをり

ここで noiseはかりになった補正を 受けるわけである。

補正か前の段階の冗戸， rf)）などの約 10―3 程度となっているので結

こ (})

参若に書かれている正解と比較して牧々の見込はよく験証される。

とこるで上の例では各成分毎に 分離した形式で問題が与えられた 0)で

変換1'によ っ てもとへ戻した A= 1'ー1AT 

'j'-I で戻されたときに全然出た らめな冗↓1)か各取分に人りこん

で 1 一般にはどの 成分も 全部頭から信 用のおけ ないも (J)になる n

出した例はこ 0)上うな場合 に該 当するものであろう＾

出した例について A'Aの特有根を出して 見たら，

t:i.9 1 4X 1 0―9 I 

の場合について

厳初に

参 苺0)ため最初に

絶対値妓小の根は

その上の根は7.5 4 4 7となっていた。

さて上のような楊合に， これを矯正する方法はないものであろうかn

桁落ちの悪影響からまぬかれるためには一 つの万法は矢張り超桁数計算

であ瓦第 2,

行くと ri2), 

第 3成分についての計算を瑕初から 全部超桁数でやつて

(3) 
r2がもつと精密な形で出せ， これにともなって a2 の値

が正しいも 0)に近く得られるようになか

附表Iの例を試みに 16桁計算でやると，

ちはおこるものの尚多くの有意0)奴 字か残り

T 12), (3) r 2 0)ところで桁落

(C 1) 
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T i2) = -8. 7 4 9 5 2 X 1 0―1 1 

Tい＝2.4 9 9 8 6 X 1 0―1 1 
となり，次の (p2,AP2)への寄与はそれぞれ

(Apz)(2)• pり＝ 3.7 4 5 X ・ 1 0―3 0 

(A p 2)  (a) • pい＝6.7 3 5 X 1 0―3 1 
となって，これらは第 1成分から 0)information 

(Apz) (1), pi1)=9.999047652902649X1 □-.ls 

にほとんど影響を与えない これから計算して

X 11) = 0. 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 8 2 8 0 8 2 

X 12) = 6. 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 0 5 0 1 1 

X 13) = 4. 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 7 6 .・ 6 6 0 

が得られるか，正解と比較し11桁まで一致が見られる＾
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ここに注目すべきことを書き添え上う。最初に出した例を通常の消去

法でそのまま計算機にかける。

4つの答は

゜+1.9997089X10 +9.9988775x10―I' 

+ 1. U U O CJ U 9 2 X 1 0°, -9.9985512X1 U―1 

となり，超桁計算などの面倒な必要もなく，あつさり 5桁まで 0)一致か

見られ応

2. Frame法の不安定I生

Frame法は行列の特有方程式，逆行列，行列式などを次の操作によ

り求めるものである n
1 

(1) A k = A A k _. -c k E, . c k =K  tr c A A k _ 1 

たたし A。=E ここで Ckは特有方程式 0)係故となる。すなわち
I A E -A | =入 n_C1Xn-1, -Cn 

であり，又行列式，逆行列は
‘. 1 

IAl=(-1)n-icn, A―1 ＝一 、4
en 

(C 1) 

n-1 
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となる。

この方法か不安定となる 1例を附表 Ilにあげた（要点となる対角要素

のみが示してある）。ここでも C k o)計算のときに桁落ちがおこって 信

用し得る数字が 1桁だけになつてしまうという現象がおこったのである。

なおこ 0)とき計算された Aか-1 から逆行列を出すと，

- 4. 1 6 5 4 7 3 1 1 2 4. 7 8 9 5 U -4 9 9. 6 5 5 3 2 4 3 7 0 5 4 4 0 
31.212640 

-6 2.4 6 4 1 5 4 

3 6.4 2 2 9 8 3 

-624.543-;l9 2810.4061 -2623.1196 

9 3 6.7 7 1 BS -4 4 9 6.6 3 9 3 4 3 7 1.7 2 7 5 
-4 3 7. 2 O 2 8 1 2 1 8 S.8 7 3 2 -2 1 8 ::i.8 6 9 6 

となった。正しい値は

4 1 2 0 -480 42(J 

30 -600 2700 -2520 

-60 900 -4320 4200 

35 -420 2 1 0 0 -2100 I 

な 0)で，やつと 1桁しか合わないということである n

さて Frame法のこのような不安定の原因をしらべる n そのために

C 
1 

k = 7cけ (AAぃ）となる理由を掃納法的に考える。こ 0)閣係か Ck
まで成立する，すなわち

m -11  C _ = (-1) こえ． A．…•• • i = - t (A A , m り i2 ・・ ・ ・・ ・ A i m = -;;;, tr (A Am-1) 

i1 < i2 <…… <im 

(mさk) とし，又 tr(Am) ＝こ心を考慮すると
ん

tr (AA k) =tr (A k-t l)-Cl tr(A k) -C2 tr(A k-I) -・・・・・・= 

+(~え hk-t 1)...................................................................・・〔〇〕
h ( 

ー（予 ii) （予え!)........................... . .............. ・．．．．．．．．．．．．．．．．．•〔 1 〕

］
．
↑
,汁
峯
こ
F
A
.
‘
↑
,
‘

A
-
巴
r
4
-
f

.J̀ 
k-1 + (~.ii 入．）（こ入 h

i <.J.9 Jh  
:.)................................................〔2J

(C 1) 
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〔3〕

(2) ＋ 

k 
+(-1)"(k  

i1 < i2<•--<i k 
入．え．．．．．．．ぇ
i1.. i2.. i k 

この右辺(2)を整頓し直すと

(-1) k k. 2 i．え．．．．
‘l < i2ぐ・・<i k +1‘l t2 

〔k〕

え，
k -t-1 

となって， C k +1が特有方程式の k+ 1番目の係数であることを示して
くれる。 なお， ここで入 iiまi番目特有根をあらわすとした。

ところで(1)を計算するときには(2)の形での加減算が行われるのであるが，

とのときiこふ，・t..,んに大小の不つりあいがあり，絶対値の大きい万から順に番号

を対たとき，第1組ふ，．．．，今まて通常の大きさであるが，第2組 ,<P+1'...，ぇn

ばHこくらべて非常に小さいとす入今この AP+1,・・・,xnを neglect

には必ず第2組の Aiが入って negligibleに

して考え

ると'ra>pなる

なるから，

(m〕

寄与する項は（ O〕，

一方 Ckの表示においても，

して人つて来て，

(1.〕,
，
 

(p〕のみである。

k>p(1）とき，

k > po)とき必ず第 2組 0)入しが因数と

すなわちCkが negligibleになることがわかる。

(2)の計算で通常の大きさを持つた (0〕, (1〕， ． • ， 

(p〕 0)］）町咸算か桁浴ちによって小さい値になるということになった n

ここに附表 llo)例を説明する原因が求められるであろう。

〔参考〕 この行列は元来相当に singularなのであるが， かまわず

消去法で逆行列を出すと，

4.o uo o 2 1 9 

3 0.0 0 U O 7 5 

-60.000U71 

3 ti.OU O O 1 7 

120.00 0 3 4 

-6 0 0.0 0 1 2 2 

900.00124 

-4 2 0.0 O O 3 6 

-4 8 0.0 0 1 7 1 

2 7 0 0.0 0 6 4 

-4 3 2 0.0 O 6 8 

2 100.0 0 2 1 

4 2 0.0 0 1 6 3 

-2 5 2 0.0 0 6 3 

4 2 0 0.0 O 6 7 

-2 100.0 0 2 1 

(C 1) 
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となった。消去法の意外な優秀性がここにも示されている。

'，（附表 I) AX=K (A対称）

例

r。=K-AX。,p。=r。

r日 1=ri-aiApi,P日 l=r日 l+bipi,X日 1=Xi+aipi 

ai=ITili/(Pi,Api),bi=IT日 1ド／ I T i | 2 

」°.oo o u 1功＝0．00 0 0 1 
l °.5 叩＝2

0. 7 m =5 

スタート (0I O I 0) 

r。=Po: (1 0―5, 2, 5) | r。12 = 1 5 
Ap。:（1 0―l O I 0.6 I 2.1) 

(Po, Ap。)＝1 0―lS + 1.2 +6.3=7. 5 I a。=1.7 5 5 5 5 5 5 : 

-a。Ap。:（-1万73 5 5 5 5 5, -1. 0 4 U, -5.6 5 9 9 9 9 9) 
T1 =T。-a。Ap。:（9.-69998267, 0.96. -0.63999cJ9J 

--—•~———• 
IT1l2=1.3311999,h。=0.1U 2 3 9 9 9 9 

b。Po: (1.-s U 2 3 9 9 9 9, 0. 2 0 4 7_ 9 9 9 8, 0..::S O 7 1 9 9 9 7) 

Pl ＝八十b。p。:（1. -S 1 0 2 3 8 2 7 t 1. 1 6 4 8 u u u t - 0. 3 3 2 7 9 9 9 3) 
Ap1: (1.-101023827,0.34944UUU,-0.23295995) 

(Pi A p1) = 1. -, s2 1 5 2 4 7 6 + 0. 4 0 7 0 2 7 7 1 + 0. U 7 7 5 2 9 U 5 5 

=0.4 8 4 5 5 6 7 7 

a1 = 2.7 4 7 2 5 2 7 

-a1 A p1 : (-3. _, 0 0 2 8 5 2 3 8, -0. 9 5 9 9 9 9 9 8, U. 6 3 9 9 9 9 8 5) 
~―→ノ｀｀r~

八＝r1-a1 A圧： （9. -G9 9 9 5 2 3 9 I 0,0 0 0 u u O O 2 I -0,01」UUU005)

I r 2 I 2 = 9. -l'9 9 9 3 3 T 8, h 1 = 7. -l 1 5 1 1 5 2 2 3 

h1Pi: rn.-162805722,8.-117494212,-2.-114998341) 

P2 = r 2 + b 1 P1 :・（9.-s9 9 9 5 2 3 9'2.-80 0 8 7 4 9 4'-.::i.-80 u 2 4 9 9 8) 

(C ~) 
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A圧：（9.ー1199 9 5 2 3 9, 6.-90 2 6 2 4 8 2, -3.-85 0 1 7 4 9 9) 

(Pz, A Pz) : 9.―1 69 9 9 0 47 8 + 1.-162 1 0 5 2 2 2 +1.-157 5 1 7 5 0 3 ~ ~ ~―→た—
=2.-158727073 

a2二こ3.44 8 0 8 lJ 6 3 

X。
。 。 。

a。Po

X1 

a1 P1 

,.-s7 3 3 3 3 3 3, 3.4 6 6 6 6 6 6, S. 1 9 9 9 9 9 9 

1. -s7 3 3 3 3 3 3, 3.4 6 6 6 6 6 6, S.1 9 9 9 9 9 9 

3,-So 2 8 5 2 3 8 I 3.1 9 9 9 9 9 9, -0. 9 1 4 2 8 5 5 1 

X2 

a2 P2 

X3 

4.-57 6 1 8 5 7 1, 6.6 6 6 6 6 6 5, 4.2 8 5 7 1 4 4 

5.-14 8 0 6 4 0 6, 6.＿499206 7 6, -1.―37 4 1 2 7 5 5 

0.34811168,6.6673657,4.2839731 

正解 ー I 6.6 6 CJ 6 6 6 7 I 4,2 t5 5 7 1 4 3 

（附表 1l)

Frame法

I A E-A I-=¢ (A) ＝A n - Cl i n -1 -… -en  

Ak=AAk_1-CkE, C ん＝—} tr (A A k-,) 

（たたし A。=E)

逆行列 A-1= C -1A n n-1 

(C 1) 
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への応用

対角線要素の表

A=AA。
1 

0.3 3 3 3 3 3 3 3 

0.2 

0.1 4 2 8 5 7 1 4 

AA1 

0.4 0 7 1 4 2 8 3 

0.1 5 4 8 8 0 9 4 

0.1 2 8 3 7 3 0 1 

0.0 9 8 7 3 0 1 5 9 

C1E 

1.6761905 

I/ 

99 

9/ 

AA2 

0. 0 0 4 6 4 2 8 2 8 

〇.004298646

0. 0 0 1 7 8 8 3 5 5 

0. 0 0 3 2 5 6 5 9 5 

ら£̀

0.39456347 

A1=AA。-C1E 
-0.6 7 6 1 9 0 5 

-1.3428572 

-1.4761905 

-1.5333334 

II 

II 

II 

らじ

0. 0 0 4 6 4 5 4 7 4 7 

A2=AA1 -C2 £ 

0.0 12579 3 6 

-0.2 3 9 6 8 2 5 3 

-0. 2 6 6 1 9 0 4 6 

-0. 2 9 5 t1 3 3 3 1 

A3=AA2-C3 じ

,, 

II 

ff 

-0. 0 0 0 0 0 2 6 4 6 7 

-0. 0 0 0 3 4 6 8 2 8 7 

-0. O O 2 8 5 7 1 1 9 7 

-0. 0 0 1 3 8 8 8 7 9 7 

(C 1) 
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AA3対角要素の計算 (10 -4単位）

-0.0 2 6 4 6 7 
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0.198 3 2 2 
.—-r---~---- ~ noise部分

-0.3 9 68 9 1 
ー一―ニー一ニー7--

0.2 3 142 8 ~ （＋ 
0.0 0 6 3 9 2 0.39 6 4 5 ~ 
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本 PDF ファイルは 1960 年発行の「第 1回プログラミング–シンポジウム報告集」をスキャ
ンし、項目ごとに整理して、情報処理学会電子図書館「情報学広場」に掲載するものです。

この出版物は情報処理学会への著作権譲渡がなされていませんが、情報処理学会公式 Web

サイトの https://www.ipsj.or.jp/topics/Past_reports.html に下記「過去のプログラ
ミング・シンポジウム報告集の利用許諾について」を掲載して、権利者の捜索をおこないまし
た。そのうえで同意をいただいたもの、お申し出のなかったものを掲載しています。

過去のプログラミング・シンポジウム報告集の利用許諾について� �
情報処理学会発行の出版物著作権は平成 12年から情報処理学会著作権規程に従い、学会
に帰属することになっています。

プログラミング・シンポジウムの報告集は、情報処理学会と設立の事情が異なるため、こ
の改訂がシンポジウム内部で徹底しておらず、情報処理学会の他の出版物が情報学広場
(=情報処理学会電子図書館)で公開されているにも拘らず、古い報告集には公開されてい
ないものが少からずありました。

プログラミング・シンポジウムは昭和 59年に情報処理学会の一部門になりましたが、そ
れ以前の報告集も含め、この度学会の他の出版物と同様の扱いにしたいと考えます。過去
のすべての報告集の論文について、著作権者（論文を執筆された故人の相続人）を探し出
して利用許諾に関する同意を頂くことは困難ですので、一定期間の権利者捜索の努力をし
たうえで、著作権者が見つからない場合も論文を情報学広場に掲載させていただきたいと
思います。その後、著作権者が発見され、情報学広場への掲載の継続に同意が得られな
かった場合には、当該論文については、掲載を停止致します。

この措置にご意見のある方は、プログラミング・シンポジウムの辻尚史運営委員長
(tsuji@math.s.chiba-u.ac.jp)までお申し出ください。

加えて、著作権者について情報をお持ちの方は事務局まで情報をお寄せくださいますよう
お願い申し上げます。

期間：2020 年 12月 18 日 ～ 2021 年 3 月 19 日
掲載日：2020 年 12 月 18 日

プログラミング・シンポジウム委員会

情報処理学会著作権規程
https://www.ipsj.or.jp/copyright/ronbun/copyright.html� �


