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2. 烏内匠対する討論

松谷泰行（東大工）

「Jacobi の方法」についての文献紹介

まえがき
ク→

シンボンウムで紹介した文献の抄訳をここに迩べることとする。筆者

の思い追いから，ツンポジウムでは (3) Pope & Tompkins の文献

についての報告は正碓でなかつ応この報告に述べられた囁柄が，文献

から得られた正しい情報である n 'た報告により迷惑をかけた事をお

ゎ心する次第である。

§ 1．文献

J aco ·bi の方法について論じた文献として，岐も詳細なものは•

(1) H.H.Golds-cein, F:.J;Murray and J.von Neuman 

The Jacolii Method for Real Symmetric Matrices 

- Journal of the Association for Computing Machi-

nery Vol.6妬． 1, January 19 59, pp. 59~9 6 -

であ元 (1)の文献目録中， Jacobiの方法について述べたものとして

(2) , W;Gi;ens 

Numerical computat-ion of the characteristic values 

o.f a real symmetric matrix 

- 5ak Ridge Na ti onal Laboratory, ORNL-1574, 1954. 

Jacobiの方法を実施するにあたつての 1つの techniqueについて

の研究と実険を述べたものとして，

(3) D.Pope and C.Tompkins 

Maximizing Functions of Rotations - Experiments 
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Concerning Speed of Diagonalyzation Of -Symmetric 

Matrices Using J'acobi'e Method 

- J'ournal of the Association for Computing Machi-

nery Vol.4, Ao: 4, October 1957, pp.459~466.-

がある。 (1) は最も綜合的に論じたものであり， （2) は (1) の

memberと交流の結果生れたもので，大体の考え万は (1) とまった＜

同じであるn ただ (1) が「理論的」なのに対して， 〔2) は更にプロ

グラム及びフローチャートをつけ，誤差評価に表われる奴1但も現実の計

算機一 ORACLEーに即して述べられている n (3〕はこれ等とは別

に一一実際には交流があったかもしれぬが一一刃：された輿味ある実験で

ある n ここでは〔 1〕,（3) について紹介する。

§ 2. (1) H.H.Goldstein, F.J.Murray and von Neuman 

''The Jacobi Method for Real Symmetric Matrices" 

まず real symmetric Matrixの固有値を求めるのに， Frame法

その他の欠点を指摘し， Jacobiの万法がよい事を強調しているn

Aエ＝ A工 (2. 1) 

A: real symmetric matrix， x; vector 

ぇ：固有値

を解くへのに， J"a co bi の方法は

A(i') =V (i')•A(i'-1) V (i') if = 1, 2,...... (2. 2) 
.. 

vい')=：三二□
但し ajk 

'i I - 1 l 
はま A 

(i‘ー1)
の off diagonal element 

，で最大のもの。

を A.(o)=A として行うことである。
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この時 3 (a. 
(i'1 2 ） ＝て (A(i')) とおけば

j~k 
jk 

〇三て (A{ i'))巨て (A)exp(-2i'/n{n-1)) (2.31 

が成り立ち，

となる。又

nは行列の次元

A(i) → I 
A 

(i→十分大）

IA=（口） 勺 ：固有値

U(i) =V (tlv (2J...... v C,; n C n -1) /2) 

= U(、-l)v((i-t)n(,,_:_1)／叶1)......vlin(n-1)/2) ...... (2.4) 

とおくと， di) は固有 vectorの作る行列に限りなく近つく。

この演算を行うにあたつて評細な，わすらわしいまでの誤差解析がな

されているわけである n ただ根本としては fixed-point の計算機を

仮定しており， cos妬． sin<pi については三角公式を利用して導かれ

このとき入ってくる平方根その他についての詳細な誤差の解析が行われ

ているわけであるn

拘束条件としては N(が） ＝ 2 a. 
(i) 2 

JK 

1 (i) 
下舌 N(A) 芦 1
L 

j, k 
に対し

となるよう，絶えず normalizationが行われるよう述べている n (理

論的には N(4(i)) =canst.) 

誤差公式も導かれているが，著者によれば over-estimate の感が

あるとの事である，，

E ,.，q,s ；求められた固有1直の真値に対する誤差

(B2) 
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F n n • ・;求められた固有ベクトルの行列の真の固有ペクトルn,q,s 

の行列への誤差

G ・ 直T-Y75Iの誤差n, q,s' 

A : trの行列， r:固有ベクトルの行列

D ：固有値の行列

n :次元， 8:計算磯のケタ数， q :最適反復回数
I、

とすると， 1 0進計算機では表 1のようになるn (岐適反復数をとつた

とする）

（表 1)

I n=16, S=8, q=20 炉 100,s=20,q=22 n=400,S=12,q= 

E n,q,s 7 X10 -4 5糾 x10-4 1.6X10―4 

F n,q,s 4.2X 1 0→ 6.0 X 1 □-t 1.7x10―4 

G n,q、S 2.8 X 1 □-3 1. 9 X 1 □-3 1.4x 1 0-2 

S 3. D. Pope and Ca Tompkins 

11Maximi ~ing Fune ti ons or Rotations" 

Jacobiの方法については次のように述べている。

行列（対称） Aについて

(1) M (R) = R AR 
T 

T 
R,i lf の :trapsposed. R=r.. 

Jヽ

i j 
i ! ¥ 

= ．：・ニ
の変換を行っても M(R) ほ対称行列である n

x= （ェ.． ）＝M(R) 
Jヽ

とおぎ

(B2) 
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②

⑤

⑭

 

N(X) ＝ 2 工．．
2 

.. 
L, } 

り’
＝一定

D(X)：：： 3X 
2 

i i i 

E (X) ＝と、ぷ ．
i ¾ j ］ヽ

とおく n N=U+E である。

U,9S k)→ 

なるような

N(A) 

SRを rotation

6) 

とするn

ては (1)の

凶
i

但し

(7) 

s k = 1{ ks R-l k; I 

S。=A 

sk-1= x. 

R (fJ) 
ij 

Y=S k 

をとつて

Y=k (fl)X KT (fl) 
ij i l. 

と記すことが出来 る。 Y, 

matrix 

とおくと，

R を使つて求めるのである。

x, Yは共に対称で，

Xの間 には次の関係 があ る。

k k とし
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，ヽ

1 (i<j) 

Pij =xij (sin20-
2 si n2 {) 

e 
t an 2 0 ij’ 

） 

e.、＝ k.,tan 2 fl 
し］ ij

X.. -X.. 

K.．＝ tヽ ll -
Jヽ

Dの増加は

,... 
ムX.．

'] 

(10) 4 D ＝元＋％—吐—吋

=2x:,2(sin2 2f/+(21:.-1:.2) cos2 2fl) 
'1 
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2 2 
2 (K -1)e +2 c 

= 2Xij〔炉c2+ 1 ] 

Jヽ
(e , K．の添数はわずらわしいので省略する）L J 

sij =O or sij =2/(1ーが） ならば LJD=O で lYij 1.= I罰 l

となる。

C の取り方により，次のように変換される。

(i) 

(ii) 

(iii) 

c = 1, Yij =0, JD==2xij 最もよい選び方である。

0 < c < 1, I xi j I減少 但し符号変らず (under relaxa-r;ion) 

1<e< { 2/~ 1ーが）

しx3

I kl< 1 

LKL全 1

ば、jI 減少 D増加， 但し笞j の符号が変る。

(over relaxation) 

(Iw e < 0 間違った方向へ rotation している。

(i)が :Jacobi's original methodである n J'a CO bi'S O r i g i na 1 

methodにあつては rotationの対称となる elemeRtとして SRの

Off-diagonal elementいうち絶達値最大のものな選ふ。こ、れによ

りJD は最大となり，収束が最も早い結果になる。

しかしながら， o:t・t-:.:diagonal elementの絶対値最大のものをさが

がすという事はかなりの時間の浪費である。そこでここでは次の方法を

とる事にいこれを modified,Tacob-i me'thod と名づける n 以下こ

の方法によつて実験を行うものとする。

まず減少正項数列をとり，順次その数をとつてくる＾それより絶対値

大なる element について回転を行う。数列の一つの値について，それ

より絶対値最大のものがないならば，数列の次の値をとり，同じょうに

行う n -Fig. 2-1参照一

以上の modified Jacobi methodをとる事にし，回転角の計算の

仕方を考える0 (10) より0< e< 2ととれば常に 4D> 0となり，

収束が得られる。従って次のような 4 つの計算の仕万を考える~こしよう。

(B2) 
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全ての{i~ j) 

Yes 
ナ回転

Fig.2 - ー

Me-chod 1 

(1 1) 

Original Jacobi angle 

tan 2fJ =2ェ．．／（工．．一x.．)
Jヽ 9} ll 

より回転角を定める。

Method L Over-relaxed Angle 

(12) 
tanU/,... { 

=xij/2(x“ ―芍j)
L 

= sgn(xij /(~い―和）〕 t an冗／8

＼絶対値の

／小さい方

この意味は X;; が diagonal
Jヽ

にくらぺて小さいときは，

関係から，

キ tanfJ/2 

element 

tanOキ 0 の

工ij/2(,z;“ ―芍j)字 {J/2

となつて， （11) と一致す

tantJ 

るn そうでないと f)＝士Tr/4'

士7r/2 

すn

2 ll = 

から overrelaxationを起

I
.
 

“U 

Fig. r ヽ
ムーム

この方法の長所は

)
、
,
‘

3

4

 

1

1

 

（
＇
ー
＇l

l
 

sin(J＝2tan(1/:zll)/(1+tan2 (1/:z fl)) 

coslJ= C 1-tan2 (1/2 fl))/(1+tan2 (1/2 fl)) 

により平方根を経ず sinfJ, cosfJが求められる点であるn

(B2) 
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Method 3:  Sequence.of Angles-

Under relaxed. 

あらかじめ定められた減少する角の数列がある＾

回転を行うべき element について，全てこの角

による回転を行う n 回転を行うべき element 全

部がこの角で回転を行い終つたら次の小さい角を

とつてくる n 0 < cij <1 となるような範囲の

回転を行う。 一 Fig.2-3 参照ー

Method 4 : Sequence of Angles-

Over relaxed 

3と同じ、但し 0< eij <2 まで評すとする n

以上の各4つの方法について，いずれも

modit'ied Jacobi method を用い，比較実験

を行つ応実険の材料は次の 5つであるn

Matrix A ; order 10. I,aplace equa-
~~~-......---『一-←---—

-i;ionを difference equationで近似したと

きの行列。 "triangular gridに適応するn

L竺:>(f)2ご笠こ

三`↓ 
9---0 - ！ 

I 

|：エ
9 ↓ ----’’ 

全ての回転すべきII
xi] を回転させた 1

二—-―•ll
i I 
◇ no‘I  

Iyes 

i I竺い芍 l
--＿J 

Fig. 2-3 

対角要素 6X10―8 off-diagonal中 36ヶがー2―8 残りは On
,..-4 

Matrix B ; order 11, element vま全て L 

Ma-r;rix C,; Hilbert・matrix. 

i,j=1,・・・・・・,11 

Matrix D;  Hilbert matrix, 

i, j=1,·•·····18 

order 11, aij=〔2l i +j）〕-l

order 18, aij = [ 4(i+j-1))--1. 

Matrix E ;”ゎoorlY conditioned''matrix nf order 6, 
~~~•`』-=:—→

g iv en by Lot k i n((1] 

Matrix F ; singular matrix of order 8, p;iven in a 
~--—→→→-ミ”~~

paper [2] 

（（1] "A se-c o.t: Tes-c ma-crices" M.Lo-ckin, M.T.A.C. 9, 

153-161 ! 1955) 

(B2) 
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屈2]''Some Numerical Examples on Solving systems of 

Linear Equa-cions by the Conjugate Gradient Method 

for Non-symmetric Sys-cems of Equations" 

M.R.Hestenes. V.W.Hochst;rassen and L.S.Wilson 

- an NBS working paper 9 1912) -

なお使用計算磯は SWAC である。

(Fig. 2-4 

結果は rotationの回数及Cflog10 (Eo/E)の graphで表わされるn

E= 2 X.？ 
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であるn
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§ 4. ジンポジウム報告の訂正
. . ・・・・・ ・----

ジンポジウムに•おいて文献 〔3〕では orir.i;inal Jacobi method 

と， （3)、でいう modified Jacobj_ methodの比較実険が行われてい

るように述べたが，これは誤りである n

(3)では常に modified Jacobi method.が使われている。 modl-

fied Jacobi methodでどのような減少数列を選んにかは書かれて

いないその選び方としては 〔1) に記された関係式

〇三て ( .4(i')) 吝て (A)exp(-2i/n(正 1）） ．．”・・ (2.3l 

て (A(i')) = I: a/ i')2 
t] i=¼= j 

が参考になるのではないだろうか。

なお又 original Jacobi methodと modified Jae ot,i method 

の比較を行った報告については筆者はまにお目にかかつていない。

(B2l 
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