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1 研究の目的
昨今に至ってもなお未解決な問題は無数に存在する．
その中でも素数に関連する問題は，素数が無数に存在す
ることから，解明するのが難しい問題ばかりである．
一方，計算機というのは，様々な分野の問題を解明し
続けているとともに，多くの人の手によって日々改良を
重ね急速に発展しており，未解決問題についても計算機
を用いて正しさを確かめる試みが行われてきた．
そこで，本研究では素数に関する未解決問題の一つで
ある，ルジャンドル予想を取り上げる．ルジャンドル予
想とは，「任意の自然数 nについて n2と (n+1)2の間に
必ず素数が存在する」という予想である．Legendre に
よって提唱された，現在でも解明されていない問題の一
つである．本研究では，これまでに網羅的に調べられた
4× 1018 より大きな自然数に対して，計算機を用いて素
数判定を行い，ルジャンドル予想の反例を探すことを目
的とする．
関連研究として，1975年に Chen[1]は，任意の自然数

n について，区間 [n2, (n + 1)2] に必ず素数または半素
数があることを示した．1937 年に Ingham[2] は，n が
十分に大きい場合 [n3, (n + 1)3] に必ず素数があること
を示した．ゴールドバッハ予想は，「全ての 2 よりも大
きな偶数は 2つの素数の和として表すことができる」と
いう予想で，ルジャンドル予想と同じく素数を扱う未解
決問題である．この予想に関するプロジェクトで，素数
については 4× 1018 まで網羅的に調べられている [3]．

2 実装方針
引数として与える自然数 j までのすべての自然数につ
いて，ルジャンドル予想を確かめるために Algorithm
1のように考えた．これは k = n2 + 1から k をインク
リメントしつつそれぞれ素数判定を行う．primetest(k)
では k についての素数判定を行う．k が素数であれば
true を返し，次の n のループの判定に入る．もしその
n について k = (n + 1)2 − 1 まで素数判定を行っても
素数が見つからなかった場合，反例の検出を出力する．
本研究では，Miller–Rabin 素数判定法 [4, 5] を用いて
primetest(k)を実装した．
2.1 Miller–Rabin素数判定法
Miller-Rabin 素数判定法とは，Miller[4] によって開
発されたMillerテストを Rabin[5]が確率的なアルゴリ
ズムとして改良した確率的素数判定法の一つで，本研究
では多くの自然数を高速に判定するために用いる．
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Algorithm 1 Confirmation of Legendre’s conjecture
for numbers up to j

function legendre(j)
for n = 1 to j do

k ← n2 + 1
end ← (n+ 1)2

while k < end do
if primetest(k) then

break
k ← k + 1

if k = end then
print(”There is no prime.”)

return

Algorithm 2 は，Miller–Rabin 素数判定法のアル
ゴリズムである．B[i]はMiller–Rabin素数判定法の計
算で用いられるパラメータであり，264 までの素数に
ついては決定論的かつ効率よく計算できるパラメータ
が存在する [6]．剰余乗算 B[i]s mod n を求める関数
PowMod(B[i], s, n) では剰余を求める除算命令がボト
ルネックとなっている．

Algorithm 2 Miller–Rabin primality test

Require: n ∈ N, B:Array of Base parameter,
k : Length of B

Ensure: Result : n is composite,
or probably prime

function MRtest(n,k)
d ← n− 1
while d mod 2 = 0 do

d ← d/2
for i = 0 to k do

s ← d
y ← PowMod(B[i], s, n)
for j = 1 to s do

y ← (y ∗ y) mod n
if y = n− 1 then

return false;
if y = 1 then

return true;
return true;

2.2 Montgomery乗算アルゴリズム
Montgomery乗算アルゴリズム [7]は，N とRが互い
に素で N < Rを満たす自然数であるとき，NN ′≡− 1
mod R を満たす N ′ を用いて整数 A(< N) に対し，
MR(A) = AR−1 mod N を求める Montgomery リダ
クションと呼ばれる演算を用いることで乗算の計算を行
うアルゴリズムである．あらかじめ R2 mod N を計算
しておくことで，Montgomery リダクションを用いて
整数 aのMontgomery表現 Aは A = MR(aR2) = aR
mod N として得られる．Montgomery表現の状態で乗
算を行うと，A × A ≡ a2R2 mod N となり MR(A ×
A) = a2R mod N として Montgomery リダクション
を行うことで a2 のMontgomery表現が得られる．本研
究では，このように Montgomery リダクションを複数
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回用いることによって剰余乗算 ae mod N を頻繁に計
算している．
また，Montgomery乗算アルゴリズムに用いるRを 2
のべき乗にすることで，剰余演算は R− 1とのビットマ
スクで計算でき，除算命令はシフト演算に置き換えるこ
とができる．本研究では，Miller–Rabin素数判定法で判
定する整数 N は必ず奇数となっているため，N が奇数
である場合に N と Rは互いに素であるという条件を満
たしながら，Rが 2のべき乗である場合のMontgomery
乗算アルゴリズムを用いて剰余乗算 ae mod N を計算
することができる．
あらかじめ NN ′ ≡ −1 mod R を満たす N ′ と R2

mod N を計算しておくことで，調べる整数N 一つにつ
き除算命令は 1回で N の素数判定が計算可能になった．

Algorithm 3 Montgomery Reduction

function MR(T )
m ← (T mod R)N ′ mod R
t ← (T +mN)/R
if t ≥ N then

t ← t−N
return t;

3 実装と結果
3.1 OpenMPによる並列化
本研究では，OpenMP でプログラムを並列化し，68
コア 272 スレッドのメニーコアプロセッサである Intel
Xeon Phi 7250 を用いて計算した．図 1 は n が 105，
106，107までのルジャンドル予想の検証に要した時間と
スレッド数の相関をプロットしたものである．n = 105

図 1 スレッド数と実行速度の相関

については計算量が少ないため，計算時間全体に対して
並列化によるオーバーヘッドが占める時間が相対的に
大きくなっていることから，スレッド数を増やしても速
度向上率が大きく変わらなかったと考えられる．一方，
n = 106，107 の場合から，nが大きくなるに従って，並
列化したことによる大幅な速度向上が確認できる．した
がって，OpenMPを用いて並列化し，272スレッドのメ
ニーコアプロセッサで計算することにより，さらに大き
な n = 232 の場合はより大きな速度向上が得られている
と考えられる．
3.2 Montgomery乗算アルゴリズムによる高速化
本研究では，ルジャンドル予想の nについて 232 − 1
まで判定した．また，Montgomery 乗算アルゴリズム
を実装し，実装前と実装後の実行時間を測定した．表 1
は，Montgomery乗算アルゴリズムを用いる前後の実行

結果である．

表 1 ルジャンドル予想の検証に要した実行時間 (sec)

n 108 2 · 109 232 − 1

Montgomery乗算なし 37.869 1099.464 2534.137
Montgomery乗算あり 10.334 299.468 N/A
速度向上率 3.665 3.671 –

Montgomery 乗算アルゴリズムを用いた場合，n =
232 − 1は測定できていない．これはMontgomery乗算
アルゴリズムを実装するにあたって，n = 232−1を引数
に与えると計算過程で符号なし 128bit 整数型ではオー
バーフローしてしまう場合があるためである．
n = 232 − 1 の場合において反例の出力がなかった

ことから，ルジャンドル予想は自然数 n について区間
[1, 232]において正しさが確かめられたといえる．
n = 108，n = 2 ·109のどちらの場合においても，約 3.67
倍ほどの性能向上が見られた．これは Montgomery 乗
算アルゴリズムを適用することで除算命令を減らすこと
ができているためであり，素数判定 1回にかかる時間が
短縮されていると考えられる．したがって，n = 232－ 1
についても計算可能な Montgomery 乗算アルゴリズム
を用いたプログラムを実装し実行した場合，同様に速く
なると考えられる．

4 まとめ
264 までの整数について Miller–Rabin 素数判定法を
用いてそれぞれ判定し，OpenMP を用いてメニーコア
プロセッサで並列計算することによって，区間 [1, 232]
の nについてルジャンドル予想を数値的に検証し，反例
がないことを確かめた．また，R を 2 のべき乗とした
Montgomery 乗算アルゴリズムを実装することで除算
命令を実質的に減らし，ルジャンドル予想の n = 2 · 109
までの検証において速度向上を達成した．
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