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6. Genera I Theory of Mos t Ef f icient Codes

駒 宮 安 男 (電気試験所 )

§■ 緒 言         ‐

Ro W.Hammingが 1950年 Error Detecting and Correcting Codesを 目昌え
‐て以

米 ,2進符号系の Hammingの 最小距離を与えて ,MOst EFFicientな codeを 構成する

問題は ,内外の幾多の研究者により盛んに研究されてヽ̂る が,未だ完全に解決されていない

難問 の一つである.こ の問題 について,後述するJ(■ ,P)な る行列を導入することに より,

一般的理論 をたてることに成功したので ,以 下に御報告する次第である。

上述の問題を数学的に記述すると,次 の如 くなる◆

″11' 嘔2''・ …'″ 1■

絶`1' ち2'・・・・'″2れ

″ (■ ,P)= (1.1)

″ 21' ″
滋2' ・・・

' 
″

滉れ

行列 (1■ )を 次の如く定義する。鼓で (彎 1'″j2'・・・
'銃ル)は・ digitの 2進符号で

1≦ じ≦πとする。従つて,各 角プは0又 は1である.又 ,任意の
`キ

ブ,1≦ じ,ノ
・
≦2 な

る |,ノ に就いて ,

1畿 1-ぅ 11+|″j2~篭崎 |十 ‐・・+l彎π一
竹πl≧ P

が成立す る。Pは minimum Hamming distanceで ある。

しか らば ,本報告 の目的は,上述 の〃 (■ ,P)を満足 する如 きπの最大値 と,各 畿プ
の値

を決定するこ ととなる.此処 では ,紙数 の |:幻 係上 ,詳細に論ず ることは出来 ないので ,その

あらす じだけを以下に述 べ,証明等は割愛 させ ていただ くことにする。詳細を知 りたい方は

General Theory oF Most Efficient Codes :

YaSuO Komamiya, Report No.163, Digital Computer

I」 abOratOIy, University oF 11lino■ s, June 9, 1964.

を参照 されたい。
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§2 基 本 定 理

exCluSive一〇rを拡張 して次の如 く定義する.

E定義 2.1コ  α≧ 0,あ≧ 0な る任意の1整数間の exclusive一 orを

α①う=(απ ①われ)21+(%卜l① ら_1,2卜
1+。・・+(α l①へ)2+(α。0ち )

と定義する。蚊で,α ,あ の 2進法表示を

α==α.2π十%_12η・
1+0・・十α12+α。、

あ=め .2"十あπ_12秘
~1+・

・・・+み 12+わ。
′     ‐

さて,次 の定理はそれにより本理論が統一的に論ぜられるのでMost EFFicient Code

の基本的な定理と考え られる。

E定理2.1](基本定理 )

2。 ,21,22'・・・
'ZⅣ-1を 任意の実数 とするとき,行列Zπ

z。 ,   Zl ,   22 '  ・・・
' ZⅣ-1

Zt, Zot Zg,

22 , Z9 t 4ot

。・ , Z ∈XJ■ 1〕

7 0(lⅣ-1)

ZⅣ-1' ZⅣ-2' ZⅣ -3,・・・ ,2。

は直交行列υ.に より直交変換

Zπ =硫 ′υれ

され,固有値″J(0≦ う≦Ⅳ-1)は

″J=yttP(ZO,Zl,22'・ ・・
'χⅣ-1)%:

により表現され,逆に任意のZj(0≦ じ≦Ⅳ-1)は固有値により

Zj=“ザ弔 (為 ,″1,も ,000,″Ⅳ_)μ j

γ∠V

で表 わされ る。蚊 で ,

yπ =ザ|(1:二 )X(1:-1)X… |(11-1)

2個 の Kroneckerls Product

(≡ (“。,%1,0・・,“Ⅳ_1)と する。)
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(a2)

(a3)

jV : Zo , n= 1 .

§3 Most EfHci(狙t Codeの ■般的理論

記述を便ならしめる為次の定義を設ける。

E定義 &1コ    う oode

」が0≦ j≦
2・ -1な る整数なるとき,jら 2進法表示を

・・じ=″J゛二ぅデ
‐1+″

」(π_ゅ ゲに2+・・・十″,12+″J0

とす る
|.奪

,O bilの 2準符号 (″ J(._1),″ j(π■り,・・・ ,″Jl,″ JO)を
'cOdeと

呼ぶ こ

とにする .

う COde tと ノ COdeの間のHamming distanceを dist(れ ブ)で記せば,E定義21]

E定義al]よ り

dist(れ ブ)=う 10ソ
°
                  (a■ )

が成立する。

E定義a2コ  行夕L″
・
(ち P)

・・・
' 
ん0(メー1)

・・・
'ん 1(μ-1)

...,ん
2(Ⅳ二1)

ム         ■

(.Ⅳ
_1)。 ,′ル

(Ⅳ→ )1,・
●●,ル

(Ⅳ
_1)(丼 _1)

鼓で

dist(じ ,ブ )<P
diSt(れ ブ)≧ ρ

とす る。 (P≧■)

しか らば,(al)式か ら

diSt(う ,ノ )=ι Oブ =00(う ①ブ)=diSt(0,多 ①ノ)

嶋
Ｌ
嶋

…

ん

ん

ん

hri r !
hri : o
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句 =れO①ノ)
が得 られる。故 に今 ん」を

んj≡ ん
Oj

と定義すれば ,(a4)式 より任意 の じ(0≦ じ≦Ⅳ-1)について ,

ho: h'ii

\ : hi(; Gll) 
: a6r gyr;,

hz : hi (i @z): h(L; @e)i

んⅣ→=亀 (JO(トリ)=ん《卜1)①りJ

が成立す る。従 つて ,″ (■ ,P)は

… ,ん卜 1

」f(■ ,P)=

. *. , 6r@(r_r)
- -. , 6{r(ro-r)

但 し (a3)式 より

ん。==ち J=1

となり,こ れは基本定理のZπ と同 じ形 の行列 となる。

E定義a2]  (a6)式から

ん。十ん1+・・・十 んALl=ん jO十 んjl+為 2+・・・ 十んj(Ⅳ_リ

(=K(た ,P)・とす る 。)

が得 られ る。妓 で
´

K(・
'P)=れ

θO+βl+∫2+・°・十〆レ_1

E例 &1]

ん
。
れ

ち

．

ん1 ,  ん2

ん。 ,  ん
3

ん3'  ん0

0

ヽ
1

1

J

リ

/

(a4)

(a5)

(a6)

(よ7)

(38)

(39)

(〔Ll(〕 )

'猛2'に3'… 'ん 0

ノ
/

f

l

ヽ
1

″ (■ ,1)= =EⅣ

K(■ ,1)=πθO=1

なる故 ,〃 (■ ,■ )は明 らかにⅣ次の単位行列である。



[例 a2]

E例 a3]

』て■,・ )=

K(・ ,・)=∫o+∫1+・・・十メ:二_1言 2π -1

1 1 I,qrr ijil;.[)

J(3,2)=

1■ 010■ 00

10110010
101■ ooOC,1

(01010)■ (D(0)■

f001101(勢 t=)1

/
/
1

ヽ

1

010

ｏ
、

ノ
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(err)

00ol υ ll■

【(3,2)=36Ъ 十

「
1-1+3=4

さて,〃 (■ ,P)に E定理2.1]を適用すると,次の定理が得られる.

E定理alコ  行夕」″(■ ,P'は 直交行列 υれにより直交変換され ,

〃 (■ ,P)=υπ/υπ

スJ=yⅣ (ん。,ん1,.… ,缶_)“ j

1んj=赤<え。,ス1,_,缶_1)“ J

が成立 する。但 し

И =

/た
ノ

υ

ヽ

＼

．
ス

　

　

（０

0

｀
スⅣ二1

上述 のJ(■ ,P)Cり】尊入に より,mOst effiCient COdeの条件 は ,

I。 =Eれ

なる如 きmaximumな πを見出すこ とになる。此処 で ,

ん
R'    

んjl ①j2,ん jl① ig,7…
Ⅲ,.ん Jl ① J滉

んj2① jl'ん0 '   んぶ2 ①J3'・・‐
'ん :2 ①Jπ

んj3①
Jl・ 'ん i30J2'ん0' ・・

'んi3(DI凛〃。=

ん
J滉 6Jl'ん j2① j2'ん :π①:3'・ …'亀

(a■ 2)
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E'2=2次 の単位行列

それ故,most eFicient Codeの条件はE定理尋■]か ら

r
11

r
32

ノ(・

`1'じ
J2'・・・

'“
`π

)=E幌
:(■

■3)JO=

“

r

なる如きmaximum πに就いて
'・ Jl'“ j2'・・・

'・ J加 :が存在する|と になる。■此処で

ι
`の

転置行列 (transpOSed meatriX)で ある.(記号rに就いては以下同様 ).

さて,ア を `)

/=

T
~~31

7
1ル T
I~~32

(a14)

T
%為

とせば ,(■13)式は maximum πに就いて

/И /r_E滉

となる.じ:1,%2'・・°
'し J“

|は直交行列υ
"の

列 ve CtOrで あるか ら
:

(■15〕

//F=E凛

が成立 する。故に ,(誕 5),(3■ 6)両式か ら

/И ″
r=//r=Eπ

l.・./(″ 一E∬)/r=0

(a■ 6)

ヽ

1

(a17)

が得 られる.此処 でE〃 はⅣ次の単位行列に して ,

する。

右辺の 0はれ次の 0行列を表 わす

E定義a3コ  vector ζ。,ζl,・・・,ら卜1を次の如く定義する。

T
ar~~31

/饉

T
~32

yⅣ

%
ｒ
端

アは直交行列 υ.に属するπ個の行 ve ctorか ら出来ている故 ,c。 ,ご1,・・・,
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m個の独立 ve C torが 存在する.故に,(a■ 7)式及びE定義 &3コ から容易にわかる如 く,

mOS′t efFicient 00deの条件は (ζ。,ζl,・・・,ζⅣ_1)中の独立 veCtOrの個数が最大

になる如童                                .

(ζ。,`1,0・ 0,ζ
Ⅳ_1)(/――Eπ )(ζ。,ζl,0・・,ζⅣ_1)r==0      

・
・ .(318)

解を見出す ことになる.               ・・ :・ |

(0,ζ l,・ “'らに1の間に成立する関係に就いて述べるに当 り,記述を容易にする為 ,次

定義を設け る.

E定義亀4コ  ノ①J
れ行π列の二つの行列」,3が与えられているとき,即 ち

対
■

「
■

，■

，‐
１
１
，

αll' α12' ・・・
' 

α
l協

α21' α22'・・・
' 

α
2凛

ら11' あ12

b21'亀
2

, ・・・
'

1"じ

2"う

ノ ー ,3=

α
■1' α

■2' ・・・
' 

α
ルれ

b■ 1' み■2' ・・
°
' 
あπ屁

ИOお =

&tt br, , @tz br, t ''','&r*br*
azt by s &zz bzz, . .. r az*br*

Aolbnt, Aorbor, :1tf Arr^bwn

とする .

E定義a5]  ξ:               ・             :

イⅣ
・
υ協=(ご。,ξl,・・・・,ξⅣ_」 j′

・

即ち ,ξ。,ξl,・
。・,ξⅣ_1は プⅣ びπの列 veC torと する .

E定義a5]か ら.

:   ξj=yⅣ 鶴
J

が成立する.

任意のサ,ι (0≦ ι,ι ≦lⅣ -1)に 就いて,

・偽oJ‐ fι
O ξ′  :: `

従つて,

(srt))

「
Ｊ

２３

　

・

理
．

定
　
。

Ｆ
Ｌ

　

・

定 理 a 任意のオ.Z(0≦ ι,ノ ≦Ⅳ-1)に就いて,3 ]
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(t@t:(rQ (t

E定義 a6コ   Z:

Z。 ,Zl,… ,ZⅣ_1を

yⅣ zJ〒 (1,1,・・・,1)ζ J

により定義する.

しかるとき,次の定理が成立する.

E定理 a4コ  任意のι,ノ (0≦ と,ι ≦Ⅳ-1)に就いて

, ζF・ ζι=yi〒
‐

zι
oι

E定義a7コ  ノ′,ス

`

´
И′=/― EⅣ =

(E定義よ1]参照 )

E定義a8] Z

Z: ^N VTV:

ス
ギ
1..o'

・ 1て■ ~

0  
｀
スⅣ-1

｀

生 鮮 _1

・ ・ 0 ,  12毛
「r.……1

・・・
'Z10(Ⅳ-1)

・・・,22①
(Ⅳ-1)

／

ノ

ー

‐

―

ヽ

′

′

′

‥

‐

‐

―

―
ヽ

Z。 ,

21 '

22 '

|

Zl l,

2。 ,

Z3 '

|

′

/

ZNa, ZNqr . ... , ZO

さて,(a17)式 及び E定義 a7]か ら

/И′/7=o

が得 られる。それ故 ,

(/rァ)И
′(/rァ)=0

が得 られる.逆に (a26)及び (a16)両式 より

/(/r/)И′(/T/〕 /r=0

.・.アИ′/T=o

が得 られる故 ,//r=Eれ が成立するとき ,

等 となる.

(8123)

(a26)

(a25)式なる条件と(a26)式 なる条件
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(a26)式及びE定義38]か ら

ZИ′Z=o (a27)

が得られる。故に mOst efFicient cOdeの 条件は

frT - En
(a28)

ZИ′Z=o

を満足する最大の2を 見出すことに帰着する。

E定理&5] //r=二 眈及びイⅣ /r/=Zな るとき,Z° の階数は認であり,Zの固有値

はπ個 の 1と (Ⅳ 一π )個 の 0よ り成つている

E定理&5]か ら,most efFicient codeの 条件は

trf T :E ra
ヽ

∫
(a31)

ZИ ′Z=o

を満足するZの階数 ″を最大 にすることに帰着す。る。

E注意 &1コ  E定義a8]のZに E定理2。 1]を 適用すれば,Zの固有値 ″:(0≦ じ≦

Ⅳ-1)は

″
J=・ .だFF(z。 ,zl,・・0,zⅣ_1)Zj

で表わされる故,若 し,■ 1=″J2=・・・=″J2=1に して'他
の角 =0な るときは, 求め

る most efFicient CodeC.)1集 ′合 は , 'l COde, じ2 C° de'・・・
'じ 滉 °°deで あ る 。

|  §4 /И′/r=0の 一般的解法

E定義 36コ から

1
Z===―===・ /Ⅳ

なる故 ,

“
:TC/な るときは

″j=イⅣ
・

(2。 ,21'・・°
'ZⅣ

_1)%J=1

%√←/な るときは
″j一 /A'(Z。 ,Zl,。・。,ZⅣ_1)“ j=0

が成立する。鼓で

為

‐
′
　
‐′＝
一
　
一●
■
■

ヽ

∫

(■ ,■ ,… ,1)ζ :

―ヽ
―
ト
ー
ー
ナ

(4.■ )

(42)

″
1

ノ
ノ
f

:

l

ヽ

0
υ

ヽ

１

１

１

ノ

／

Z=υπ
0   ｀″Ⅳ-1 (E定義 38]参照 )
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故に ,

為十亀 十・・・+″Ⅳ_1=π

又 ,(41)式 か ら

1              税

Z。 =―‐・ (■ ,1,0・・,1)ζ O―
‐
嚢争

γノV                γ」V,

が得 られ る.

角 =0な る″』あ個数をととせば ,明かに ,

_解 =Ⅳ 一α

が成立する .

任意のう(0≦ う≦Ⅳ-1〕 に就いてZJは も,■ ,… ,″Ⅳ二1の一次結合で表課゛

故 ,多。,Zl,… ,ZⅣ_1中のα個は独立変数 となる。        ::
(4。5)式 よりπが madmumな る為にはαは minimumで なけれ・はならない.即

max(π )=Ⅳ ―m■ n(α )                 (4。 6)

さて,(錦 7)式 ,即 ち ZИ′Z言 0か ら得 られる Z。 ,21,・・・,ZⅣ_1間の|:掲 係を.

Xl又は 鳥 又は島 又は・・・           (4.7)
とす。しかるとき

!ま ,2。 ,Zl,・・・,ZⅣ_1中の独立変数の個数が最小である関係を■ ,

。・・中より択らべばよいことになる。             i  r

§5 論理数学を利用した ″И
`イ
T=00-般的解送

(。43)t`

45

(■ 4)

ち ,

|

ヽ

0

)

/
′

l

ヽ

″
0為

ご
μ-1

ZИ′Z一υル

=0

為

υ.′
′υル

0 0

なる故 ,

′
ノ

ｆ

ｌ

ｌ

ヽ

、
0

ヽ
ヽ
1

1

ノ

■  
°

｀
″μ‐1

Jル И
′びπ =0

が成立す る。また ,

なる故 ,

UoA'Uo-H(nrp) -Ey

Ｉ
Ｌ
‐，ｒ
諄
――――‐‐【
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為

α‖_ュ

″
為
　
　
・０

／

′

′

‐

‐

ヽ

、

ヽ
ヽ
1

1

1

/

ノ
ノ
′
f

i

ヽ

″
1

ヽ

′

/

{J(・ ,P〕 一EⅣ } =0
0 ″

Ⅳ-1

が得られる.

故に ,″′三 =0(三 =為 -1=0)を 考慮 する |,任薄の うキブ(0≦ う,ブ ≦ 2・ -1)に 就

ぃて,                1           1: ・ ・́ 'ル
｀ : ′

″J″ブんJQブ 〒0

が得られる.[定理 a5]よ り各″jは 0ま たは 1な る故,論理数学を利用 して解 くこヽどが出

今 ,それを以下に述べる.

。(■ 1)式 が成立 する為 には ,

んJOブ =1 なるときは ″J竹 =0
|が 成立せねばならぬが ,

li     ん
`0メ

=0 なるときは ″:ち一任意   ―・」
~     .

でよい.それ故,ん
`①

′
・=■ なるときは,任意のうキブ(0≧ t;ブ ≦・2れ ■1)な る

`
、いて                                  1

″J竹 =0
・・・～畿 V～り =■

|が成立せればならぬ.故に ,

0≦ j,ノ
:≦:2れ -1

J恥
先①り

・=1

(-ff; V-rj ):1

～″jl~～ ″:2=・・・ =～ ″
J′

=1

る.故に ,

″Jl=″ j2=・・・=鶴

'=0(5..8)式 が成立すれば明かに /И ′/T=0と なる.故に,

jキ じ1'う キj2'° °・・
'じ

キ

`′

・
が成立せればならない。それ故 , (5.4〕 式を展開して,.～″j η変数の個数が最小である項

を択べば ,れ が最大になる。

今 ,

～″Jl～ ″
:21・・ ～″

Jι

が上記条件に適する項とす。そのとき ,

～″:1～″
J2・・°～彎′=1

(■ 5)

,ノ
'に

就

(■■)

(5。 2)

(5.3)

(5。 7)

(5。 8)

(5。 4)

(5。 16)

||11.｀
1

が得 られ
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なる任意 の う (0≦ う≦ 2れ -1)に就いて

″j=1

とせば ,じ codeの 集合 が求 める most eFFicient COdeの 集合 となる。

E注意 5.1コ  
“
。〔アとしても一般性を失わない故,為 =1と仮定することが出来る。

§6‐ 或 る条件の下での /И′/r=0の解法

E条件 Qlコ  ζ。,ζ l,・・0,伽_中の独立 v eCtOrが ζ。,ζ l,・・・,ζ
2(た

~)'ζ
2(た

~1)+1'

。..,ら
(ル

_ぅ
+ι

のみで,残 りのζj(2(ル
~り

十ι≦j≦Ⅳ―■)は従属 vectorで ある。但し

0≦ ι≦2(ル
~1)-1                                _.

きて,孔 ,4,4,・ ,̈t(得4)二
1を次の如く定義する。

‰≡(ζ O'ζ l'・・・'ζ 2ん -1)

4=(ζ21'ζ 2ル +1'°
°¬ζ

2(ル +1)二1)

/2=(ζ
2・ 2λ 'らつ夢+1'・

・・
'ζ 3・ 2(ル

+1)_1)

Vz@).-, - ( (qe("-r) 
-) zk , (7{n-r) 

--D zk +t, ' ' " (iv-r )

しからば,E条件al]により任意のう(1≦ じ≦{2(卜・)-1})について,

4=4/1
なる表現が可能 である.但 し

αO '   αl '   ・・・'α (2た一〕

αl '   αO '   °°・
'αl① (2ん一)

ノj= α2 '   αl '   ・・・'α 2〔)(2ル ー1)

負レルー1)'■ 2ん -2)'・ …'α 0

(6■ )

=銑
/α OJ   Fゝ    、

「  α.=  U   ヽ
l      ムt              l

ヽ
0｀ α

(2に )ノ

υル (62)
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E条件 a2コ  任意の じ(1≦ じ≦ 2←
~リ

ー1)に就いて

Prル
Cノ

α
 OJ

α
 lj

α
2J

o (*-0,
なる如き適当なるプがo≦ブ≦2λ -1中 に存在する.此処で

√Tυル=(ξ:ル

),ξ
lり ,。・・,ξ舞1)

とす る。

Abellan grOup cOdesの 場合は E条件 は1コ 及びE条件 62]を満足することが証明

できる。

又,以上の条件の下では ,″ (■ ,P)の固有値 スJ を係数 とする一次多元不定方程式の一

般解 (これは必ず求められ る)を 或る条件下で求める問題に帰着され ,それにより求める

C°deS即 ち
' jl°

°de'じ 2C° de'・・・
'ιa COdeを 決定することが出来る.

§7 結 語

以上で,理論 のあらす じだけを述べたが ,証明等は相当複雑になるので凡て割愛 した。

従来の本問題 に関する研究は ″ (■ ,P)行列を直接使用 して論ずるものが殆んどであり,

一般論をたてることが困難であつたが ,〃 (■,P)行列の導入により上述の如 く一般論をた

てることに成功 した。

さて ,πG,Zε ,20を

πθ: mOst efFicientな Abelian group codecL)イ固磁費

πθI E条件 61]及 び E条件 62コ の下での most eFficient codeの 個数

蒻も l mOSt eFFicient code`乙 )イ固数  
′

と定義すれば ,

2≦πG≦πε≦20≦ 2卜ρ+1                    (71)

なる式が明かに成立する。

将来の問題 としては,2ε >ZGな るE条件 alコ 及びE条件 6。 2コ の下での解が果 して存

在するか とい うことである。又,L>π θ なる一般的なmost eFficient code を求め

る,よ りelegantな方法を研究する問題 である。



本 PDF ファイルは 1965 年発行の「第 6 回プログラミング―シンポジウム報告集」をス
キャンし、項目ごとに整理して、情報処理学会電子図書館「情報学広場」に掲載するものです。
この出版物は情報処理学会への著作権譲渡がなされていませんが、情報処理学会公式 Web

サイトの https://www.ipsj.or.jp/topics/Past_reports.html に下記「過去のプログ
ラミング・シンポジウム報告集の利用許諾について」を掲載して、権利者の捜索をおこないま
した。そのうえで同意をいただいたもの、お申し出のなかったものを掲載しています。

過去のプログラミング・シンポジウム報告集の利用許諾について� �
情報処理学会発行の出版物著作権は平成 12年から情報処理学会著作権規程に従い、学会
に帰属することになっています。
プログラミング・シンポジウムの報告集は、情報処理学会と設立の事情が異なるため、こ
の改訂がシンポジウム内部で徹底しておらず、情報処理学会の他の出版物が情報学広場
(=情報処理学会電子図書館)で公開されているにも拘らず、古い報告集には公開されてい
ないものが少からずありました。
プログラミング・シンポジウムは昭和 59年に情報処理学会の一部門になりましたが、そ
れ以前の報告集も含め、この度学会の他の出版物と同様の扱いにしたいと考えます。過去
のすべての報告集の論文について、著作権者（論文を執筆された故人の相続人）を探し出
して利用許諾に関する同意を頂くことは困難ですので、一定期間の権利者捜索の努力をし
たうえで、著作権者が見つからない場合も論文を情報学広場に掲載させていただきたい
と思います。その後、著作権者が発見され、情報学広場への掲載の継続に同意が得られな
かった場合には、当該論文については、掲載を停止致します。
この措置にご意見のある方は、プログラミング・シンポジウムの辻尚史運営委員長
(tsuji@math.s.chiba-u.ac.jp)までお申し出ください。
加えて、著作権者について情報をお持ちの方は事務局まで情報をお寄せくださいますよう
お願い申し上げます。
期間：2020 年 12月 18 日 ～ 2021 年 3 月 19 日
掲載日：2020 年 12 月 18 日

プログラミング・シンポジウム委員会
情報処理学会著作権規程
https://www.ipsj.or.jp/copyright/ronbun/copyright.html� �


