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1 はじめに
近年，下水処理施設の管理の民間委託が進みつ

つある．そのなかで，技術者減少による技術継承
への懸念や施設管理体制の多様化に対応するため
の運用の効率化などが問題となっている [1].
これらの問題を解決するためには施設管理の自
動化・効率化が必要である．自動化には既存の理論
だけではなく設備にあったルールをデータから抽
出する機構が必要であるため，数法則ニューラル
ネットワークを利用した運転管理データの関係式
の発見についての研究を行った．これによりデータ
間の関係を多項式で表すことができるようになる．
本研究ではデータ間の既知の関係式が数法則ニ

ューラルネットワークによって再現できることを
確認した．

2 数法則ニューラルネットワーク
数法則ニューラルネットワーク [2]とはデータ
の関係式を多項式で表すニューラルネットワーク
である. 事例集合を {(x1, y1), · · · , (xm, ym)}とす
る．ただし xt = (xt1, xt2, · · · , xtn)を n次元の入
力ベクトル，ytをxtに対する目標出力値，mを事
例集合の個数とし，さらに xti > 0を仮定する．数
法則ニューラルネットワークの重みベクトル (パラ
メータ)をΦ = (c,w1, · · · ,wh)，出力を z(xt;Φ)
とするとき，xtに対する数法則ニューラルネット
ワークで表される数式は以下のとおりである．

z(xt;Φ) = c0 +

h∑
i=1

ci
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j=1

x
wij

tj
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ci exp
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wij log xtj


ただし ci, wij ∈ R，c = (c0, · · · , ch)，wi =
(wi1, · · · , win)，hは定数項を除く多項式の項数と
する．ここで n = 2，h = 2の数法則ニューラル
ネットワークを図 1に示す.
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図 1: n = 2，h = 2の数法則ニューラルネットワーク

損失関数を
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とする．このとき f(Φ)の値が小さいほど実デー
タとの誤差が小さいことを意味するため，良いモ
デルを得るためには f(Φ)を最小化するΦを求め
ればよい．そのための手法として BPQアルゴリ
ズム [3]を用いる．BPQアルゴリズムは最急降下
法と準ニュートン法を組み合わせたアルゴリズム
である．それぞれを単体で使用したアルゴリズム
よりも少ない反復回数で解を求めることができる．

3 モデル選択
数法則ニューラルネットワークの学習では項数

hをあらかじめ固定した状態で学習を行う．した
がって各項数における最適なパラメータΦを見つ
け，さらにその中から最適な項数 hを見つけなけ
ればならない．
まずは各項数における最適なパラメータΦを求
める方法を説明する．BPQアルゴリズムは解の収
束がパラメータの初期値に依存するため，毎回パ
ラメータの初期値をランダムに設定し，BPQアル
ゴリズムを複数回行う．学習により得られた複数
のパラメータの中から学習誤差が一番小さいもの
を各項数における最適なパラメータとする．ただ
し学習誤差は平均自乗誤差とする．
次に最適な項数を求める方法を説明する．項数が
異なるモデルの場合，モデルの良さを学習誤差な
どでは比較できない．なぜなら項数が増えるとパ
ラメータΦの次元が増加し，それにより過学習を
引き起こして未知データに対する推定の精度が悪
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くなる可能性が高いからである．そこで先行研究
ではMDL (Minimum Description Length)という
評価尺度を用いてモデルの比較を行っている [2, 4]．
本研究ではAIC (Akaike’s Information Criterion)
[5]を用いてモデルを比較する．AICの定義式は以
下のとおりである．
AIC = −2(最大対数尤度) + 2(パラメータΦの次元)

このときAICが一番小さくなるモデルが一番最適
なモデルである.
ただし最大対数尤度はすべての学習データに対
する誤差の同時確率密度関数の最大対数尤度とす
る．このとき誤差 yt − z(xt;Φ)は平均 0，分散 σ2

の正規分布に従うと仮定する．

4 実験
今回実験に用いた深川浄化センターの運転管理
データを表 1に示す．今回の実験ではデータ間の
既知の関係式を数法則ニューラルネットワークの
学習により再現できるかどうか確かめるため，塩
素注入率の関係式を他の 7つのデータから再現で
きるか実験した．
今回の実験ではパラメータの初期値を決める際
に平均 0，分散 1の正規分布を使用した．ただし
c0 の初期値は 0に固定した.さらに数法則の各項
数における最適なパラメータを求める際，BPQア
ルゴリズムは 50回行った．学習には 2015年の月
報データを用いた．データは非負であり仮定を満
たしている.

表 1: 深川浄化センターの運転管理データとその関係式

変数名 項目名 関係式
x1 処理水量 -
x2 塩素注入量 -

x3 塩素注入率 120x−1
1 x2

x4 最初沈殿池沈殿時間 10896x−1
1

x5 曝気時間 47280x−1
1

x6 返送汚泥量 -

x7 返送汚泥率 100x−1
1 x6

x8 最終沈殿池沈殿時間 18288x−1
1

実験の結果得られた数式は以下のとおりである.

x3=1.21x−0.0270
1 x1.002 x−0.181

4 x0.1055 x−0.988
6 x0.9887 x0.06108 　

表 1の関係式をもとに変形すると
x3 ≈ 120x−1.00

1 x1.002

となり，塩素注入率の関係式を高い精度で再現で
きていることがわかる．
また未知データに対する推定精度を調べるため
に，2018年の月報データを用いて汎化誤差を調べ

た．ただし汎化誤差は平均自乗誤差とした．この
時の汎化誤差は

1

365

365∑
t=1

{
yt − z(xt; Φ̂)

}2
≈ 2.48× 10−10

となった．ただし Φ̂は数法則ニューラルネットワー
クの学習で最終的に得られたパラメータである．上
の結果から汎化誤差も非常に小さいことがわかる．

5 まとめと今後の課題
今回はデータ間の既知の関係式の再現に成功し
た．今後は未知の関係式を発見することを目標と
する．
しかし問題点がいくつか存在する．深川浄化セン
ターの運転管理データは数百項目から構成されて
おり，そのすべてを使って関係式を作るのはBPQ
アルゴリズムや他のアルゴリズムでも非現実的で
あるため，数法則ニューラルネットワークに用い
る変数の数を減らさなければならない．そのため，
使用する変数は関係式を求めたいデータと相関が
あるデータのみにしたい．そこで，データ間の相
関をどのように見つけるかが次の問題となる．今
候補にあるのは相互情報量を使うということだが，
多変数で相関があるようなデータの場合，相互情
報量だけでは相関を見つけられないデータの組み
合わせが存在する可能性がある．今後はどのよう
に変数の数を削減するか，どのようにデータの相
関を見つけるかが問題となる.
本研究は，北海道における数理データサイエン
スによる地域貢献につながる研究として位置付け
ている．研究実施において，実際の下水処理施設
に関するデータ事項や助言などを頂いた株式会社
データベースに深謝する．
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