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量子ダイナミクスを利用した局在判定

工藤 和恵1,2,a)

概要：量子系の多体局在の判定に，量子コンピューティングを利用する方法を提案する．多体局在は，ア
ンダーソン局在を拡張した概念であり，ランダムな量子多体系で起こる局在現象である．多体局在の判定

には高励起固有状態を使う場合が多いが，本研究では量子ダイナミクスを利用した判定方法を議論する．

量子アニーラの使用を想定して，横磁場イジング模型を用い，磁化と twist overlapの時間発展を数値的に

計算した．これらは，時間発展後に量子ビットの測定から容易に算出できる量である．今回は従来型計算

機で数値計算を行い，サンプル平均から局在相と熱平衡相の違いが判別できることを示す．

Localization detection using quantum dynamics

1. はじめに

量子コンピューティングを利用した量子多体系のシミュ

レーションの研究が，近年盛んになりつつある．特に，比

較的規模の大きい量子アニーラでは，直接量子多体系をシ

ミュレーションする研究もなされている．例えば，量子相

転移のダイナミクスの研究 [1], [2]や，多体局在の研究 [3]

などがある．これらは，数値計算可能な系のサイズを超え

て量子現象を研究できる可能性を示している．

多体局在は，アンダーソン局在を拡張した概念であり，

近年盛んに研究されている [4], [5]．アンダーソン局在は，

金属中の電子の波動関数が，局所ポテンシャルの乱れのた

めに，空間的に局在する現象である．アンダーソン局在が

1粒子波動関数の局在現象であるのに対して，多体局在は

相互作用のある量子多体系で起こる．

多体局在の判定方法にはさまざまなものが提案されてい

る．数値的に研究する場合は，高励起固有状態を使った計

算で，エンタングルメント・エントロピーや準位統計など

を調べるのが代表的な方法である [6], [7], [8]．ただし，数

値計算で扱える量子多体系のサイズは小さい．計算に必要

な状態空間の次元が指数関数的に増大するからである．実

験で多体局在を判定する方法として比較的簡便なのは，時

間発展後に初期状態の記憶がどれだけ保たれているか (記
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憶効果)を調べる，量子ダイナミクスに基づいた方法であ

る [9], [10], [11]．

多体局在転移は，数値的に有限サイズスケーリングに

よって観察されてきた．しかし最近の研究では，それは真

の転移点ではないとされ，本当に多体局在相が存在するか

どうかすら，議論の対象となっている [12]．多体局在転移

を数値的に捉えることが難しい原因の一つは，有限サイズ

効果にある．多体局在がサイズに依存する性質をもつ一方

で，数値計算で扱える量子多体系のサイズは限られている．

量子コンピューティングを利用して大きな系を扱えるよう

になれば，多体局在に関する新たな知見を得られるかもし

れない．

しかし，量子アニーラもゲート型量子コンピュータも，

現在の実機はノイズの影響が避けられない．このため，固

有状態の計算が必要となる方法での多体局在の判定は難し

い．一方で，量子ダイナミクスの性質を利用した判定方法

なら，固有状態を求める必要がない．多体局在の特徴であ

る記憶効果は，量子ダイナミクスを利用して判定できるう

えに，ノイズの影響を受けにくい．量子アニーラを用いた

多体局在の研究 [3]でも，局在の判定に記憶効果を利用し

ている．

本研究では，量子ダイナミクスを利用した，多体局在の

判定方法を議論する．特に，量子アニーラの使用を想定し

て，横磁場イジング模型を用いる．量子アニーラでは逆ア

ニーリングという手法を使うと，古典的な初期状態から，

量子ゆらぎを加えた状態にクエンチして，その状態を一定

時間保った後に再び古典状態にクエンチするといった操作
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ができる．すなわち，横磁場の強さを一定に保ったまま時

間発展させ，最後に量子ビットを測定するという操作がで

きる．量子ビットの測定から容易に算出できる量として，

今回は磁化と twist overlapを採用し，時間発展を数値的に

計算する．本稿では，それらの乱れの強さへの依存性から

局在を判定した研究 [13]について報告する．

2. 模型と方法

以下では，次式の 1次元横磁場イジング模型を用いる．

H =

L−1∑
j=1

Jjσ
z
jσ

z
j+1 +

L∑
j=1

hjσ
z
j −

L∑
j=1

Γjσ
x
j . (1)

ここで，Lは系のサイズ，σx
j と σz

j はそれぞれ，j番目のサ

イトのパウリ行列の x成分と z 成分である．局所磁場 hj

は，[−w,w]の範囲の一様乱数で与える．w は乱れの強さ
である．相互作用 Jj と横磁場 Γj は 1+ rj で与える．ただ

し，rj は [−σ, σ]の範囲の一様乱数である．この Jj と Γj

のランダム性を，ここでは静的ノイズとよぶことにする．

σはノイズの強さである．

波動関数の時間発展は，時間依存シュレーディンガー方

程式の解として得られる．|ψ0⟩を初期状態とすると次式で
表せる．

|ψ(t)⟩ = exp(−iHt)|ψ0⟩. (2)

これは，ハミルトニアンH を対角化すれば，簡単に計算で

きる．初期状態を，H の固有状態 {|ϕk⟩}の重ね合わせと
して |ψ0⟩ =

∑
k ck|ϕk⟩と表せば，次式のように書き換えら

れる．

|ψ(t)⟩ =
2L∑
k=1

ck exp(−iEkt)|ϕk⟩. (3)

ただし，Ek は |ϕk⟩に対応する固有値である．
量子ビットの測定から容易に算出できる量として，磁

化の z 成分 Mz ≡ ⟨ψ|
∑

j σ
z
j |ψ⟩ と，twist overlap z ≡

⟨ψ|Utwist|ψ⟩を扱う．ここで，Utwistはツイスト演算子とよ

ばれており

Utwist = exp

 i
2

L∑
j=1

θjσ
z
j

 (4)

と定義される．ただし，θj = 2πj/Lである．計算基底を

{|s⟩}として，σz
j |s⟩ = szj |s⟩とすると，j 番目のスピンの向

き szj = ±1は量子ビットの測定結果に対応する．波動関数

を，計算基底の 1次結合として |ψ⟩ =
∑

s αs|s⟩と表すと，

Mz =
∑
s

|αs|2
L∑

j=1

szj (5)

となる．twist overlapについても同様にして

z =
∑
s

|αs|2 exp

 i
2

L∑
j=1

θjs
z
j

 . (6)

と表せる．|αs|2 はスピン配置 s = (sz1, s
z
2, . . . , s

z
L) の実

現確率を意味するので，Mz は
∑

j s
z
j の期待値，z は∑

j exp[
i
2

∑
j θjs

z
j ] の期待値である．したがって量子デ

バイスによる計算では，測定結果 (sz1, s
z
2, . . . , s

z
L)から算出

した
∑

j s
z
j および exp[ i2

∑
j θjs

z
j ]の，多数回の平均をとれ

ばよい．

ツイスト演算子 Utwist は，スピンを z 軸周りに角度

θj = 2πj/L回転させることで，スピン波的な励起を起こ

す [14], [15]．熱平衡相での固有状態にツイスト演算子を

作用させると，元の状態と直交した状態になるため z ≃ 0

になると予想される．逆に局在相での固有状態には，ツイ

ストによる長波長の摂動があまり影響しないため，twist

overlap z は有限の値をもつと予想される．

3. 計算結果

3.1 固有状態を用いた計算

量子ダイナミクスを調べる前に，固有状態を用いて局在

の性質を確認しておく．固有状態に基づく結果から熱平衡

相と局在相での性質の違いを確認するとともに，量子ダイ

ナミクスに基づく結果と比較するためである．ノイズなし

(σ = 0)のハミルトニアンを厳密対角化し，エネルギー・ス

ペクトルの中央付近の 20個の固有状態に関して，エンタン

グルメント・エントロピーと twist overlapを計算して平均

をとる．この計算を，L = 8に対しては 104個，L = 10, 12

に対しては 103 個のサンプルに対して行い，それぞれの平

均と分散を計算する．

エンタングルメント・エントロピーは次式で定義される．

SE = −TrρA log ρA, (7)

ここで，ρA は部分系 Aの縮約密度行列である．本研究で

は，部分系 Aをスピン鎖の前半部分にとる．エンタングル

メント・エントロピーは，熱平衡相では体積則，局在相で

は面積則に従うとされている．つまり，熱平衡相から局在

相への転移が起こると SE が減少する．その転移点付近で

は SE の分散がピークをもつことが，報告されている [7]．

図 1は，ノイズのない場合 (σ = 0)の，エンタングルメ

ント・エントロピーと twist overlapの乱れ強度 w への依

存性を表している．図 1(a)はエンタングルメント・エン

トロピー SE，図 1(c)は twist overlapの絶対値の 2乗 |z|2

で，図 1(b)と (d)はそれぞれの標準偏差である．

エンタングルメント・エントロピーは，wの小さい領域

ではほぼ一定の値をもち，w > 1では wの増加に伴い減少

している．その分散は w ≃ 5–10付近でピークをもつ．こ

のピークの付近で転移またはクロスオーバーが起きている

といえる．すなわち，それより w の小さい領域は熱平衡

相，大きい領域は局在相に対応する．

twist overlapに関しては，|z|2 の平均も分散も，wの小
さい領域ではほぼゼロで，wの大きい領域では増加してい
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図 1 ノイズのない場合 (σ = 0) の固有状態から算出した，異なる

系のサイズ L に対する，エンタングルメント・エントロピー

(a, b)，および twist overlap (c, d) の乱れ強度 w への依存

性 [13]．(a) エンタングルメント・エントロピー SE の平均.

(b) SE の標準偏差 δSE．(c) twist overlap の絶対値の 2 乗

|z|2 の平均. (d) |z|2 の標準偏差 δ|z|2．(a, c) のエラーバー

は標準偏差．

る．wの非常に大きい領域で分散がピークをもつように見

えるのは，値が最大値 |z|2 = 1 に接近しているためであ

り，エンタングルメント・エントロピーのピークとは性質

が異なる．|z|2 の平均は熱平衡相でほぼゼロで，局在相で
有限の値をもつという点では，予想通りの結果である．た

だし，分散も wに依存するという様子は，模型の少し異な

る場合 [15]には観察されていない．

3.2 量子ダイナミクスを用いた計算

ここでは，最終時刻 t = Tfin での波動関数を式 (3)

によって求め，Mz = ⟨ψ(Tfin)|
∑

j σ
z
j |ψ(Tfin)⟩ と z =

⟨ψ(Tfin)|Utwist|ψ(Tfin)⟩ を算出する．この計算を，L = 8に

対しては 104 個，L = 10, 12に対しては 103 個のサンプル
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図 2 ノイズのない場合 (σ = 0)の，時間発展の最終時刻での波動関

数から算出した，異なる系のサイズ Lに対する，磁化 (a, b)，

および twist overlap (c, d) の乱れ強度 w への依存性 [13]．

(a) 磁化の z 成分Mz の平均. (b) Mz の標準偏差 δMz．(c)

twist overlap の絶対値の 2 乗 |z|2 の平均. (d) |z|2 の標準偏
差 δ|z|2．(a, c) のエラーバーは標準偏差．

に対して行い，それぞれの平均と分散を計算する．初期状

態はすべてのスピンが上向きの状態，最終時刻は Tfin = 10

とする．

図 2 は，ノイズのない場合 (σ = 0) の，磁化と twist

overlapの乱れ強度 wへの依存性を表している．図 2(a)は

磁化の z成分Mz，図 2(c)は twist overlapの絶対値の 2乗

|z|2 で，図 2(b)と (d)はそれぞれの標準偏差である．

磁化の平均はwの小さい領域ではMz ≃ 0であり，熱平衡

相の性質を示している．wの十分大きな領域ではMz ≃ L

であり，これは初期状態での値を保つ傾向があると言える．

すなわち，局在相の特徴である記憶効果を示している．分

散は全体的に大きく，そのピークは，図 1(b)のエンタング

ルメント・エントロピーのものよりも小さい wの領域にあ

る．これは，後述するように，磁化の時間依存性によると
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ころが大きい．

twist overlapも同様に，wの小さい領域では |z|2 ≃ 0で

あり，熱平衡相の性質を示している．しかし，wの十分大

きな領域では，初期状態での値 |z|2 = 1には届いていない

うえに，分散も大きい．すなわち，記憶効果を示している

とは言えない．むしろ図 2(c,d)は，図 1(c,d)と同様の傾向

を示している．このことから，量子ダイナミクスから求め

た twist overlapは，固有状態の性質を強く反映していると

解釈できる．
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図 3 静的ノイズのある場合 (σ = 0.3)とない場合 (σ = 0)の，時間

発展の最終時刻での波動関数から算出した，磁化および twist

overlapの乱れ強度 wへの依存性 [13]．(a) 磁化の z成分Mz .

(b) twist overlap の絶対値の 2 乗 |z|2. エラーバーは標準偏
差．系のサイズは L = 12．

図 3に示すように，静的ノイズのある場合も，ノイズの

ない場合と同様の性質が見られる．図 3(a)は磁化の z成分

Mz，図 3(b)は twist overlapの絶対値の 2乗 |z|2 であり，
静的ノイズのある場合とない場合のデータがほぼ重なって

いる．すなわち，静的ノイズの影響がほとんど見られない．

しかしながら，後述するように，磁化も twist overlapも，

時間発展には静的ノイズの影響が現れる．図 3では，サン

プル平均を取ることで時間発展の細かな違いがかき消され

た結果，静的ノイズの影響が無視できるほど小さくなった

と考えられる．

3.3 時間発展

波動関数の時間発展が式 (3)で表されることを利用する

と，磁化の時間発展は次式のように表せる．

Mz(t) =

2L∑
k,l=1

ckc
∗
l ⟨ϕl|

L∑
j=1

σz
j |ϕk⟩e−i(Ek−El)t. (8)

同様に，twist overlapの時間発展は次式で表せる．

z(t) =

2L∑
k,l=1

ckc
∗
l ⟨ϕl|Utwist|ϕk⟩e−i(Ek−El)t. (9)

式 (8)(9) に e−i(Ek−El)t が含まれていることから，Mz(t)

も z(t)も振動する要素があることがわかる．実際には，異

なる振動数と振幅をもつ振動の重ね合わせであるため，時

系列は複雑な挙動を示す場合が多い．また，局所磁場がサ

ンプルごとに違うため，同じ時刻 t = Tfin で値を算出して

も，サンプルごとに値が大幅に異なる場合がある．

図 4は，すべてのスピンが上向きの状態を初期状態とし

た場合の，磁化と twist overlapの時間発展を示している．

上段と下段はそれぞれ，磁化の z成分Mz と twist overlap

の絶対値の 2乗 |z|2で，それぞれのパネルには，10本の時

系列がプロットされている．上下の組み合わせ [(a)と (e),

(b)と (f), ...]では，同じ波動関数の時系列のセットを使用

している．つまり，同じ列のパネルの同じ色の曲線は，同

じ波動関数の時系列から算出したものである．

図 4(a)–(c)は，ノイズのない場合 (σ = 0)の，磁化の z

成分Mz の時間発展である．初期状態ではMz = L = 12

で，w が小さい場合 [図 4(a)]は，Mz ≃ 0へと減衰する．

これは，熱平衡相に特徴的な振る舞いであるといえる．た

だし，t = Tfin = 10付近では少しゆらぎが大きくなってお

り，図 2(a)のエラーバーの大きさに寄与している．wが中

程度の場合 [図 4(b)]は，Mz は減少するものの，有限な値

のまわりでゆらぐような振る舞いが見られる．wが大きい

場合 [図 4(c)]は，Mz はほとんど減少せず，初期値の近傍

でゆらいでいる．これは，局在相に特徴的な記憶効果によ

るものだと解釈できる．

図 4(d)は，静的ノイズのある場合 (σ = 0.3)の，磁化の

z成分Mz の時間発展である．wの値は図 4(a)のものと同

じだが，Mz ≃ 0まで近づかずに有限な値のまわりでゆら

ぐサンプルもある．つまり，静的ノイズの有無は時間発展

に影響している．一方で，t = 10での値のバラつき具合

は，図 4(a)と同程度である．このことから，図 3で静的ノ

イズの影響が目立たなかったのは，最終時刻での値のサン

プル平均を取ったためだと解釈できる．

図 4(e)–(g)は，ノイズのない場合 (σ = 0)の，twist over-

lapの絶対値の 2乗 |z|2 の時間発展である．初期状態では
|z|2 = 1で，wが小さい場合 [図 4(e)]は，急速に |z|2 = 0へ

と減衰し，その後も |z|2 ≃ 0を保つ．これは，熱平衡相に

特徴的な振る舞いである．w が中程度の場合 [図 4(f)]は，
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図 4 磁化と twist overlap時間発展 [13]．(a)–(d) 磁化の z 成分Mz．(e)–(h) twist overlap

の絶対値の 2 乗 |z|2．それぞれのパネルに 10 本の時系列をプロットした．上下の組み

合わせ [(a)と (e), (b)と (f), ...]では，同じ波動関数の時系列のセットを使用している．

系のサイズは L = 12．

急速に |z|2 = 0へと減衰した後，やや大きな変動があるサ

ンプルが見られる．w が大きい場合 [図 4(g)]は，|z|2 ≃ 1

近傍で小さく振動するサンプルもあれば，大振幅の振動を

示すサンプルもある．つまり twist overlapは，局在相に特

徴的な記憶効果を，必ずしも示さないことがわかる．

図 4(h)は，静的ノイズのある場合 (σ = 0.3)の，twist

overlapの絶対値の 2乗 |z|2 の時間発展である．同じ wの

値のものである図 4(e)と，ほぼ同様であるが，小さな変動

が見えるサンプルもある．磁化の時系列と比較すると，静

的ノイズは時間発展にもあまり影響していないと言える．

ここで，図 2(c)(d)および図 3(b)の，|z|2 の分散の w依

存性を考察する．式 (9)より，twist overlapの振動の振幅

は ⟨ϕl|Utwist|ϕk⟩に依存する．つまり，固有状態の組み合わ
せに依存する．図 1(c)(d)からわかるように，熱平衡相で

は，固有状態から算出した twist overlapがほぼゼロである

ことから，ほとんどの場合 ⟨ϕl|Utwist|ϕk⟩ ≃ 0で，|z|2 ≃ 0

を保つと考えられる．一方で局在相では，固有状態から

算出した twist overlap も大きな分散を持つ．このため，

⟨ϕl|Utwist|ϕk⟩自体が多様である．すなわち，wが大きい場
合に分散が大きい理由は，単に t = Tfin における値が振動

のためにバラついているためだけではなく，⟨ϕl|Utwist|ϕk⟩
の多様性のためでもある．以上より，ここで見られた twist

overlapの時間発展の様子は，固有状態の特徴を反映して

いると解釈できる．

4. まとめ

本稿では，量子アニーラの使用を想定した，局在判定の

方法の研究 [13]について報告した．横磁場イジング模型の

局所磁場をランダムに与えた多数のサンプルに関して，磁

化と twist overlapの時間発展を計算し，平均をとること

で，局所磁場の乱れの強さへの依存性を議論した．数値計

算によって，熱平衡相と局在相での振る舞いの違いを明ら

かにした．磁化の時間発展は静的ノイズの影響を受ける一

方で，磁化と twist overlapの最終時刻での平均には静的ノ

イズの影響がほとんど現れない．

本研究の条件下では，twist overlapを固有状態から算出

した場合と，時間発展の最終時刻での波動関数で算出した

場合で，ほぼ同様の傾向が見られた．すなわち，量子ダイ

ナミクスから求めた twist overlapは，固有状態の特徴を反

映しうると言える．twist overalpは，量子ビットの測定か

ら容易に算出できるため，量子コンピューティングを利用

した多体局在の判定方法として有望であると言える．
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