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変分量子アルゴリズムを用いたCRRモデルによる原資産価
格のシミュレーション
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概要：量子コンピュータによる高速計算は実社会の様々な課題を解決すると期待されている．これらの高
速計算の多くはハードウェアが受けるノイズによって計算過程に生じるエラーを訂正しながら計算を行う
FTQC（Fault Tolerant Quantum Computer）マシンを前提とするようなアルゴリズムに基づいている一
方で，現在実現しているハードウェアは計算過程でエラーを訂正しない NISQ（Noisy Intermediate-Scale

Quantum Computer）マシンである．このため近年，より早期の実用化を目指してある程度エラーがあっ
ても有用となりうるアルゴリズムの開発とその活用が様々に提案されている．そこで本研究では，金融工
学において頻繁に用いられている，株式や債券といった原資産の価格の変動を二項に近似してシミュレー
ションを行う CRR（The Cox-Ross-Rubinstein）モデルを，NISQ向けの変分アルゴリズムを利用して量
子計算で行うモデルを提案する．
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1. はじめに
昨今，量子コンピュータ実機の登場が話題になっている．

IBM社は自社で開発した量子コンピュータをクラウドで
無料公開し，誰でも手軽に量子計算を行うことができる．
ただし，これらの実機はノイズによって計算過程に発生
するエラーを訂正しない NISQ（Noisy Intermediate-Scale

Quantum Computer）マシンであり，Shorのアルゴリズム
といった計算量が指数的に削減できることが示されている
量子アルゴリズムの多くは，エラーを訂正する機構を備え
た FTQC（Fault Tolerant Quantum Computer）マシンを
前提とする．
このため，近年はエラーが多少生じても有意義な結果を

出力するアルゴリズムの開発が活発化している [1]．代表
的なものは，変分原理を元に基底状態を得る VQEアルゴ
リズム [2]や，断熱計算を行う QAOAアルゴリズム [3]だ
ろう．いずれも，量子状態に何らかの形でパラメータを入
れ込み，古典コンピュータ側で最適化をかける古典量子ハ
イブリッドのアルゴリズムであることが特徴である．ここ
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では総称として変分量子アルゴリズムと呼ぶこととする．
また同時に，近年金融工学に量子計算を活用する研究が

活発化している．金融工学では様々な計算モデルを扱うが，
最も基本的な計算タスクは金融派生商品の価格決定であろ
う．そこではある確率過程のシミュレーションから各タイ
ムステップで何かしらの期待値を計算する，ないしは確率
微分方程式を解くといった計算を行うのだが，対象とする
資産の数が増えたり複雑なモデルであると数値解析に計算
負荷がかかる．ここで，各種の量子アルゴリズムを上手く
使うことでこれらの計算負荷を削減できる可能性がある．
本研究では，変分量子アルゴリズムを利用することで株

価や債券価格といった原資産価格のシミュレーションを
NISQマシンで行うモデルを提案する．原資産価格は金融
工学で基本とされる多期間二項モデルである CRR（The

Cox-Ross-Rubinstein）モデル [4]に従うものとし，変分量
子アルゴリズムには Xiaosi Xuらの手法 [5]を用いる．数
値実験を行い，このモデルが動作する規模を検証する．

2. 線形代数のための変分量子アルゴリズム
線形代数の問題を高速に解く手法は HHL（Harrow-

Hassidim-Lloyd）アルゴリズムが有名であろう [6] [7]．た
だし，この手法は量子回路が深く FTQCマシンであるこ
とを必要とする．そこで，Xiaosi Xuらは，より浅い量子

1ⓒ 2022 Information Processing Society of Japan

Vol.2022-QS-6 No.3
2022/7/7



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

回路で NISQマシンでも動く変分量子アルゴリズムを提案
した [5]．

2.1 行列の乗算
任意の量子状態 |v0⟩に対して，スパースな行列M をか

けて規格化することで，|vM ⟩を得るとする．

|vM ⟩ = M |v0⟩
||M |v0⟩||

(2.1)

ただし，
||M |v0⟩|| =

√
⟨v0|M†M |v0⟩

M |v0⟩ ̸= 0

である．ここで，|vM ⟩は，

HM = I − M |v0⟩⟨v0|M†

||M |v0⟩||2
(2.2)

このハミルトニアンの基底状態であり，基底エネルギーは
0となる．基底状態を得るためには，従来の手法であれば
量子位相推定などを用いるが，NISQマシン向けには変分
量子アルゴリズムを用いる．
まずは，量子状態に任意のパラメータを持つユニタリ行

列をかけ，
|ϕ(θ⃗)⟩ = U(θ⃗)|0⟩ (2.3)

パラメータを入れ込んだ量子状態を用意する．このときの
U(θ⃗)はしばしば ansätzと呼ばれる．さらに，この量子状
態におけるハミルトニアンの期待値が最小になるようにパ
ラメータの最適化を行う．

θ⃗min = argmin
θ⃗

⟨ϕ(θ⃗) |HM |ϕ(θ⃗)⟩ (2.4)

このとき，変分原理に基づき |vM ⟩ = |ϕ(θ⃗min)⟩となる．こ
の手法の興味深い点は，ハミルトニアンの基底エネルギー
が 0であるため，最適化が完了したことが確認できるとい
う点だ．フィデリティは，

||⟨ϕ(θ⃗min)|vM ⟩||2 = 1− EM ( ⃗θmin) (2.5)

となるので，パラメータの最適化の際に打ち切りのエネル
ギーを指定することで，欲しい精度が達成できなさそうで
あれば最適化をあきらめて異なる初期値でやりなおすこと
も可能である．
本研究において，この最適化は，

∂EM

∂θi
≈ EM (θ⃗ + δθi)− EM (θ⃗ − δθi)

2δθi

⃗θi+1 = θ⃗i − a∇EM (θ⃗i), ∀i = 0, 1, ..., T (2.6)

のようにして行った．このときの aはタイムステップ，T

はステップの総数である．

2.2 一次方程式の解
任意の量子状態 |v0⟩に対して，スパースな行列M の逆

行列をかけて規格化することで，|vM ⟩を得るとする．

|vM−1⟩ = M−1|v0⟩
||M−1|v0⟩||

(2.7)

ただし，

||M−1|v0⟩|| =
√

⟨v0|(M−1)†M−1|v0⟩

M−1|v0⟩ ̸= 0

である．ここで，|v−1
M ⟩は，

HM−1 = M†(I − |v0⟩⟨v0|)M (2.8)

このハミルトニアンの基底状態であり，基底エネルギーは
0となる．後は，2.1節と同様に基底状態を求めればよい．

3. 金融工学の計算モデル
金融工学において，金融派生商品の価格付け（デリバ

ティブ・プライシング）は主要な興味の対象である [4]．中
でも有名な問題は，将来のあらかじめ定められた期日に，
株式などの資産（原資産）を現時点で取り決めた価格で売
買する「権利」を取引するオプション取引において，その
「権利」の価格を決定するオプション・プライシングの問題
である．オプション・プライシングはブラックショールズ
方程式を利用して解析解を求めることができることもある
が，実務的には数値解析を要するケースも多く，高速計算
のニーズが存在する．ここでは，それらをいくつか紹介し
つつ，最も基本的な確率過程のモデルである CRRモデル
を解説する．

3.1 数値計算を要するオプション・プライシング
オプションとは，非常に簡単な例で言えば，t日後に 0

日目の今の価格で株を買うことができる権利である．これ
はあくまで権利なので，株価が下がれば権利は破棄すれば
良いし，株価が上がれば権利を執行してその差額分だけ儲
けることができる．金融機関はこういったオプションを顧
客に提供するわけだが，このオプションを無料で提供して
しまうと顧客は「丸儲け」なので，金融機関側はこのオプ
ション自体に値段をつけて顧客に売るということになる．
これこそがまさにオプション・プライシングの問題である．
また，ちょうど t日後に執行するかどうかを決めるものは
ヨーロピアン型，t日後以内にいつでも執行できるものは
アメリカン型と呼ばれ，さらに株を買う権利をコール，売
る権利をプットと区別する．このため，先ほどの例だと，
特にヨーロピアン・コール・オプションと呼ぶことになる．
さて，このヨーロピアン・コール・オプションの価格を

どう決めたら良いだろうか．直感的には，顧客がオプショ
ンによって発生する儲けの期待値を価格としてやればよい
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（無裁定条件）．0日目の現在で価格 S0の株式が t日後に価
格 Stになったとする．このとき，0日目の時点で銀行は顧
客にヨーロピアン・コール・オプションを Price円で売る
とする．すると，

Price = pt(St)max (St − S0, 0) (3.1)

ここで，pt(St)は価格 St が従う確率分布である．ただし，
長期金利による割引は無視するなど，非常に簡単な形式
であることに注意したい．さらに，株価の変動がブラック
ショールズモデルに従うとすれば，Priceは二階の偏微分
方程式であるブラックショールズ方程式に従い，これは拡
散方程式として解くことが可能である．このように容易に
解くことができるという点で，ヨーロピアン・オプション
は金融工学において最も基本的なオプションとして知られ
ている．

図 1 二項モデルによる株式変動の例

さて，問題はアメリカン・プット・オプションである．
一般的にアメリカン・プット・オプションは t日目よりも
前にオプションを執行する可能性が存在する．ここでも簡
単な例を取り上げよう．図 1のような状況を考える．株価
S0 = 100だった株式が 1/2の確率で上昇し S1u = 110に，
1/2の確率で下降し S1d = 80になるとする．次時刻も同
様に二項で変化する．さて，t = 2では，各株価でのオプ
ション執行による利益は，

V2 = max (S0 − St, 0) (3.2)

として，

V2u = 0

V2m = 0

V2d = 40

(3.3)

である．ここでは先ほどの例と異なりプット・オプション
であることに注意したい．これらは実際に時刻 t = 2で市
場の株価がそれぞれの株価になったときのオプションの価
値に相当するものであるといえるだろう．それでは t = 1

のときはどうだろうか．

V1 = max (S0 − St, 0) (3.4)

として，

V1u = 0

V1d = 20
(3.5)

であるはずなのだが，その一方で，オプションの価値につ
いても直感的にはその価値は変動しないという考え方か
ら，下半分の変動について，

V1d =
1

1 + r
(
1

2
V2m +

1

2
V2d)

= 19.8

(3.6)

も成り立つはずである．ここで，長期金利 r = 0.01の項
を導入していることに特に注目したい．これは非負で，項
全体として時間が経つにつれてオプションの価値が下がっ
ていくことを示す．わかりやすく言い換えれば，オプショ
ンを保有しているより，他の長期国債などに投資をしてい
た方がその金利の分だけ儲けが発生するので，オプション
をただ保有しているだけなのは機会損失であるという考え
方に相当する．さて，(3.5)式と (3.6)式とを見比べてみる
と，t = 1で執行して得られる儲けより t = 2になるとオプ
ションの価値が下がってしまうので，t = 1で株価が V1d

になってしまった時点で権利を執行したほうが「お得」で
あることがわかる．t = 3以降を考えても同様で，t = 1で
執行したほうが良い．
さて，このような議論はアメリカン・プット・オプション

で特徴的な事象である．このため，解析的な解を得ること
はできず，必ず何かしらの数値解析を必要とする．よく知
られた手法としては，具体例で挙げたように，原資産の価格
の変動を二項に近似し，まずは 2t+ 1のそれぞれのノード
でいきなり最終日のオプション執行による儲け，つまりオ
プションの価値 Vt(St)を求めてやる．その後、Vt−1(St−1)

を求めてやるのだが，このとき，式と式の二つでより低い
方を採用する．このようにして，「後ろ向きに」計算を進め
ることによって，最終的に欲しい 0日目でのオプションの
価値，つまりオプション価格 V0 を得ることができる．
ここでは詳細に一つの事例としてアメリカン・プット・

オプションを取り上げたが，他にもバリア・オプションや
アジアン・オプションといったエキゾチック・オプション
らも解析解が知られていないものも多く，またそもそも株
価の変動がブラックショールズモデルに従わない確率ボラ
ティリティモデル，局所ボラティリティモデルなどを扱う
となると，同様に数値解析を必要とする．

3.2 CRRモデル
前節で取り上げた株価変動の二項への近似は多期間二項

モデルに相当する．なかでも，u = 1
d などとして近似を行

うモデルをここでは CRRモデルと呼ぶこととする．さて，
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現時点で S0 の原資産価格は，δt後に確率 pで割合 uだけ
増え，確率 1− pで割合 dだけ減るとする．このとき CRR

モデルでは，確率 pと割合 u, dを，

u = exp(σ
√
dt)

d = exp(−σ
√
dt)

p =
exp(µdt)− d

u− d

として設定する．ここで，σ, µはそれぞれボラティリティ，
ドリフトの項で，原資産固有のパラメータである．このよ
うな原資産価格のシミュレーションモデルは金融工学で幅
広く受け入れられており，この過程を元にしてさらに様々
な計算処理を行うことでプライシングを行うこととなる．
（図 2）

図 2 二項モデル

4. 変分量子アルゴリズムのCRRモデルへの
適用

数値解析を要する金融工学のモデルを量子計算で高速化
するには既に様々な取り組みが存在する [8–11,17, 18]．最
終的なプライシングまで行うには，大まかには原資産価格
をシミュレーションした後に期待値計算などを行うという
2ステップになるのだが．いずれも深い量子回路になりが
ちで FTQCであることを必要とする．一方で，NISQマシ
ン向けの先行研究 [12–14]では，確率過程を三項モデルに
近似し上手く確率と変動割合を設定することで一階の微分
方程式として扱い，NISQ向けのハミルトニアン・シミュ
レーションアルゴリズムを用いることで，原資産価格のシ
ミュレーションを比較的浅い回路で行っている．しかし，
この場合は株価の変動は正規分布となり，CRRモデルの
ように金融工学で一般的に扱われるブラック-ショールズ
モデルの対数正規分布と一致しないなど，拡張性にまだま
だ課題が残る．
このため本研究では，金融工学で基本とされる CRRモ

デルによる原資産価格のシミュレーションを，直接 Xiaosi

Xuらの手法で扱うことで NISQマシンでより金融工学に
近いモデルを提案し，柔軟なオプション・プライシングへ
の道筋をつける．また，このモデルはシンプルな帯行列の
計算を対象とすることになるため，金融工学に限らず多く

の分野への活用が見込める．
まず，CRRモデルを線形代数の問題として考える．原
資産が取りうる価格を基底とし、その存在確率をベクト
ル |v0⟩の値とする．すると，δt後の原資産の存在確率は
M |v0⟩となり，このときのM は，

M =



0 1− p

p 0

. . .

0 1− p

p 0


(4.1)

のような帯行列となるので，(2.1)式を利用することができ
る．ただし，簡単のために境界条件を無視していることに
注意したい．

図 3 ansätz．枠の中の回路を d 回繰り返す．ただし，繰り返しに
おいてそれぞれの回転ゲートは別のパラメータを設定する．

ここからは，各式を具体的に示す．(2.3)式の U(θ⃗)に相
当する ansätzは，図 3のように設定した．次に，ハミル
トニアンの期待値は，

⟨ϕ(θ⃗) |HM |ϕ(θ⃗)⟩ = ⟨ϕ(θ⃗)|ϕ(θ⃗)⟩−

⟨0|Ui
†(θ⃗)MUi−1(θ⃗)|0⟩⟨0|Ui−1

†(θ⃗)M†Ui(θ⃗)|0⟩
⟨0|Ui−1

†(θ⃗)MUi−1(θ⃗)|0⟩

(4.2)

それぞれの項は Hadamard testなどで求める．このとき，
i番目のステップにおいて前のステップで得た結果の量子
状態を次のステップでの初期状態とする．このため，

Ui(θ⃗) = U(θ⃗param)Ui−1(θ⃗const) (4.3)

とする。i番目のステップではそれより以前のパラメータ
は固定とする．最初のステップでの初期状態は原資産価格
の初期条件の基底の振幅を 1にすればよいので，単に X

ゲートを用いればよい．
さらに，帯行列のM は，

M =

2n−1∑
i=0

p|i+ 1⟩⟨i|+ (1− p)|i− 1⟩⟨i| (4.4)
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のように表すことができる．先行研究 [15]によれば，

V+(n) ≡
2n−1∑
i=0

|i+ 1⟩⟨i| (4.5)

V−(n) ≡
2n−1∑
i=0

|i− 1⟩⟨i| (4.6)

これらは図 4のような回路で，実装可能なゲートに変換し
ても O(n)である．ただし，ここでも境界条件を考慮して
いないことに注意したい．以上の変換をまとめれば，CRR

モデルを Xiaosi Xuらの手法で扱うことが可能である．

図 4 (a)V+ と，(b)V− の実装例．

5. 数値実験
変分量子アルゴリズムにおいて，提案した ansätzで精度
の良い解を得ることができるかは担保されていない．多く
の場合，ansätzのパラメータ数を増やすことで良い解を得
ることができる一方で，同時に最適化における計算量の増
大を引き起こす．このため，ansätzと合わせてどの程度モ
デルが有効に機能するかを把握することは重要な問題であ
る．本研究では，提案モデルを Qulacs [16]で実装して動
作するか確認し，ansätzの深さを変えながら結果の精度の
検証を行った．
(2.5)式により，欲しい解の精度にあたるフィデリティを

設定することができる．したがって，(2.6)式でパラメー
タの更新を行う上限回数を決めて，その回数のうちに設定
したフィデリティを越えなければ最適化の失敗として打ち
切る．本研究では 100回を上限とし，そのときにフィデリ
ティを越えなければ ansätzが不十分でモデルは有効に動
作しなかったものと見なす．
実機のノイズを考慮しない実装を行ったところ，提案し

たモデルは動作した．ここで，図 5に数値実験の結果を
示す．ansätzの深さが 1で 4タイムステップでのそれぞ
れのフィデリティが 99％以上を要求した際には，10回の
実験を行ったがどれも途中で最適化を打ち切ることとなっ
た．また，ansätzの深さを 5にしてパラメータを増やせば，
10回中 8回で全てのタイムステップでのフィデリティが
99％を達成できたが，パラメータを単純に増やせば必ず高

図 5 数値実験結果．4 量子ビットで 16 × 16 の行列 M を扱う．
ansätz の深さ d に対して，CRR モデルを 4 タイムステップ
進めてたときのそれぞれの結果と解析解との Fidelity が，全
て設定した Fidelity 99 ％, 95 ％, 90 ％より大きければモデ
ルが最後まで動作したものとみなす．各深さと Fidelityで 10

回実験を行う．パラメータは，dt = 0.1, σ = 0.1, µ = 0.1 で
ある．

いフィデリティが達成できるわけではなく，どちらかとい
うと最適化のパラメータ設定の方が重要になると考えられ
る．また，要求するフィデリティを 95％，90％に緩和す
ればより達成しやすくなり，最適化にも余裕が出てきてパ
ラメータを増やすことが特に有効に働くと考えられる．他
方で，高いフィデリティを担保しながら古典コンピュータ
で扱えない規模の行列の演算を行う量子ビット数を扱うと
なるとモデル自体が動作しないと考えられ，有用性として
は厳しい結果となった．

6. まとめ
本研究では，株式や債券といった原資産の価格の変動を

二項に近似してシミュレーションを行う CRRモデルを，
NISQ向けの変分量子アルゴリズムである Xiaosi Xuらの
手法を利用して量子計算で行うモデルを提案した．数値
実験を行い，モデルの動作を確認した．また，結果に高い
Fidelityを要求する際には最適化のパラメータ設定が重要
であり，低い Fidelityを要求する際にはパラメータを増や
すことが有効になるということを明らかにした．一方で，
古典コンピュータで扱えないほど大規模な行列を扱う量子
ビット数で十分な Fidelityを確保するとなると，おそらく
モデル自体が動作しないと考えられ，採用する手法自体を
見直す必要がある．NISQ向けに限らない方針として，本
研究で扱ったような帯行列は量子特異値分解等を用いてそ
の固有空間で演算を進めることで高速に計算することが可
能であると見込めるため，今後このような手法を利用しつ
つ最終的なプライシングまで行う計算モデルを検討したい．
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