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イジングマシンによる制約付きグラフ彩色問題の
彩色数最小化手法

川上 蒼馬1 武笠 陽介2 鮑 思雅2 巴 徳瑪3 新井 淳也3 八木 哲志3 寺本 純司3 戸川 望2

概要：イジングマシンは，イジングモデルあるいはQUBO (Quadratic Unconstrained Binary Optimization)

の基底状態を探索することで，効率的に組合せ最適化問題の準最適解を求めることができる．グラフ彩色
問題は，組合せ最適化問題の一つで，辺で接続された任意の 2頂点が同じ色にならないように，グラフの
すべての頂点に色を割り当てる問題である．グラフ彩色問題をイジングモデルあるいは QUBOにマッピ
ングする手法が提案されているが，彩色数の最小化は考慮されていない．また実問題に応用するための付
加制約を含めた手法も知られていない．本稿では，彩色数の最小化および付加制約を考慮したグラフ彩色
問題を QUBOにマッピングする手法を提案する．まずスピン数の増加を抑えた上で，彩色数を最小化す
る目的関数を導入する．さらに，付加制約として指定した頂点を指定した色で塗る制約および特定の色の
使用回数を制限する制約を導入する．このとき，理論的に QUBOが基底状態をとると，制約を満足した上
で目的関数が最小化される．イジングマシン実機を用いた実験の結果，付加制約を考慮しないとき，既存
手法と比較して彩色数が平均で 75.1%削減された．また，付加制約を考慮した場合，すべての制約を満た
す解を得ることを確認した．

1. はじめに
組合せ最適化問題は，離散多変数関数を最小化または最

大化する変数の値を探索する問題である．組合せ最適化問
題は，変数の個数が増えるにしたがって，組合せの数が指
数関数的に増加する．NP困難な組合せ最適化問題を多項
式時間で解くアルゴリズムは発見されておらず，ノイマン
型コンピュータでは最適解の探索が難しいため，実用上は
ヒューリスティックな手法によって現実的な計算時間で準
最適解を求めることが望ましい [1]．
イジングマシン [2], [3], [4], [5], [6] は，イジングモデ

ル [7]あるいはこれと等価なQuadratic Unconstrained Bi-

nary Optimization (QUBO)モデルの基底状態を探索する
ことで，組合せ最適化問題を解法するものである．組合せ
最適化問題をイジングモデルや QUBOにマッピングする
ことで，イジングマシンは効率的に組合せ最適化問題を解
くことができる．
組合せ最適化問題の一つに，グラフ彩色問題がある．グ

ラフ彩色とは，ある制約条件のもとでグラフの要素に色を
割り当てることであり，例として頂点彩色問題や辺彩色問
題，面彩色問題がある．中でも頂点彩色問題とは，辺で接
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続された任意の 2頂点が同じ色にならないように，グラフ
のすべての頂点に色を割り当てることである．頂点彩色に
おける最小彩色数を求める問題はNP困難である [8]．グラ
フ彩色問題に対して，特定の頂点を指定した色で塗る制約
や色の使用回数を制限する制約などの付加的な制約を課す
ことによって (制約付きグラフ彩色問題と呼ぶ)，さまざま
な現実問題に応用することができる．例えば，スケジュー
リングや周波数の割り当てに応用できる [9]．
グラフ彩色問題はこれまで [10]，[11]など，さまざまな
発見的手法が提案されており，さらにイジングマシンを用
いてグラフ彩色問題を解法する手法としても [12]が知られ
ている．[12]では，グラフ彩色問題をイジングモデルある
いは QUBO にマッピングする手法が提案されているが，
実現可能な頂点彩色をイジングモデルあるいは QUBOに
マッピングするのみで，色数の最小化はなされていない．
加えて，指定した頂点を指定した色で塗る制約や特定の色
の使用回数を制限する制約など，彩色問題の付加制約をイ
ジングモデルあるいは QUBOにマッピングする手法は知
られていない．
本稿では，制約付きグラフ彩色問題をイジングマシンに

よって効率良く解法する手法を提案する．頂点彩色を実問
題に応用するための付加制約として，指定した頂点を指定
した色で塗る制約と，特定の色の使用回数を制限する制約
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を導入する．2つの付加制約を考慮し，なるべく少ない彩
色数で頂点彩色する問題として，制約付きグラフ彩色問題
を定義し，制約付きグラフ彩色問題を QUBOにマッピン
グする手法を提案する．また，QUBOの値が最小ならば，
制約付きグラフ彩色問題の最適解が得られることを理論的
に証明する．
本稿の実験では，イジングマシンを用いて制約付きグラ

フ彩色問題を解き，提案手法を用いることで制約付きグラ
フ彩色問題の解が得られることを示す．また，付加制約を
考慮しない頂点彩色を対象として，既存手法との比較を行
い，提案手法では彩色数が削減されることを示す．
本稿の貢献は以下の 3点である．

(1) 制約付きグラフ彩色問題を定義し，制約付きグラフ彩
色問題を QUBO モデルにマッピングする手法を提案
した．

(2) 提案した QUBOが最小エネルギーをとるとき，制約
付きグラフ彩色問題の最適解が得られることを証明
した．

(3) 実イジングマシンを用いた評価により，従来手法に比
較して彩色数が 75.1%減少し，また付加制約を考慮し
た場合すべての制約を満たす解を得ることを確認した．

本稿の構成を以下に示す．2章で，制約付きグラフ彩色
問題を定義する．3章で，イジングマシンによる制約付きグ
ラフ彩色問題の解法を提案する．4章で，イジングマシン
を用いた実験の結果を説明する．5章で，本稿をまとめる．

2. 制約付きグラフ彩色問題
V を頂点の集合，Eを辺の集合とし，グラフG = (V,E)

を考える．頂点彩色とは，以下に示す 2つの制約を満たす
ように，Gのすべての頂点に色を割り当てることである．
（1）1つの頂点に割り当てる色は 1つである．
（2）隣接する頂点の色は異なる色である．
制約 (1)を重複彩色禁止制約，制約 (2)を隣接頂点異色制
約と呼ぶ．また，本稿では新たに以下に示す 2つの付加制
約を導入する．
（3）特定の頂点は指定した色で彩色する．
（4）特定の色は指定した回数以下しか使用しない．
制約 (3)を彩色指定制約，制約 (4)を色数制限制約と呼ぶ．
このとき，制約付きグラフ彩色問題を以下のように定義
する．
定義 1. 制約付きグラフ彩色問題とは，グラフ G = (V,E)

と，特定の頂点を特定の色で彩色する場合，頂点と色の組
の集合，さらに特定の色について使用可能な回数制限が与
えられたときに，重複彩色禁止制約，隣接頂点異色制約，
彩色指定制約，色数制限制約の 4つの制約を満足した上で，
最小の彩色数で彩色する問題である．
制約付きグラフ彩色問題は，ラウンドロビンスケジュー

リングや航空機スケジューリング，タスク割り当てなどの
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(a) グラフ G = (V,E)．
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(b) 制約付きグラフ彩色問題
の解．

図 1: 制約付きグラフ彩色問題の例．

スケジューリング問題に応用できる [13]. また，制約付き
グラフ彩色問題は，周波数割り当てにも応用できる [14]．
例えばラジオ局の周波数割り当ては，ラジオ局を頂点と
し，同じ周波数を割り当てられないラジオ局を辺で接続し
たグラフを対象とした制約付きグラフ彩色問題に置き換え
られる．
例 1. 図 1(a)のようにグラフ G = (V,E)が与えられたと
する．彩色指定制約として，頂点 1を赤色で塗る制約，色
数制限制約として，緑色の使用回数を 1回以下とする制約
が与えられたとする．このとき，制約付きグラフ彩色問題
を解法すると図 1(b)のようになる．辺で接続されたすべ
ての頂点が異なる 1つの色で彩色され（重複彩色禁止制約，
隣接頂点異色制約），さらに頂点 1が赤色で彩色され（彩色
指定制約），緑色の使用回数は 1回以下である（色数制限
制約）．

3. 制約付きグラフ彩色問題の提案手法
本章では，制約付きグラフ彩色問題をイジングマシンに

よって効率良く解法する手法を提案する．また，QUBOの
値が最小ならば，制約付きグラフ彩色問題の最適解が得ら
れることを理論的に証明する．

3.1 イジングモデルとQUBO

イジングモデルは磁性体の性質を表す模型である．エネ
ルギーが最小の状態を基底状態と呼ぶ．イジングモデルの
エネルギーは，式 (1)のように表される．

H(σ) = −
∑
i<j

Jijσiσj −
N∑
i=1

hiσi (1)

σ はイジング変数 σ = {σ1, σ2, . . . , σN}を表す．σi はイ
ジングスピンで，+1あるいは −1のいずれかの値をとる．
N はスピンの数を表し，Jij , hiはそれぞれ相互作用，局所
磁場を表す. エネルギーH(σ)を最小にする σを求めるこ
とで基底状態が求まる．
QUBOは，式 (2)によって表される．
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(a) バイナリ変数 qi,c の値の例． (b) グラフの例．
図 2: バイナリ変数 qi,c で表されるグラフ彩色問題の解の
例

H(q) =
∑
i<j

Jijqiqj +

N∑
i=1

hiqi (2)

q はバイナリ変数 q = {q1, q2, . . . , qN}を表す．qi は，0

あるいは 1のいずれかの値をとる．式 (3)に示す変数変換
を行い，Ji,j ならびに hi の値を修正することで，QUBO

とイジングモデルは相互に変換できるため，QUBOとイジ
ングモデルは等価である．

qi =
σi + 1

2
(3)

式 (1)あるいは式 (2)は，エネルギー関数やハミルトニ
アンと呼ばれる．

3.2 QUBOマッピング
制約付きグラフ彩色問題を QUBOにより定式化するた

めに，縦方向を頂点 i ∈ V とし，横方向を色 cとしたN×C

の表を作り，各値をバイナリ変数 qi,c で表す．N はグラフ
Gの頂点数を表し，C は色数を表す．バイナリ変数 qi,c を
式 (4)のように定義する．

qi,c =

{
1 （頂点 iを色 cで塗る）
0 （頂点 iを色 cで塗らない） (4)

バイナリ変数 qi,c を用いて表される制約付きグラフ彩色問
題の解の例を図 2に示す．図 2(a)のように各変数の値が
決定したとき，図 2(b)のように，頂点 0，頂点 1，頂点 2，
頂点 3，頂点 4にそれぞれ色 1，色 3，色 0，色 3，色 2を
割り当てる．
制約付きグラフ彩色問題をイジングマシンによって解く

ために，イジングモデルや QUBOで表現する必要がある．
以下に，制約付きグラフ彩色問題を QUBOで表す方法を
提案する．
3.2.1 重複彩色禁止制約
重複彩色禁止制約は，1つの頂点に割り当てる色は 1つ

であるという制約で，式 (5)のように定式化できる．
C−1∑
c=0

qi,c = 1 (i = 0, 1, . . . , N − 1) (5)

式 (5)が成り立つとき最小値 0をとる制約項として，H1

を以下の式 (6)で定義する．

H1 =

N−1∑
i=0

(
C−1∑
c=0

qi,c − 1

)2

(6)

3.2.2 隣接頂点異色制約
隣接頂点異色制約は，隣接する頂点の色は異なる色であ

るという制約で，式 (7)のように定式化できる．∑
(i,j)∈E

C−1∑
c=0

qi,cqj,c = 0 (7)

式 (7)が成り立つとき最小値 0をとる制約項として，H2を
以下の式 (8)で定義する．

H2 =
∑

(i,j)∈E

C−1∑
c=0

qi,cqj,c (8)

3.2.3 彩色指定制約
彩色指定制約を定式化するために，彩色が指定された頂

点と色の組を表す集合をAと定義する．いずれの頂点にも
あらかじめ色を割り当てないとき，A = ∅とする．頂点 i

に色 cを割り当てるとき，(i, c)を Aの要素とする．この
とき，彩色指定制約は，式 (9)のように定式化できる．

∀(i, c) ∈ A, qi,c = 1 (9)

式 (9)が成り立つとき最小値 0をとる制約項として，H3を
以下の式 (10)で定義する．

H3 =
∑

(i,c)∈A

(1− qi,c) (10)

3.2.4 色数制限制約
色数制限制約を定式化するために，色数制限制約の対象

となる色の集合を B と定義する．いずれの色にも使用可
能回数を指定しないとき，B = ∅とする．色 cの使用可能
回数を lcとするとき，cを Bの要素とする．色数制限制約
は，式 (11)のように定式化できる．

∀c ∈ B,

N−1∑
i=0

qi,c ≤ lc (11)

ここで QUBOは，式 (11)のような不等式制約をそのま
ま表現することができない．そのため式 (11)を等式制約
に変換する．まず補助バイナリ変数 yc,n ∈ {0, 1}を導入す
る．cは B の要素，nは 0 ≤ n ≤ lc − 1を満たす整数であ
る．式 (11)が成り立つとき，式 (12)を満たすような適当
な変数 yc,n が存在する．

∀c ∈ B,

N−1∑
i=0

qi,c −
lc−1∑
n=0

yc,n = 0 (12)

式 (12)が成り立つとき最小値 0をとる制約項として，H4

を以下の式 (13)で定義する．

H4 =
∑
c∈B

(
N−1∑
i=0

qi,c −
lc−1∑
n=0

yc,n

)2

(13)
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3.2.5 目的関数
目的関数 Hobj を提案する．いま，m は C 個の色のう

ち，彩色に使用しない色の個数とする．このとき，目的関
数 Hobj は以下のように記述できる．

Hobj = −m (14)

Hobjが最小となるとき，彩色に使用しない色の個数が最大
となるため，彩色数は最小となる．mはバイナリ変数 qi,c

を用いて次のように表される．

m =

C−1∑
c=0

N−1∏
i=0

(1− qi,c) (15)

例えば，バイナリ変数 qi,c が図 3(a)のように与えられた
とする．ここで，(1− qi,c)の値をとり，縦方向に積をとる
と，カラムごとに図 3(b)のような値を得ることになる．こ
れらの値を加えると，彩色に使用しない色の個数が求めら
れる．
ところが式 (15)は，展開して整理すると qi,c の N 次式
となる．式 (2)に表されるように QUBOは二次形式とな
るため，式 (15)は，そのままでは QUBOとならない．そ
こで，以下の手順により，式 (15)を二次形式に変換するこ
とを提案する．
一般に，k 個のバイナリ変数 bi (1 ≤ i ≤ k)の積は，係

数が負のとき，式 (16)のように変形できる [15], [16]．

−b1b2 . . . bk = min
x∈{0,1}

((
k − 1−

k∑
i=1

bi

)
x

)
(16)

ここで xは補助バイナリ変数である．式 (16)の左辺の値
は，xが 0あるいは 1の値のいずれかをとるとき，右辺の
値を小さくする方と一致する．
そこで，C 個の補助バイナリ変数 xc (1 ≤ c ≤ C)を用意
し，以下のように式 (15)を変形する．

−m =

C−1∑
c=0

(
−

N−1∏
i=0

(1− qi,c)

)

=

C−1∑
c=0

min
xc

((
N − 1−

N−1∑
i=0

(1− qi,c)

)
xc

)

=

C−1∑
c=0

min
xc

(
(N − 1)xc −

N−1∑
i=0

xc(1− qi,c)

)

=

C−1∑
c=0

min
xc

(
xc

(
N−1∑
i=0

qi,c − 1

))
(17)

式 (14)を最小化することは，補助バイナリ変数を含めて，
式 (17)の右辺を最小化することと等価である．式 (17)よ
り，式 (14)に示した目的関数 Hobj は，バイナリ変数 qi,c

および補助バイナリ変数 xc を用いて，式 (18)のような xc

と qi,c の二次形式に変換できる．

Hobj =

C−1∑
c=0

xc

(
N−1∑
i=0

qi,c − 1

)
(18)

(a) バイナリ変数 qi,c の値の
例．

+ + =

(b)図 3(a)における (1−qi,c)

の値と各カラムの積．
図 3: 使用しない色の個数の定式化の例．

3.2.6 エネルギー関数
エネルギー関数Hを式 (19)のように定義する．α, β, γ, δ

はハイパーパラメータであり，正の定数である．

H = Hobj + αH1 + βH2 + γH3 + δH4 (19)

イジングマシンによって，H が最小となるような NC 個
の変数 qi,c，C 個の変数 xc，

∑
lc 個の変数 yc,n の組を探

索することで，制約付きグラフ彩色問題の解が得られる．
このとき，必要なバイナリ変数数は，(N + 1)C +

∑
lc 個

である．

3.3 理論的最適性
本節では，式 (19)が特定の条件を満足するとき，制約付
きグラフ彩色問題の最適解を与えることを示す．
命題 1. H1 = 0ならば制約付きグラフ彩色問題の解は重
複彩色禁止制約を満たす．

証明. 式 (6)より，H1 = 0のとき，0 ≤ i ≤ N − 1を満た
す任意の整数 iについて，式 (20)が成り立つ．

C−1∑
c=0

qi,c − 1 = 0 (20)

式 (20)より，任意の iについて，qi,0, qi,1, . . . , qi,C−1の C

個のバイナリ変数のうち，値が 1となるのはただ 1つであ
る．式 (4)より，全ての頂点に割り当てられる色はただ 1

つであり，重複彩色禁止制約を満たす．

命題 2. H1 = 0のとき，H2 = 0ならば制約付きグラフ彩
色問題の解は隣接頂点異色制約を満たす．

証明. 式 (8)より，H2 = 0のとき，0 ≤ c ≤ C − 1を満た
す任意の整数 cについて，式 (21)が成り立つ．

∀(i, j) ∈ E, qi,c = 0 ∨ qj,c = 0 (21)

式 (21)より，辺で接続された任意の 2頂点 i, j は，同じ色
で彩色されない．命題 1より，H1 = 0ならば任意の頂点
に割り当てられる色は 1つなので，辺で接続された任意の
2頂点 i, j は異なる色で彩色され，隣接頂点異色制約を満
たす．

命題 3. H3 = 0ならば制約付きグラフ彩色問題の解は彩
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色指定制約を満たす．

証明. 式 (10)より，H3 = 0のとき，式 (22)が成り立つ．

∀(i, c) ∈ A, qi,c = 1 (22)

式 (22) より，集合 Aの任意の要素 (i, c)について，頂点
iに色 c が割り当てられているので，彩色指定制約を満た
す．

命題 4. H4 = 0ならば制約付きグラフ彩色問題の解は色
数制限制約を満たす．

証明. 式 (13)より，H4 = 0のとき，式 (23)が成り立つ．

∀c ∈ B,

N−1∑
i=0

qi,c =

lc−1∑
n=0

yc,n (23)

式 (23)の右辺は，lc個のバイナリ変数の和なので，式 (24)

が成り立つ．

∀c ∈ B, 0 ≤
lc−1∑
n=0

yc,n ≤ lc (24)

式 (23)，式 (24)より，式 (25)が成り立つ．

∀c ∈ B, 0 ≤
N−1∑
i=0

qi,c ≤ lc (25)

式 (25)より，集合 B に含まれる任意の色 cについて，使
用回数が lc 回以下なので，色数制限制約を満たす．

命題 5. Hobj が最小ならば，彩色数は最小である．

証明. fc を次のように定義する．

fc = xc

(
N−1∑
i=0

qi,c − 1

)
(26)

式 (18)，式 (26) より，目的関数 Hobj は次のように表さ
れる．

Hobj =

C−1∑
c=0

fc (27)

式 (27)より，Hobjが最小のとき，0 ≤ c ≤ C−1を満たす任意
の整数 cについて，fcが最小となる．また， min

xc∈{0,1}
fc = −1

を満たす整数 cの個数が最大となる．∑
i qi,c = 0のとき，∑i qi,c− 1 < 0なので，fcは xc = 1

のとき最小となり，最小値は fc = −1である．
一方で，∑i qi,c ≥ 1のとき，∑i qi,c − 1 ≥ 0なので，式

(26)は xc = 0のとき最小となり，最小値は fc = 0である．
逆に， min

xc∈{0,1}
fc = −1 ならば，∑i qi,c = 0 なので，

0 ≤ i ≤ N を満たす任意の整数 iについて，qi,c = 0が成り
立ち，色 cは彩色に使用されていない． min

xc∈{0,1}
fc = 0な

らば，∑i qi,c ≥ 1なので，qi,c = 1なる 0 ≤ i ≤ N を満た
す整数 iが存在し，色 cは彩色に使用されている．

min
xc∈{0,1}

fc = −1を満たす整数 cの個数が最大であると
き，彩色に使用されていない色の個数が最大なので，彩色
数は最小となる．

命題 1～命題 5のもと，定理 1が成立する．
定理 1. α > C, β > C, γ > C, δ > C のとき，H が最小
かつ 0以下ならば制約条件を満たし彩色数が最小である，
すなわち，制約付きグラフ彩色問題の最適解を与える．

証明. グラフの頂点数をN，色数を C とする．式 (14)よ
り，Hobj が取りうる値の範囲は

−C ≤ Hobj ≤ 0 (28)

である．H1 ≥ 1 または H2 ≥ 1 または H3 ≥ 1 または
H4 ≥ 1のとき，α > C, β > C, γ > C, δ > C より，

αH1 + βH2 + γH3 + δH4 > C (29)

が成り立つ．式 (19)，式 (28)，式 (29)より，

H > 0 (30)

が成り立つ．
H1 ≥ 1または H2 ≥ 1または H3 ≥ 1または H4 ≥ 1の
とき，式 (29)が成り立つので，対偶より，H ≤ 0ならば
H1 = H2 = H3 = H4 = 0である．命題 1，命題 2，命題
3，命題 4，命題 5より，H が最小かつ 0以下ならば，4つ
の制約条件をすべて満たし彩色数が最小である．

4. 評価実験
本稿では，イジングマシンとして Amplify Annealing

Engine [17]を用いて提案手法を評価した．本章では，ハイ
パーパラメータの調整結果，既存手法との比較結果，付加
制約を考慮した彩色問題におけるイジングマシンの解を評
価する．

4.1 評価方法
本実験では，評価指標として平均彩色数 χaveと成功確率

psuc を用いる．
平均彩色数は，制約条件を満たす解における彩色数の平

均である．イジングマシンを r 回実行し，rs 回成功した，
すなわち制約条件を満足したとき，平均彩色数は式 (31)で
求められる．ただし，χi は，制約を満たす rs 個の解のう
ち i番目の解の彩色数である．

χave =
1

rs

rs∑
i=1

χi (31)

成功確率 psucは，イジングマシンによって得たグラフ彩
色問題の解が，制約条件を満たす確率である. イジングマ
シンを r回実行し，解が制約条件を満たした回数が rs回の
とき，成功確率は式 (32)で求められる．
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(a) 平均彩色数．
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(b) 成功確率．
図 4: ハイパーパラメータの調整結果．

psuc =
rs
r

(32)

4.2 ハイパーパラメータ調整
式 (19)に示したエネルギー関数 H のハイパーパラメー
タ α, βと，彩色数および成功確率の関係を調べるための実
験を行った．
4.2.1 実験概要
任意の 2頂点間に辺が存在する確率を p = 0.5とし，頂

点数をN = 50，色数を C = 50として，グラフを 100個作
成する．δ = ϵ = 0として付加制約は考慮しない．α, β の
値をそれぞれ，α = 0.1, 0.2, . . . , 1.5，β = 0.5, 0.6, . . . , 1.5

として，1つのグラフにつき 165通りの解を求め，平均彩
色数と成功確率を計測した．
4.2.2 実験結果
実験結果を図 4に示す．図 4(a)より，αの値が小さくな
るほど，平均彩色数は小さくなることがわかる．ただし，
α ≤ 0.2では，成功確率が psuc = 0であり，平均彩色数は
定義不可能であった．図 4(b)より，α ≥ 1かつ β ≥ 1のと
き，成功確率は 1であった．0.1 ≤ α ≤ 0.9では，αの値が
小さくなるほど，成功確率は低くなった．
成功確率が psuc = 1の範囲では，α = β = 1のとき平均

彩色数が最小となった．成功確率が psuc > 0の範囲では，
α = 0.4, β = 0.9のとき平均彩色数が最小となった．
3.3節で証明した定理 1では，ハイパーパラメータの値
の範囲が α > C, β > C であるが，実験では α ≥ 1, β ≥ 1

と，より小さな値で成功確率が psuc = 1となった．これ
は，α ≥ 1, β ≥ 1ならば Hobj の係数が制約項の係数を超
えず，色数の最小化が制約よりも優先されないからである
と考えられる．

4.3 既存手法との比較
本節では，提案手法を既存手法と比較する．既存手法と

して，文献 [12] の QUBO 定式化を用いた．文献 [12] の
QUBO定式化は，3.2.5項で議論した色数の最小化は考慮
されていないことに注意する．
4.3.1 実験概要
任意の 2頂点間に辺が存在する確率を p = 0.5とし，頂

点数を N = 20, 40, . . . , 200，色数を C = N として，それ
ぞれグラフを 50個作成する．δ = ϵ = 0として付加制約は
考慮しない．α = β = 1としたときの既存手法，提案手法，
および α = 0.4, β = 0.9としたときの提案手法の 3通りで
解を求め，それぞれ平均彩色数と成功確率を測定し，比較
する．
4.3.2 実験結果
実験結果を図 5に示す．図 5(a)より，α = β = 1とした

とき，提案手法を用いることで，既存手法と比較して平均で
68.2%彩色数が削減された．また，α = 0.4, β = 0.9とす
ると，既存手法と比較して平均で 75.1%彩色数が削減され
た．図 5(b)より，既存手法および，α = β = 1での提案手
法の成功確率はつねに 1であった．また，α = 0.4, β = 0.9

での提案手法の成功確率はつねに 1未満であり，グラフの
頂点数が大きくなるにしたがって，成功確率が高くなる傾
向にあった．

4.4 付加制約の検証
2章に示した 2つの付加制約を考慮してグラフ彩色問題

を解く実験を行った．
4.4.1 実験概要
集合 Aと集合 B の要素数をいずれも nとする．N 個の
頂点から異なる n個の頂点を任意に選択し，C 個の色から
異なる n個の色を任意に選択する．選択した n個の頂点と
色の組 (i, c)を Aの要素とする．また，色を任意に n個選
択し，色と使用回数の組 (c, lc)を n個作成して B の要素
とする．lc は，1 ≤ lc ≤ 3を満たす整数からランダムに決
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(a) 平均彩色数． (b) 成功確率．
図 5: 既存手法 [12]と提案手法の比較実験の結果．

定する．nの値を n = 5, 10, 15, . . . , 30として，集合 A,B

をそれぞれ 50通り作成する．N = C = 100, p = 0.5とし
て，グラフを 6個作成し，1つのグラフにつき 50通りの解
を求める．
γ = 1.2, δ = 1 とし，α = β = 1 としたときと，

α = 0.4, β = 0.9 としたときでそれぞれ平均彩色数と
成功確率を測定する．
4.4.2 実験結果
実験結果を図 6に示す．図 6(a)より，nの値が大きく

なるにしたがって，平均彩色数は増加することがわかる．
α = 0.4, β = 0.9としたときの方が，α = β = 1としたとき
よりもつねに平均彩色数が少なかった．図 6(b)より，nの
値が大きくなるにしたがって，成功確率は減少する傾向に
あることがわかる．また，5 ≤ n ≤ 25では，α = β = 1と
したときの方が成功確率が高かったが，30 ≤ n ≤ 40では，
α = 0.4, β = 0.9としたときの方が成功確率が高かった．

5. おわりに
本稿では，彩色数の最小化および実問題に応用可能な
付加制約を考慮した制約付きグラフ彩色問題を QUBOに
マッピングする手法を提案した．加えて，提案したQUBO

が基底状態をとるとき，制約を満足した上で彩色数が最小
化されることを理論的に証明した．実イジングマシンを用
いた実験の結果，付加制約を考慮しないとき，提案手法で
は既存手法と比較して彩色数が削減された．また，付加制
約を考慮したとき，提案手法によってすべての制約を満た
す解が得られた．
今後の課題として，実験結果に則したハイパーパラメー
タの条件下で最適性の評価が挙げられる．また，付加制約
を考慮した問題の解の精度を上げるために，ハイパーパラ
メータ γ, δ の調整が必要である．
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