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分散メモリ型並列計算機におけるTSQRアルゴリズムを
用いた帯行列化アルゴリズムの性能分析

中村 祥大1,a) 廣田 悠輔1,b)

概要：実対称行列の帯行列化を行う Bischofのアルゴリズムでは，繰り返し行われる QR分解がその主要

な処理の一つとなる．分散メモリ型並列計算機においては，QR分解を行うアルゴリズムによっては頻繁

な集団通信が必要となる．このため高並列環境では QR分解処理が帯行列化全体の性能を低下させる要因

になることが知られている．帯行列化における QR分解を適切に実装された TSQRアルゴリズムにより

行うことで高性能を実現できるという予想がなされているが，既存の帯行列化プログラムには TSQRアル

ゴリズムを用いたものはなく，またそのようなプログラムを作成して性能評価を行ったという報告も我々

の知る限り存在しない．我々は，TSQRアルゴリズムを QR分解に用いる帯行列化プログラムを分散メモ

リ型計算機向けに実装し，その性能の評価および分析を行った．行列次数 n = 16384，プロセス数 64と

して実験したところ，TSQR版帯行列化プログラムは他の QR分解アルゴリズムを用いたものに比べて約

8%高速となった．また，TSQRアルゴリズムルーチンの実行時間内訳の分析により，行列要素の再分配処

理が性能ボトルネックとなっていることを確認した．

NAKAMURA Shota1,a) HIROTA YUSUKE1,b)

1. はじめに

実対称密行列 Aと正整数 kが与えられるときに，

U⊤AU = B (1)

を満たす n× n直交行列 U，半帯幅 kの n× n実対称帯行

列 B を求める行列操作を帯行列化という．本研究では，n

が数千から数十万程度であり，kが数十から数百程度であ

る場合の（すなわち k ≪ nである場合の）帯行列化につい

て扱う．大規模密行列を扱うため，このような帯行列化を

分散メモリ型並列計算機（以下，単に並列計算機）により

行うことを考える．

実対称行列の帯行列化は，特に実対称密行列固有値問題

の求解において重要な役割を果たす．実対称密行列固有値

問題を解くには，与えられた密行列をより固有対の計算が

容易な中間形行列に相似変換し，中間形行列の固有対を求

め，その結果から元の固有ベクトルの固有対を求めるとい

う手順がよく用いられる．古典的には実対称三重対角行列
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を中間形に用いる方法（[1], Sec. 8.3）が用いられてきた

が，近年は中間形に実対称帯行列を用いる方法 [2], [3]も用

いられる．中間形に実対称帯行列を用いる方法は，実対称

三重対角行列を用いる方法と比べて，中間形の固有対を求

める計算量が増大するものの，アルゴリズム・実装の工夫

により密行列から中間形に相似変換する際の主記憶アクセ

スや通信のコストを軽減できることが知られている．近年

の並列計算機においては，主記憶アクセスや通信にかかる

時間が計算にかかる時間に対して相対的に長くなる傾向が

あるため，中間形に帯行列を用いる手法の開発の重要度が

増している．したがって，実対称密行列の帯行列化の高速

化技術の研究は重要である．

実対称行列の帯行列化には，Bischofの帯行列化アルゴ

リズム [4]を用いるのが一般的である．Bischofのアルゴリ

ズムは，

( 1 ) panel matrixと呼ばれる縦長ブロックを QR分解し，

( 2 ) QR分解結果を利用して，行列積と対称 rank-2k 更新

により trailing matrixと呼ばれるブロックを更新する

というステップにより k行 k列ずつ行列要素を消去する操

作を n/k回繰り返し，与えられた実対称行列を帯行列化す

る．この繰り返しにおける QR分解にはどのようなアルゴ
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リズムを用いてもよく，例えば Householder QRアルゴリ

ズム（[1], Sec. 8.3.1），TSQRアルゴリズム [5]，Cholesky

QRアルゴリズム [6]などが利用できる．

並列計算機を用いて大規模行列計算を行う場合，その行

列要素を各プロセスに分散して記憶させる．このため，行

列計算の途中にプロセス間で計算の途中結果を通信してや

り取りする必要がある．並列計算機においては，一般的に

通信時間がプログラム全体の性能を低下させる主要な要因

となる．特に，多数のプロセスが同時に通信を行う集団通

信は，プロセス数が多い場合にセットアップ時間が長くな

り，実際に通信するデータサイズが小さい場合であっても

大きく性能を阻害する要因となりえることが知られてい

る．したがって，高い並列度の並列計算機で高性能な行列

計算プログラムを実現するには，単に各プロセスに均等に

タスクを割り当てるといった並列化の基本を守るだけでな

く，集団通信を削減するようにプログラムを構成する必要

がある．

Bischofのアルゴリズムを用いる帯行列化プログラムを

並列計算機で実行する場合には，QR分解を行う際の集団

通信が問題になりえる．Bischofのアルゴリズム中で QR

分解を行う一般的な方法として，Householder QRアルゴ

リズムがある．Householder QRアルゴリズムでは, QR分

解対象の行列の各列に対しハウスホルダ変換を順に適用

することで QR分解を行う．Householder QRアルゴリズ

ムを標準的な方法で実装して並列計算機で動作させると，

O(分解対象行列の列数)回の頻繁な集団通信を必要とする．

そのため，高並列環境では Householder QRアルゴリズム

による集団通信が，Bischofのアルゴリズムの全体性能に

対するボトルネックとなると考えられる．このような問題

を回避するため，Bischofのアルゴリズム中の QR分解を，

TSQRアルゴリズムに置き換えることが考えられている．

TSQRアルゴリズムは，Householder QRアルゴリズムと

比べて計算量が多いものの，集団通信を O(1)回のみ行う

実装が可能である．このため，このような置き換えにより，

高並列環境における帯行列化全体の実行時間を短縮できる

という予想がなされている [7]．

しかしながら我々の知る限り，現在，広く使われる並列

計算機向け帯行列化プログラムは，いずれも Bischofの帯

行列化アルゴリズムまたはその派生であるWuのアルゴリ

ズムを採用しているが，その中のQR分解には TSQRアル

ゴリズムは用いられていない．例えば，ドイツの研究チー

ムにより開発された固有値計算ライブラリ ELPA [8]に含

まれる ELPA2ソルバの帯行列化では，Householder QRア

ルゴリズムが用いられている．また，理化学研究所の研究

チームにより開発された EigenExa [9]に含まれるソルバ

eigen sxは，このソルバの五重対角化（すなわち k = 2の

帯行列化）の際に Cholesky QRアルゴリズムが用いてい

る．加えて，Bischofのアルゴリズム内で TSQRアルゴリ

ズムを用いた QR分解を行う際，自然に考えられる実装法

を用いた場合には QR分解の前後に新たな前/後処理が発

生となる．このような追加のオーバーヘッドを考慮し，実

際の性能を議論した研究は報告されていない．

そこで本研究では，QR分解に TSQRアルゴリズムを用

いる Bischofのアルゴリズムの並列計算機における性能を

調査する．より具体的には，QR分解に Householder QR

アルゴリズム，TSQRアルゴリズムを用いる Bischofのア

ルゴリズムに基づく帯行列化プログラムをそれぞれ作成し，

その実行時間を実際に並列計算機上で測定する．また，そ

の結果をもとに QR分解アルゴリズムの違いによる性能特

性について分析を行う．

本稿の構成は以下のとおりである．第 2節では，Bischof

の帯行列化アルゴリズムの概要について述べる．また，

Bischofのアルゴリズム内で必要となる QR分解アルゴリ

ズムを行う方法として，Householder QR アルゴリズム，

TSQR アルゴリズムの概要を述べる．第 3 節では，我々

の実装する帯行列化プログラムについて述べる．第 4節で

は，実装した帯行列化プログラムの性能評価を行い，その

結果について議論する．最終節でまとめと今後の課題につ

いて述べる．

2. 帯行列化に用いられるアルゴリズム

実対称密行列の帯行列化を行うアルゴリズムにはさまざ

まな手法がある．例えば，Bischofのアルゴリズムや，そ

の改良であるWuのアルゴリズムなどがある [10]．本章で

は，広く用いられる帯行列化アルゴリズムである Bischof

のアルゴリズムと，その中で必要となる QR分解を行うア

ルゴリズムについて概要を説明する．ここでは本研究で主

に用いる，Householder QR アルゴリズムと TSQR アルゴ

リズムについて述べる．

2.1 Bischofのアルゴルリズム

Bischofのアルゴルリズムは，n × n実対称密行列 Aを

半帯幅 k の帯行列 B に変換する．本アルゴリズムの疑似

コードを Alg. 1に示す．

Bischofのアルゴリズムの中心となる処理は，Aの縦長

ブロックM に対するQR分解（Alg. 1，第 4行）と，その

結果を用いた Aの更新（Alg. 1，第 7行）の n/k回の繰り

返しであり，繰り返しごとに Aは k 行 k 列ずつ要素が消

去され，徐々に帯行列へ変換される．この繰り返しの中で

行われるQR分解には任意のQR分解アルゴリズムを利用

可能である．QR分解は約 n/k回行われ，そのアルゴリズ

ムの性能が帯行列化全体の性能に影響を及ぼす．

2.2 Householder QRアルゴリズム

QR分解対象の行列Mを r×c行列とする（ただし r ≥ c）．

Householder QRアルゴリズムは Householder変換により
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Algorithm 1 Bischofのアルゴリズム
Input: n× n 実対称密行列 A，半帯幅 k

Output: U⊤AU = B となる直交行列 U，半帯幅 k の帯行列 B

1: U ← I

2: for i = 0, 1, . . . , n/k − 2 do

3: M ← A[(i+ 1)k + 1 : n, ik + 1 : (i+ 1)k + 1]

4: QR←M と QR 分解する

5: Qpart ←
[

I O

O Q

]
6: U ← Q⊤

partU

7: A← Q⊤
partAQpart

8: end for

9: B ← A

10: return U,B

Algorithm 2 Householder QRアルゴリズム
Input: r × c 行列M (r ≥ c)

Output: M = QRとなる r× r 直交行列 Qと r× c上三角行列 R

1: Q← I

2: for i = 1, 2, . . . , c− 1 do

3: v ←


Mi,i

...

Mr,i


4: v の第 2 要素以降を 0 にするようなハウスホルダ変換を行う

行列 Hi を求める．

5: Qi ←
[

I O

O Hi

]
6: M ← QiM

7: Q← QQ⊤
i

8: end for

9: R←M

10: return Q,R

行列M の QR分解を行う．アルゴリズムの疑似コードを

Alg. 2に示す．M の i列目に対し，i + 1行目以降の要素

を 0にするようなハウスホルダ変換を行う行列 Hi を作成

し，HiをM に左からかけることにより，M を上三角行列

Rへ変換する．また，Hi は直交行列であるため，Hi の積

として Qが構成される．

2.3 TSQRアルゴリズム

TSQRアルゴリズムは Demmelらにより提案された通

信回避型の QR 分解アルゴリズムである．疑似コードを

Alg. 3 に示す．TSQRアルゴリズムでは，Alg 3の 1行目

に示されるように行列M を縦に二分割し，分割後の行列

M1,M2 に対する QR分解を行う．その後，それらの分解

結果を用いてM に対する QR 分解を行う．分割後の行列

Q1, Q2 に対する QR分解は，どのような QR分解アルゴ

リズムを用いても良いが，その行列が更に分割可能である

限り TSQR アルゴリズムを再帰的に適用することが可能

である．

Algorithm 3 TSQRアルゴリズム
Input: r × c 行列M (r ≥ 2c)

Output: M = QRとなる r× r 直交行列 Qと r× c上三角行列 R

1:

[
M1

M2

]
←M と縦方向に 2 分割する

2: Q1R1 ←M1 と QR 分解する
3: Q2R2 ←M2 と QR 分解する

4: Q̃R←
[

R1

R2

]
と QR 分解する

5: Q←
[

Q1 O

O Q2

]
Q̃

6: return Q,R

3. Bischofのアルゴリズムの分散メモリ型並
列計算機向け実装

この節では我々が実装した異なる二つの QR分解アルゴ

リズム（Householder QRアルゴリズム，TSQRアルゴリ

ズム）を用いる帯行列化プログラムについて説明する．

基本的な実装方針として，我々はプログラムのすべて

の機能を自作するのではなく，プログラムの下位ルーチ

ンとして ScaLAPACK とその依存ライブラリ（PBLAS，

BLACS，LAPACK）の機能を用いる．プログラムの自作

部分については C99規格の C言語を用いて実装する．

以下では，まず帯行列化アルゴリズム中で用いる QR分

解結果の格納形式である compact WY表現 [11]について述

べる．その後，Bischofのアルゴリズム，Householder QR

アルゴリズムを用いる QR分解ルーチン, TSQRアルゴリ

ズムを用いる QR分解ルーチンの実装について説明する．

3.1 Compact WY表現

Bischofのアルゴリズム（Alg. 1）では，縦長行列M に

対する QR分解M = QRの結果を必要とする．この分解

結果のQは帯行列化対象の行列のブロックの更新などに用

いられる．この行列を密行列として構成・記憶し，その密

行列をブロックの更新に用いることは実行時間，主記憶使

用量の面から望ましくない．より少ないメモリ量でQを記

憶し，またブロック更新の実行時間を抑制するための方法

として，compact WY 表現が提案されている．この表現で

は，Qを密行列として陽に記憶する代わりに，

Q = I − Y TY ⊤

となる r × c下三角行列 Y，c × c上三角行列 T を記憶す

る．これにより，Qの保存に必要な記憶領域をO(r2)から

O(rc)へ削減できる．また，Bischof のアルゴリズムによ

るAの更新処理が行列の rank-2k更新により行えるように

なり，実行時間の面でも有利である．

Compact WY表現の優位性を利用するため，実装する

帯行列化プログラムでは QR 分解ルーチン出力の Q を

compact WY 表現を用いて保存し，それを利用する．す
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Algorithm 4 Bischofのアルゴリズムの実装
Input: n× n 実対称密行列 A, 半帯幅 k

Output: 帯行列化後の行列 B, 帯行列化に用いた行列 Yi, Ti

1: for i = 0, 1, · · · , n/k − 2 do

2: Apart ← A[(i+ 1)k + 1 : n, ik + 1 : (i+ 1)k + 1]

3: Aupdate ← A[(i+ 1)k + 1 : n, (i+ 1)k + 1 : n]

4: (I −YiTiY ⊤
i )R← Apart // QR分解（Compact-WY表現）

5: C ← AupdateYiTi // PDGEMM, PDSYMM

6: D ← T⊤
i Y ⊤

i C/2 // PDGEMM

7: E ← C − YiD // PDGEMM

8: A[(i+1)k+1 : n, (i+1)k+1 : n]← Aupdate−YiE⊤−EY ⊤
i

// PDSYR2K

9: end for

10: B ← A

11: return B, Yi, Ti

なわち，QR 分解ルーチンの入力として M を受け取り，

M = (I − Y TY ⊤)Rとなる上三角行列 Rと Qの compact

WY表現 Y, T を出力する．

3.2 Bischofのアルゴリズムの実装

我々の帯行列化プログラムは，Bischofのアルゴリズム

は山本（2005）[10]に記載のあるアルゴリズムを参考に，

ScaLAPACK の機能を下位ルーチンとして用いて実装さ

れている．行列の分散には 2D block-cyclic形式を用いる．

この実装では，入力として n× n実対称密行列 Aと半帯幅

kを受け取り，出力として半帯幅 kの帯行列 Bと Ui, Tiを

構成する．この Ui, Ti を用いることで (1)を満たす直交行

列 U を構成できる．

本プログラムの動作をAlg. 4に示す．このアルゴリズム

では，Aの縦長部分M に対する QR分解が n/k 回発生す

る．この処理には後述するQR分解ルーチンを用いられる．

また，QR分解結果の Ti, Yiを用いて，Aの左下部分Aupdate

を更新する際には，5回の行列行列積と 1回の rank-2k更

新が必要となる．これらの処理には ScaLAPACKの行列

積ルーチンである PDGEMM, PDSYMMと rank-2k 更新

ルーチンである PDSYR2Kを用いる．

3.3 Householder QR版QR分解ルーチン

Householder QR版 QR分解ルーチンの動作を Alg. 5に

示す．動作は大きく分けて 2 ステップからなる．第 1 ス

テップとして，M をHouseholder QRアルゴリズムによっ

てQR分解する．この処理は ScaLAPACKのQR分解ルー

チンである PDGEQRFを呼び出すことで実装した．この

ルーチンによって，QR 分解結果の R とハウスホルダリ

フレクタの組 (vi, τi) (i = 1, 2, . . . , c − 1) が構成される．

第 2ステップとして，得られた (vi, τi)から Y, T を構成す

る．これには Schreiberらのアルゴリズムを参考に実装し

た．アルゴリズムを Alg. 6に示す．このアルゴリズムで

は，2(c− 2) 回の行列ベクトル積が発生する．

この QR 分解ルーチン全体で発生する集団通信の回数

Algorithm 5 Householder QR版 QR分解ルーチン
Input: r × c 行列M (r ≥ c)

Output: M = (I−Y TY ⊤)RとなるQの compact WY表現 Y, T

と r × c 上三角行列 R

1: M を Householder QRアルゴリズムによって QR分解し，R と
ハウスホルダリフレクタの組 (vi, τi) (i = 1, . . . , c− 1) を得る

2: Schreiberらのアルゴリズムにより (vi, τi) から Y, T を構成（後
処理）

3: return Y, T,R

Algorithm 6 ハウスホルダリフレクタから compact WY

表現を構成する手順
Input: Q のハウスホルダリフレクタ (vi, τi) (i = 1, 2, . . . , c− 1)

Output: Q の compact WY 表現 Y, T

1: Y = v1

2: T =
[

τi

]
3: for k = 2, 3, . . . , c− 1 do

4: z ← −τiTY ⊤vi

5: Y ←
[

Y yi

]
6: T ←

[
T z

0⊤ τi

]
7: end for

8: return Y, T

について述べる．ステップ 1では，PDGEQRFの内部で

O(c)回の集団通信が発生する．ステップ 2（Alg. 6）では，

1，2行目の実行に定数回の集団通信が発生する．また，3

行目以降の forループの中で，行列ベクトル積が 2(c−2)回

発生するが，それぞれの実行には定数回の集団通信を行う

必要がある．従って，ステップ 2では O(c)回の集団通信

が発生する．以上より，Householder QR 版 QR 分解ルー

チンでは，合計で O(c)回の集団通信が発生する．

3.4 TSQR版QR分解ルーチン

TSQR版QR分解ルーチンは，Ballard（2013）[12]に記

載のアルゴリズムを参考に実装されている．ルーチン全体

の動作を Alg. 7に示す．実装した QR 分解ルーチンの動

作は大きく分けて 5ステップからなる．以下，各ステップ

について詳しく説明する．

第 1ステップとして，与えられたM の保存形式を変更す

る．開始時点でM は親ルーチンで用いる 2D block-cyclic

形式で分散保存されている．しかしながら，以降のステッ

プを効率よく動作させるためにはM が 1D row block形式

で各プロセスへ格納されている必要がある．そのため，M

を 2D block-cyclic形式から 1D row block形式へ再分配す

る．再分配は実装の簡潔さから，2つの処理に分けて行っ

た．各処理には 1回の集団通信が発生する．はじめに，M

を 2D block-cyclic形式から 1D row block-cyclic形式に変

換する．この処理には，BLACSの行列コピールーチンで

ある PDGEMR2Dを用いた．その後，1D row block-cyclic

形式に再分配されたM を 1D row block形式へ再分配す
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る．この処理にはMPIライブラリを利用した自作ルーチ

ンを用いた．

第 2ステップとして，再分配後のM に対し TSQR アル

ゴリズムを適用する．アルゴリズムを Alg. 8に示す．各プ

ロセスがこのアルゴリズムを同時に実行する．第 3節で述

べた TSQRアルゴリズムは与えられた行列を再帰的に分

割し処理を行うが，M はステップ 1ですでに分割されてい

るため，このアルゴリズムでは各 QR分解結果を再帰的に

マージしていく．また，第 3節で示した Alg. 3では，各小

行列に対する QR分解結果の Q1, Q2 を陽に構築している

が，実装上は使用メモリ量の観点からそれを避け，代わり

にハウスホルダリフレクタによって各 Qi を表現する．今

回の実装では，Qi を構成するハウスホルダリフレクタの

組 (vi, τi)を 1つの行列W とベクトル xの形で管理する．

この QR分解には LAPACKEルーチンの DGEQRFを用

いた．アルゴリズムの実行後，プロセス 0にM の QR分

解結果である R̃が，各プロセスにWi,j ,xi,j が格納される．

このステップでは 1回の集団通信が発生する．

第 3ステップとして，第 2ステップで求めたWi,j から

Qthin を構成する．ここで，Qthin とは，M の QR分解結

果におけるQの最初の c列からなる行列である．この構成

には Alg. 9を用いる．この処理に 1回の集団通信が発生

する．

第 4ステップとして，R̃,Qthin から Y, T,Rを構成する．

はじめに，Qthin を modified LU分解する．Modified LU

分解とは，

Qthin −

[
S

O

]
= LU

となるような，対角要素が ±1の対角行列 S，r× c単位下

三角行列 L，c× c上三角行列 U を求める操作である．こ

の処理には Alg. 10を用いた．このアルゴリズム中の 4行

目，S, L0, U を求める処理は，BLASの rank-1更新ルー

チンである DGERルーチンなどにより実装した．また，6

行目の Liを求める処理には，三角行列に対する方程式を解

くBLASルーチンであるDTRSMを用いた．Modified LU

分解の実行後，求めた Lは各プロセス内に 1D row block

形式で分散保存される．その後，得られた S,L, U を用い

て Y = L, T = −USY ⊤
1 , R = SR̃とする．ここで，Y1 は

Y の (1, 1)要素を左上とする c × c正方行列である．第 4

ステップには合計で 1回の集団通信が発生する．

第 4ステップ終了時点では，構成した T,Rは全要素がプ

ロセス 0に，Y は 1D row block形式で各プロセスに分配さ

れている．第 5ステップとして，これらの行列を 2D block-

cyclic 形式で再分配する．T の再分配は PDGEMR2Dを 1

回用いることで実現した．また，Y,Rの再分配は，ステッ

プ 1 と逆に，始めに Y,R を自作のルーチンを用いて 1D

row block-cyclic形式に変換し，その後に PDGEMR2Dを

Algorithm 7 TSQR版 QR分解ルーチン
Input: r × c 行列M (r ≥ c)

Output: M = (I−Y TY ⊤)RとなるQの compact WY表現 Y, T

と r × c 上三角行列 R

1: M の要素を再分配（前処理）
2: M を TSQRによって QR分解し，R̃,Wi,j ,xi,j を生成（TSQR

版 QR 分解）
3: R̃,Wi,j から Qthin を構成
4: Qthin をmodified LU分解し，その結果を用いて Y, T,Rを構成
5: Y, T,R を再分配（後処理）
6: return Y, T,R

Algorithm 8 TSQRアルゴリズムの実装
Input: 自身のプロセス番号 i,プロセス iが持つM の部分行列Mi

Output: Wi,j ,xi,j , R̃

1: Wi,0,xi,0, R←Mi と QR 分解する
2: for k = 1, 2, . . . , ⌈log p⌉ do
3: if i ≡ 0 mod 2k and i+ 2k−1 < p then

4: j ← i+ 2k−1

5: プロセス j から R̃i を受け取る

6: Wi,k,xi,k, R̃i ←
[

R̃i

R̃j

]
と QR 分解する

7: else if i ≡ 2k−1 mod 2k then

8: プロセス i− 2k−1 へ R̃i を送信する
9: end if

10: end for

11: if i = 0 then

12: R̃← R̃i

13: end if

14: return Wi,j ,xi,j , R̃

用いて 2D block-cyclic形式へ変換することで実現した．ス

テップ 5には合計で 3回の集団通信が発生する．

各ステップでの集団通信は定数回のみであり，TSQR版

QR分解ルーチン全体で O(1)回の集団通信が発生する．

なお，我々の帯行列化ルーチン（Alg. 4）では，帯行列

化が進むにつれ行数が列数に対して十分大きくない行列

の QR分解を行う必要がある．ところが，本副節で説明し

た TSQR版 QR分解ルーチンの実装では， pプロセスで

r× c行列M のQR 分解を行う際，cp ≤ rが満たされてい

る必要がある．このため，TSQRアルゴリズムをQR分解

に用いる帯行列化ルーチンであっても，cp ≤ rが満たされ

ていない場合には Householder QR版 QR分解ルーチンを

用いている．このような状況は少数かつ次数の小さい行列

の QR分解でのみ発生するため，全体の実行時間に与える

影響は僅かである．

4. 数値実験

本節では実装した帯行列化プログラムを並列計算機で実

行し，その性能を評価・分析する．

4.1 実験条件

QR分解に Householder QRアルゴリズムを用いる帯行
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Algorithm 9 Qthin の構成手順
Input: Wi,j ,xi,j , プロセス数 p, 自身のプロセス番号 i

Output: Qthin の部分行列 Qi

1: if i = 0 then

2: Q̃0 ← I

3: end if

4: for k = ⌈log p⌉, ⌈log p⌉ − 1, . . . , 1 do

5: if i ≡ 0 mod 2k and i+ 2k−1 < p then

6: j ← i+ 2k−1

7:

[
Q̃i

O

]
に (Wi,k,xi,k)が表現する Qを左から掛け，その

結果を

[
Q̃i

Q̃j

]
と分割する

8: プロセス j へ Q̃j を送信する
9: else if i ≡ 2k−1 mod 2k then

10: プロセス i− 2k−1 から Q̃i を受け取る
11: end if

12: end for

13:

[
Q̃i

O

]
に (Wi,0,xi,0) が表現する Q を左から掛け，その結果

を Qi に格納する
14: return Qi

Algorithm 10 Modified LU分解
Input: プロセス番号 i，r × c 行列 Qthin の部分行列 Qi

Output: Qthin −
[

S

O

]
= LU となるような，対角要素が ±1の

対角行列 S，r × c 単位下三角行列 L の部分行列 Li, c× c 上三
角行列 U

1: if i = 0 then

2: Q0 − S = L0U となるような S,L0, U を求める
3: U を他の全プロセスへブロードキャスト
4: else

5: プロセス 0 から U を受け取る
6: Li ← QiU−1

7: end if

8: return S,Li, U

列化ルーチン（Householder QR版ルーチン）およびTSQR

分解アルゴリズムを用いるルーチン（TSQR版ルーチン）

をそれぞれ，以下に示す複数の行列サイズとプロセス数の

組み合わせに対して実行し，その実行時間を測定する．

• 行列 Aの次数 n = 16384, 32768．

• プロセス数 p = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64．

行列 Aの半帯幅 kは 32とし，要素は乱数を用いて生成す

る．二次元ブロックサイクリック方式のブロックサイズ b

は 60とする．

本実験はすべて表 1に示す並列計算機（北海道大学Grand

Chariot）を用いて行う．プロセスは 1ノードあたり 2プ

ロセスを割当て，各プロセス内では 20スレッドを使用す

るように設定する．

4.2 帯行列化全体の実行時間およびその内訳

二種類の帯行列化プログラムの実行時間全体とその内訳

を図 1，図 2に示す．図中の各項目の意味は以下のとおり

である．

• total：帯行列化ルーチン全体の実行時間．

• QR decomp：QR分解ルーチンの実行時間．

• update：QR 分解の結果を用いた，Aの更新処理の実

行時間．

いずれの行列サイズでも，実行時間全体に占める QR 分

解ルーチンの実行時間の割合が，プロセス数の増加に伴っ

て増大していることがわかる．ここから，実行プロセス数

が多い場合には，QR分解にかかる時間が全体に対し無視

できない時間を占めており，QR分解の高速化が帯行列化

全体の高速化に寄与すると言える．また，いずれの行列サ

イズでも，プロセス数の増大に対する QR 分解の高速化

率は TSQR版が Householder QR版よりも高く，プロセ

ス数が大きい場合には TSQRアルゴリズムによる QR分

解ルーチンがより高速になることが確認できた．一方で，

行列の更新処理は両プログラムで同じ実装になっており，

実行時間の差はほとんどない．結果，Householder QR版

ルーチンに対する TSQR版ルーチンの実行時間全体の高

速化率は，n = 16384の場合は約 8%，n = 32768の場合は

約 7% と 10%未満である．そのため，TSQR版ルーチンは

Householder QR版よりも高速に動作するものの，本実験

で行った 64プロセス以下の実行では，その差は大きくな

いと言える．

4.3 QR分解に関連する実行時間の内訳

QR分解ルーチンの実行時間内訳を図 3，図 4に示す．

図中の各項目の意味は以下のとおりである．

• total：QR分解ルーチン全体の実行時間（図 3，図 4

の QR decomp と同一）．

• QR comp：QR分解処理そのものの実行時間．House-

holder QR版ルーチンでは Householder QRアルゴリ

ズムによる QR分解，TSQR版ルーチンでは TSQR

アルゴリズムと modified LU分解による Y, T,Rの構

成にかかる時間である．

• pre/post comp：前/後処理の実行時間．Householder

QR版ルーチンでは Schreiberらのアルゴリズムによ

る Y, T の構成，TSQR版ルーチンでは入力行列の再

分配，出力行列の再分配である．

実行プロセス数が 4以上となるすべての実行条件において，

前/後処理にかかる時間が QR分解本体の実行時間よりも

長くなった．また，TSQR版ルーチンは並列度を高めるに

つれ各項目の実行時間が Householder QR版ルーチンより

も高速になった．しかしながら，これらの条件下では 16プ

ロセス以上での実行時に，TSQR版ルーチンの各項目の高

速化率に鈍化が見られた．以上の結果から，TSQR版 QR

分解ルーチンはプロセス数が多い条件下では Householder

QR版 QR分解ルーチンより高速に動作するものの，前/

後処理の実行時間が依然として大きなボトルネックとなっ
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表 1 実験に用いる並列計算機の各ノードの構成

CPU Intel Xeon Gold 6148（20 コア，40 スレッド，1.536 TFLOPS）× 2 ソケット

主記憶 DDR4，192 GB × 2

コンパイラ mpiicc (Intel C++ Compiler (icc) 19.1.3.304)

コンパイルオプション -std=c99 -O3 -xCORE-AVX512 -lmkl scalapack lp64 -lmkl blacs intelmpi lp64 -mkl

図 1 Bischof のアルゴリズム全体の実行時間とその内訳（n = 16384）

ていることがわかる．

5. まとめと今後の課題

本研究では異なる二つの QR分解アルゴリズム（House-

holder QRアルゴリズム，TSQRアルゴリズム）を用いる

帯行列化プログラムをそれぞれ実装し，分散メモリ型並列

計算機の最大 32ノード（64プロセス）を用いて性能分析

を行った．64プロセス実行時には，TSQRアルゴリズム

を用いる帯行列化プログラムは Householder QRアルゴリ

ズムを用いるものと比べ約最大 10%高速となった．実行

時間プロファイリングにより，TSQRアルゴリズムによる

QR分解の前処理および後処理が，プログラムの性能ボト

ルネックの一つとなっていることが確認された．

今後の課題としては，TSQR アルゴリズムによる QR

分解の前処理および後処理にかかる時間を低減するため，

Bischofのアルゴリズム中で TSQRアルゴリズムを使用す

るのに適したデータ分散方式の検討が挙げられる．
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図 4 QR 分解ルーチンの実行時間内訳（n = 32768）
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