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1. はじめに 
安定結婚問題(SMP)は同数存在する男女（男女

の人数を「サイズ」と呼ぶ）がそれぞれ異性に

対する好みの順序を持つとき、ブロッキングペ

アを持たないマッチングを求める問題を言う。

ただし、ブロッキングペアとは、マッチングに

おけるペア間で、ペアを組んでいる人物よりも

るという男女のペアを指す [1]。 

SMP はマッチングが必要となる様々な場面で利

用できるのだが、代表的な例として研修医の病

院への配属や、大学の学生の研究室配属などの

社会的な配属の問題が挙げられる。 

SMP は様々な分野から研究が行われているが、

そのうち研究が行われてきた分野の一つに「安

定マッチングの数」というものがある。これま

で行われてきた研究により、サイズ 4までにおけ

る SMPで、安定マッチングを最も多く持つインス

タンスがどのようなものであるかが判明してい

る。また、一般のサイズ nに対する安定マッチン

グ数の上限 f(n)についての上界についても研究

が行われており、A.R.Karlin は f(n)が指数サイ

ズで抑えられると証明した [2]。 

本研究では、未だ研究が行われていない f(5)

の具体的な数値および f(5)を持つインスタンス

の構造について考察を行う。 

2. 安定結婚問題 
サイズ n安定結婚問題(SMP)では、n人の男性集

合 Hと n人の女性集合 Dが存在する。各人は異性

を好きな順に並べた「選好順序」を持つ。 

1人の男性 hと 1人の女性 dの組み合わせ(h,d)

をペアと呼ぶ。いずれかのペアにすべての男性

および女性が属し、かつすべての人が 1つより多

くのペアに属さないとき、それらのペアの集合 M

をマッチングと呼ぶ。 

 

 

 

 

 

マッチング M に含まれるペア(h,d)について、

男性 hに対する 女性 d、女性 dに対する男性 hを

そ れ ぞ れ に 対 す る パ ー ト ナ ー と 呼 び 、 

𝑑 = 𝑝𝑀 (ℎ), ℎ = 𝑝𝑀 (𝑑)と書く。 

① (ℎ’, 𝑑’) ∉ 𝑀 𝑎𝑛𝑑 ℎ’ ∈ 𝐻 𝑑’ ∈ 𝐷 
② 𝑑 <ℎ′  𝑝𝑀(ℎ’) 
③ ℎ <𝑑′  𝑝𝑀(𝑑’) 
反対に、ブロッキングペアを含まないマッチ

ングを「安定マッチング」と呼び、SMP は安定マ

ッチングを求める問題である。 

具体例として、サイズ 4の SMPを示す。この例

は f(4)=10個の安定マッチングを持つインスタン

スである [3]。 

 
図 1サイズ 4の SMP とその安定結婚グラフ 

安定マッチングを 10個持つ 

3. 安定結婚グラフ 
SMP を表現するための手段として有向グラフを

用いる方法がある。SMP を表現する安定結婚グラ

フは次のような点集合と枝集合のペアとして定

義される [4]。 

⚫ 点集合：𝐻 × 𝐷 

⚫ 枝集合：𝐴 = 𝐴𝐻 ∪ 𝐴𝐷 
 𝐴𝐻 = {(ℎ, 𝑑), (ℎ, 𝑑′) | ℎ ∈ 𝐻, 𝑑, 𝑑′ ∈

𝐷, 𝑑′ <ℎ 𝑑} 
 𝐴𝐷 = {(ℎ, 𝑑), (ℎ′, 𝑑) | ℎ, ℎ′ ∈ 𝐻, 𝑑 ∈

𝐷, ℎ′ <𝑑 ℎ} 
また、次のように点集合の部分集合を定義する。 
⚫ 𝑝𝑟𝑒𝐻(ℎ, 𝑑) = {(ℎ, 𝑑′)|𝑑′ ∈ 𝐷, 𝑑′ <ℎ 𝑑} 
⚫ 𝑝𝑟𝑒𝐷(ℎ, 𝑑) = {(ℎ′, 𝑑)|ℎ′ ∈ 𝐻, ℎ′ <𝑑 ℎ} 
⚫ 𝑠𝑢𝑐𝐻(ℎ, 𝑑) = {(ℎ, 𝑑′)|𝑑′ ∈ 𝐷, 𝑑 <ℎ 𝑑′} 
⚫ 𝑠𝑢𝑐𝐷(ℎ, 𝑑) = {(ℎ′, 𝑑)|ℎ′ ∈ 𝐻, ℎ <𝑑 ℎ′} 

さ ら に 、 あ る 点 (ℎ, 𝑑) が 𝑝𝑟𝑒𝐻(ℎ, 𝑑) = ∅

, 𝑝𝑟𝑒𝐷(ℎ, 𝑑) = ∅となる点をそれぞれ男性最良点、

女性最良点と呼ぶ。また、𝑠𝑢𝑏𝐻(ℎ, 𝑑)内に対して
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h に関する選好順序が一番高い点を次良点と呼ぶ。 

3.1. 安定マッチングの導出 

安定結婚グラフを用いて安定マッチングを導

出する際、「既約化」と「ローテーションに沿

った交換」という操作を行う。 

既約化とは、男性最良点または女性最良点に

支配されている点と、その点に接続されている

辺を除去することを言う。ここで、男性（女性）

最良点(ℎ, 𝑑)に支配されているとは、𝑠𝑢𝑐𝐷(ℎ, 𝑑)に

属することを呼ぶ。既約化が行われた安定結婚

グラフを既約安定結婚グラフと呼び。既約安定

結婚グラフの男性（女性）最良点の組は安定マ

ッチングとなる。 

また、既約安定結婚グラフの部分グラフとし

て、次の様なグラフを定義する。 

⚫ 点集合：男性最良点の集合𝑀1と次良点𝑁1の

集合 

⚫ 枝集合：{((ℎ, 𝑑’), (ℎ, 𝑑)) ∈ 𝐴𝐻 | (ℎ, 𝑑) ∈

𝑀1, (ℎ, 𝑑′) ∈ 𝑁1} ∪ {((ℎ′, 𝑑′), (ℎ, 𝑑′)) ∈

𝐴𝐷 | (ℎ′, 𝑑′) ∈ 𝑀1} 
以上の様に定義されたグラフをローテーショ

ングラフと呼び、このグラフに存在する有向閉

路をローテーションと呼ぶ。ローテーション上

の最良点とその点に接続されている辺を除去す

ることを「ローテーションに沿った交換」（以

下、交換）と呼ぶ。 

交換により点が除去された後の既約安定結婚

グラフの最良点の組は安定マッチングとなるた

め、交換によって得られたローテーションの半

順序集合からインスタンスから求められる全て

の安定マッチングを求めることができる。 

3.2. ローテーションによる安定マッチングの 

上限の考察 

安定結婚グラフの枝集合の定義からわかるよ

うに、ローテーションは少なくとも 4つの点から

なる。すなわち、n=k である SMP において、同時

に生ずるローテーションは多くとも⌊
𝑘

2
⌋である。

ここで、同時に生ずる複数のローテーションに

対して交換を行う場合の数は、組み合わせの総

和で書ける。 

また安定結婚グラフの点は男女のペアを表し

ているため、n=k である SMP についてある人 h に

関する点は k つしかない。言い換えると、h に関

するローテーションは多くとも k-1つしか現れな

い。以上より、交換から導ける安定マッチング

の上限𝑓(𝑛)は 

𝑓(𝑛) ≤ (2⌊
𝑛
2

⌋ − 1)(𝑛 − 1) + 1 
となる。 

 

4. サイズ 5 SMPの安定マッチングの上限 
上式から、𝑓(5) ≤ 13となる。また次に示すの

は、11 の安定マッチングを持つ n=5 の SMP であ

る。したがって、11 ≤ 𝑓(5) ≤ 13を示せる。 

3.2 の考察では、既約化により点が除去されな

いことを想定している。このインスタンスでは

ペア(1,c),(3,a),(3,b),(4,c),(5,c)を表す点が

それぞれ除去される。このことから、安定マッ

チング数が 11 よりも多いサイズ 5 SMP のインス

タンスが存在するならば、このインスタンスよ

りも既約化により除去される点の数が少なくな

ると考察できる。 

 
図 2サイズ 5の安定マッチングを 11個持つ 

SMPインスタンス 

5. おわりに 
本研究では「ローテーションに沿った交換」

の考え方から一般のサイズ nに対する SMPの安定

マッチングの最大値の上界を導出し、その結果

からサイズ 5 SMPにおける最大マッチング数につ

いて𝑓(5) ≤ 13を導いた。また具体的なサイズ 5 

SMP インスタンスを提示することで11 ≤ 𝑓(5) ≤

13を示した。 

サイズ 5 SMP について安定マッチング数が 11

より多いインスタンスが存在するかどうか、ま

たサイズ 6以上の SMPについて最大の安定マッチ

ング数を持つインスタンスを示すことは今後の

課題である。 
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