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低精度計算を活用した線形方程式に対する残差反復法の改良

寺尾 剛史1,a) 尾崎 克久2 今村 俊幸1

概要：本稿では，線形方程式（単一または複数右辺ベクトルを持つ連立１次方程式）に対する反復改良法
について述べる．この反復改良法は，LU分解や Cholesky分解，QR分解等の直接法を用いて得られた線
形方程式の数値解に対して，反復的に数値解の精度を改善する手法である．浮動小数点数を用いた反復法
はMolerによって提案されており，単精度計算が倍精度計算と比較して高速である場合に，混合精度計算
が有効となることが Buttariらによって示されている．近年，GPU環境において半精度や単精度等の比較
的に低精度な計算を高速に処理することが可能となった．これにより，直接法において計算時間やメモリ
の観点からネックとなる行列の分解を低精度演算で計算し，その数値解に対して反復改良を用いて倍精度
相当の解を得る混合精度計算が非常に有効となる．我々は，部分的に低精度の行列計算を適用し，収束ま
での反復回数を低減する手法を提案する．また，数値実験結果を用いて計算速度，解の収束に関する有効
性を示す．
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1. はじめに
本稿では，単一または複数右辺ベクトルを持つ連立１次

方程式

AX = B, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r (1)

を満たす X の近似値 X̂ を計算する数値計算法について考
える．ここでは，係数行列 Aに対する Doolittleの LU分
解（以後，単に LU分解）を用いた直接計算と反復改良法
を用いた混合精度数値計算法を紹介する．LU分解とは，
正則である係数行列を PA = LU と分解する方法であり，
Lは単位下三角行列，U は上三角行列，P は置換行列であ
る．このように行列を分解できた場合，前進・後退代入を
用いて

X = U−1L−1PB

と X を計算することが出来る．行列 B の列数 rが比較的
小さい場合（r ≪ n），行列の分解が直接法全体の大部分の
コストを占める．よって，LU分解を半精度や単精度の低
精度な演算で計算することによって高速に近似解を求める
ことが可能となる．一方で，LU分解の精度は線形方程式
の数値解に対する精度に大きく影響する．よって，低精度
演算による行列の分解を用いた際に，反復改良が必要とな
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る．浮動小数点演算を用いた反復改良法は 1967年にMoler

により提案されている [1]．また，1980年には Skeelらに
よって，十分な精度で残差を計算した場合に数値解の精度
が改善されることが解析的に示された [2]．さらに，単精度
計算が倍精度計算と比較して十分に高速である場合は，混
合精度計算が実用的であることが知られている [3], [4]．こ
れらの手法は誤差解析も研究されており，様々な結果が提
案されている [5], [6], [7], [8]. また，悪条件な係数行列に対
応する手法も提案されている [9], [10], [11]．近年は，GPU

の低精度演算を用いた手法が提案されている [12]. 先行研
究の多くは [2]の解析結果に基づく計算精度が用いられて
いる．しかし，低精度計算を用いた際の数値解の改善につ
いては議論されておらず，解析もなされていない．
近年のGPUでは，単精度計算が倍精度計算と比較して非
常に高性能である機種が開発されており，例えば NVIDIA

の Geforce RTX 3090では，単精度計算の理論性能は倍精
度計算の理論性能の約 64倍である．一方で，残差反復に
は高精度な行列計算が必要であるため，GPU上では比較
的に高コストになる可能性がある．このように，現在の計
算機環境の性能を十分に発揮するためには，反復改良で用
いられる高精度計算の計算コストを低減する手法が必要で
ある．これは，右辺ベクトルの数が大きい場合や反復回数
が多くなる場合に重要となる．本研究では，部分的に低精
度の行列計算を適用し，数値解が収束するまでの反復回数
を低減する手法を提案する．
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2. 反復改良法
本稿では，LU分解を単精度で行い，得られた近似解 X̂

を倍精度計算で得られる近似解の精度と同程度になるま
で反復改良する手法を考える．線形方程式 (1) に対する
近似解 X̂ を反復改良する手法を紹介する．X̂ の誤差を
E := X − X̂ とする．このとき，

E ≈ A−1Ŝ → Ê, Ŝ ← B −AX̂ (2)

が成り立つ．このとき，A−1Ŝの計算には初期近似解 X̂ を
計算する際に用いた係数行列の分解結果を用いることが出
来る．よって，

X = X̂ +A−1(B −AX̂) ≈ X̂ + Ê → X̂ (3)

のように解の精度を改善する．数値計算では，誤差である
Eを近似的に計算するため，(3)の改良を反復的に行う必要
がある．このとき，Ŝ の計算を倍精度浮動小数演算で行う
ことで，数値解が十分に改善することが示されている [2]．
同様に，A−1Ŝ の計算精度は単精度で十分である．
以下に，反復改良法のアルゴリズムを紹介する [1]．ア

ルゴリズム中の括弧内には使用する BLAS・LAPACKの
ルーチン名を記載した．

Algorithm 1 (IR) 反復改良法
Data: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r.

Result: An approximate solution X̂ for AX = B using LU de-

composition and forward / backward substitutions;

1: Solve AX̂ = B using single precision (sgetrf);

2: repeat

3: Ŝ ← B −AX̂ using double precision (dgemm);

4: Ŝ is converted to single precision from double precision;

5: Ê ← A−1Ŝ using single precision (sgetrs);

6: Ê is converted to double precision from single precision;

7: X̂ ← X̂ + Ê using double precision;

8: until X̂ is accurate enough;

Algorithm 1における一反復に必要なコストは，倍精度
計算が 2n2r flops*1であり，単精度計算が 2n2r flopsであ
る．つまり，LU分解の計算量が 2n3/3 flopsであるから，
rが小さい場合の反復改良のコストは小さい．一方で，倍
精度計算のみを用いる場合は係数行列 Aを LU分解の結果
に上書きできる．よって，Algorithm 1の混合精度計算の
場合は，LU分解の結果と係数行列の両方を保存する必要
があるため，少なくとも 1.5倍のメモリが必要となる．
つぎに，残差反復法における誤差解析を紹介する．ベク

トル x ∈ Rn，行列 A ∈ Rn×n に対するノルムとして
*1 Floating-Point Operationsの略であり，浮動小数点演算の回数
を表す．簡略化のため，最高次以外の項は省略する．

||x||p = p

√√√√ n∑
k=1

|xi|p, ||A||p = max
||x||p ̸=0

||Ax||p
||x||p

を用いる．また Aが正則の場合の条件数を

κp(A) = ||A||p||A
−1||p

とする．kを反復回数とすると，以下が経験的に成り立つ．
||ei||2
||xi||2

= αk, α = O(
√
n)κ2(A)us, α < 1 (4)

ただし ei と xi は，それぞれ E と X の i番目の列ベクト
ルとし，us = 2−24（単精度浮動小数点数の単位相対丸め）
である．また，倍精度のみで計算を行う場合

||xi − x̂i||2
||xi||2

= O(
√
n)κ2(A)u (5)

が期待される（u = 2−53）．(4)より，O(√n)κ2(A) ≈ u−1
s

のとき，十分な精度になるまでの反復回数が多くなる．
また，この手法では扱える係数行列の条件数が κ2(A) ≲

224 程度である．つまり，倍精度計算のみを用いた場合に
扱える問題の条件数は κ2(A) ≲ 253 程度であるから，完全
に互換性を持つわけではない．このような問題に対応する
手法として [9], [10], [11]などが提案されている．

3. 提案手法
従来手法（Alg. 1）の計算コストが大きくなる条件は
• 右辺ベクトルの数が多い，または
• 反復回数が多い（条件数が大きい）
場合である．提案手法は，上記の条件を満たす際に効率的
に数値解を収束させる手法である．一方で，単一右辺ベク
トルかつ反復回数が少ない場合は，反復改良に必要なコス
トは LU分解のコストと比較して非常に小さいため，さら
なる高速化の必要性が小さい．
本稿では，2ステップ型の反復改良法を提案する．従来
手法は X̂ を Ê を用いて修正したが，提案手法では (2)の
Ê の精度を改善する行列 F̂ を計算する．つまり，線形方
程式

AE = Ŝ

を考える．ここで，(3)と同様に F̂ ← A−1(Ŝ − AÊ)とお
くと

E = Ê +A−1(Ŝ −AÊ) ≈ Ê + F̂ → Ê

のように，F̂ を計算することで Êの精度を改善することが
出来る．また，Ŝ −AÊ を倍精度計算で行う場合，Ê の精
度が改善する [2]．本稿における主張は，Ŝ −AÊ を単精度
で計算した場合でも十分な Ê の改善が行われることであ
る．以下にそのアルゴリズムを示す．
Algorithm 1では，残差 Ŝ ← AX̂ より得られる修正項 Ê
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Algorithm 2 (IR2) 2ステップ型反復改良法
Data: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r.

Result: An approximate solution X̂ for AX = B using LU de-

composition and forward / backward substitutions;

1: Solve AX = B using single precision (sgetrf);

2: repeat

3: Ŝ ← B −AX̂ using double precision (dgemm);

4: Ŝ is converted to single precision from double precision;

5: Ê ← A−1Ŝ using single precision (sgetrs);

6: T̂ ← Ŝ −AÊ using single precision (sgemm);

7: F̂ ← A−1T̂ using single precision (sgetrs);

8: Ê ← Ê + F̂

9: Ê is converted to double precision from single precision;

10: X̂ ← X̂ + Ê using double precision;

11: until X̂ is accurate enough;

を求めて X̂ ← X̂ + Ê とする．ここで，提案手法では

T̂ ← B −A(X̂ + Ê) = B −AX̂ −AÊ ≈ Ŝ −AÊ

を計算する．このとき，Ŝ −AÊ の計算では B −AX̂ と比
較して，桁落ちの影響が小さいために単精度計算で十分な
場合がある．以降は，従来手法と同様に LU分解の結果を
用いて修正項 F̂ ← A−1T̂ を計算する．これにより，Ê の
修正項である F̂ が計算できるため，X̂ ← X̂ + (Ê + F̂ )と
なる．Ŝ − AÊ が単精度計算で計算可能な要因については
付録 A.2に記載する．
Ŝ − AÊ の計算にて単精度計算で精度が十分である場合
は，近似解に対して一反復で 2回の修正を行えるため，提
案手法は従来手法の約半分の反復回数で収束する．また，
単精度計算が倍精度計算と比較して十分に高速である場合
には B−AX̂ が主要な計算コストになるため，単精度演算
のコストを追加した際の一反復における性能の悪化も小さ
い．一方で，提案手法では行列 Ŝ を保存する必要があるこ
とや単精度の Aが必要となるため，多くのメモリが必要と
なる．表 1で，密行列に対する線形方程式の数値計算に必
要なメモリ量を示す．

表 1 Comparison of cost on memory and its ratio. （Double

LU: Solver using double precision LU decomposition）．
Algorithm Single Double Ratio (r ≪ n)

Double LU - n2 + nr 1

Alg. 1 (IR) n2 + nr n2 + 2nr 1.5

Alg. 2 (IR2) 2n2 + 2nr n2 + 2nr 2

表 1より，提案手法は倍精度 LU分解を用いて解く手法
と比較して少なくとも 2 倍のメモリ量を必要とする．一
方で，先行研究（IR）と比較した場合のメモリ量の増加は
1.33倍程度である．これは，行列サイズ nで換算すると
約 1.15倍程度である．よって，提案手法は多くのメモリ量
を必要とするが，扱える問題の大きさへの影響は大きくは

ない．

4. 数値実験
ここでは，数値実験結果を紹介する．使用する数値計算

環境は以下の通りである；CPU: AMD Ryzen Threadrip-

per 3990X 64 core Processor, GPU: GeForce RTX 3090,

Compiler: nvcc (cuda 11.3), Library: cuBLAS [13], cu-

SOLVER [14]．また，使用するテスト行列として GPU

上で実装した Higham のテスト行列 [8] を用いる．これ
は，指定した非負の要素を持つ対角行列 D と QR 分解
を用いて得られた近似直交行列 Q1, Q2 からテスト行列
A ← Q1DQ2 を求める方法である．ここで，QR 分解
を cuSOLVERの cusolverDnDgeqrfと cusolverDnDorgqr，
行列積を cuBLAS の cublasDgemm を用いて計算した．
ここで，行列の次元を n とする．D の対角成分 di は
0 < di < dj(i < j ≤ n) であり，標準幾何分布に従う
ものとする．また，cnd(A) := dn/d1 ≈ κ2(A)とする．
初めに，Alg. 1, 2で主要な行列計算となる前進後退代入

(cusolverDnSgetrs), 単精度行列積 (cublasSgemm), 倍精度
行列積 (cublasDgemm)の計算性能を比較する．表 2から，
反復改良の主要となる行列計算において，提案手法は単精
度計算のコストのみ増加している．つまり，単精度が高速
に計算できる環境において倍精度行列積が主要なコストに
なる場合，提案手法の計算性能の悪化は小さくなることが
期待できる．

表 2 Comparison of flops for iterative refinements (Alg. 1, 2)．
”Solver” indicate that abbreviation name of solver on ma-

trix computations.

Algorithm Solver Single Double

Alg. 1 (IR) Sgetrs 2n2r flops

Dgemm 2n2r flops

Alg. 2 (IR2) Sgetrs×2 4n2r flops

Dgemm 2n2r flops

Sgemm 2n2r flops

図 1 Ratio of computation time of cuSOLVER and cuBLAS in

Alg. 1 (n = 16, 384).
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図 2 Ratio of computation time of cuSOLVER and cuBLAS in

Alg. 2 (n = 16, 384).

図 1, 2にて，一反復における計算時間の比較結果を紹
介する．これにより，n = 1の場合は前進後退代入の計算
が 60～70%の計算時間を占めており，提案手法による改善
は見込めない．一方で，右辺ベクトルの数が増加した場合
は，倍精度行列積が計算時間の大部分を占めるため，提案
手法の計算コストの増加は，相対的に小さくなる．また，
r ≥ 2では，単精度行列積のコストは非常に小さくなる．

図 3 Comparison of the number of iterations (n = 16, 384, r =

1).

図 4 Comparison of residual norms ||AX̂ − B||2/||X̂||2 (n =

16, 384, r = 1, cnd(A) = 106).

次に，図 3では単一右辺ベクトルに対する反復回数の比

較，図 4では cnd(A) = 106 での収束履歴を紹介する．ま
た，反復の停止条件は

||S||∞ ≤
√
nϵ||A||∞||X̂||∞, ϵ = 2−53

とした．以後，Alg. 1, 2の反復停止条件はこの式を用い
るものとする．図 3より，条件数が大きくなる場合に反復
回数が増加し，計算コストが大きくなることがわかる．ま
た，提案手法は従来手法と比較して約半分の反復回数で解
が収束する．つまり，LU分解後の計算コストを考えたと
き，提案手法の計算コストが従来手法の 2倍以下であれば
提案手法は有効となる．図 4より，各反復にて改良幅が改
善されている．また，反復改良では倍精度計算の LU分解
を用いた手法より良い残差が得られている．つまり，より
良い反復停止条件の設定が出来れば，倍精度と同等な解を
より高速に得ることが出来る．

図 5 Speed up of IR2 compared to IR (n = 16, 384).

図 5にて，提案手法（Alg. 2）と従来手法（Alg. 1）の計
算性能の比を示す．右辺ベクトルの数が大きい場合，図 5

より，条件数が比較的大きい cnd(A) = 106 の場合は，1.6

倍のスピードアップができた．一方で，cnd(A) = 104の場
合は，1.3倍のスピードアップ程度である．これは，反復
回数が小さいため，メモリの確保やコピー等のコストが無
視できなるためと考えられる．また，単一右辺ベクトルに
対しては，前進後退代入のコストが大きいため，計算性能
の悪化が発生する．しかし，単一右辺ベクトルの場合は残
差反復に必要なコストは LU分解と比較して非常に小さく
なることが期待できるため大きな問題とはならない．
最後に，LU分解を含めた計算時間の比較結果を図 6に

て紹介する．この図から，複数右辺ベクトルに対して，提
案手法は計算性能の改善が確認できた．また，r = 256に
おいて，従来手法では混合精度計算より倍精度計算が効率
的であるのに対して，提案手法は倍精度計算より高速に近
似解が得られた．

5. まとめ
本論文では，単精度行列計算を用いた 2ステップ型反復
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図 6 Comparison of computation times (n = 16, 384, cnd(A) =

106).

改良法の提案を行った．提案手法は係数行列のサイズが大
きい，または右辺ベクトルが複数の場合に，GeForce RTX

3090上での高速化を確認した．この条件は，反復改良の計
算コストが大きくなる場合と一致するため，十分に実用的
である．上の両条件を満たす問題にて，最大で 1.6倍のス
ピードアップを確認した．また，数値実験から提案手法の
改善幅は LU分解の結果を用いた前進後退代入の性能に依
存しているため，前進後退代入が単精度行列積と同等の計
算性能を発揮できた場合は，最大で 2倍のスピードアップ
が期待できる．
提案手法は，係数行列が疎行列の場合や悪条件問題の場

合の数値計算法（例えば [10], [11], [12]など）に応用でき
る技術である．
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付 録
A.1 提案手法の改良について
本稿での提案手法 Alg. 2では，先行研究 Alg. 1におけ
る修正項Eを単精度計算のみを用いて改良する手法を提案
した．ここで，E を反復的に改善する以下のアルゴリズム
が考えられる．
Algorithm 3は，今回扱う問題や環境では十分な性能を

発揮しなかったため省略した．しかし，混合精度の種類や
GPUの違いによっては有用な可能性がある．特に，倍精
度より高精度な解を得るときはこの手法は有効となる可能
性が大きい．

A.2 提案手法の解析
A.2.1 反復法のイメージ
まず，Alg. 2の Ŝ と Ê は十分な精度で計算されている
と仮定する．また，M := PT L̂Û とおく．このとき，線形
方程式 AE = Ŝ に関して, M を右前処理行列とおくと

AE = Ŝ ⇐⇒ AM−1(Mz) = S, Mz = y, y(0) = Ŝ

のような右前処理付き反復法と考えることが出来る．つま
り，y(0) の修正項 v(0) が計算できたと仮定すると
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Algorithm 3 (IRk) kステップ型反復改良法
Data: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r.

Result: Solution vectors X̂ approximating X in AX = B using

LU decomposition and triangular solve;

1: Solve AX = B using single precision (sgetrf);

2: repeat

3: Ŝ ← B −AX̂ using double precision (dgemm);

4: Ŝ is converted to single precision from double precision;

5: Ê ← A−1Ŝ using single precision (sgetrs);

6: repeat

7: T̂ ← Ŝ −AÊ using single precision (sgemm);

8: F̂ ← A−1T̂ using single precision (sgetrs);

9: Ê ← Ê + F̂

10: until Ê is accurate enough;

11: Ê is converted to double precision from single precision;

12: X̂ ← X̂ + Ê using double precision;

13: until X̂ is accurate enough;

Ê ←M−1(y(0) + v(0)) = Ê +M−1v(0)

となる．本稿で扱う行列の条件は κ2(A) < 107 程度の行列
であるから，軸交換付き完全 LU分解で得られる行列M

は十分な前処理行列として作用し，一回の反復で解の改善
が出来る．

A.2.2 丸め誤差解析
最後に Alg. 2の誤差解析を行う．解析の簡略化のために

P を単位行列とし（A ≈ L̂Û），A, L̂, Û はそれぞれ正則と
仮定する．また，アンダーフローは考慮しないものとし，
u2
s 以降の項は無視できるものとする．行列に対する絶対値
記号は，その行列のすべての成分に絶対値をとってできた
行列を意味する．行列に対する等号・不等号は，比較する
行列のすべての成分に対して等号・不等号が成立する意味
で使用する．文献 [15], [16]より，

L̂Û −A = ∆A, |∆A| ≤ nus|L̂||Û | (A.1)

Ŝ −AÊ = T̂ +∆T , |∆T | ≤ (n+ 1)us(|Ŝ|+ |A||Ê|)
(A.2)

が成り立つ．また，Ê ← A−1Ŝ に関して [8], [16]より

Ŝ = (L̂+∆L)(Û +∆U )Ê

Ê = (Û +∆U )
−1(L̂+∆L)

−1Ŝ (A.3)

|∆L| ≤ nus|L̂|, |∆U | ≤ nus|Û | (A.4)

が成り立つ．ただし，L̂+∆L と Û +∆U は正則であるこ
とを仮定する．また，||∆L||, ||∆U || ≪ 1ならば，

(L̂+∆L)
−1 = (L̂(I + L̂−1∆L))

−1 = (I + L̂−1∆L)
−1L̂−1

≈ (I − L̂−1∆L)L̂
−1 = L̂−1 − L̂−1∆LL̂

−1

(Û +∆U )
−1 ≈ Û−1 − Û−1∆U Û

−1

が成り立つ．これらの式を (A.3)に代入して

Ê ≈ (Û−1 − Û−1∆U Û
−1)(L̂−1 − L̂−1∆LL̂

−1)Ŝ

≈ Û−1L̂−1Ŝ − (Û−1L̂−1∆LL̂
−1 + Û−1∆U Û

−1L̂−1)Ŝ

= Û−1L̂−1Ŝ − Û−1L̂−1(∆LÛ + L̂∆U )Û
−1L̂−1Ŝ

= Û−1L̂−1(I − (∆LÛ + L̂∆U )Û
−1L̂−1)Ŝ

を得る．また (A.1)より

Ê ≈ (L̂Û)−1(I − (∆LÛ + L̂∆U )Û
−1L̂−1)Ŝ

≈ (A+∆A)
−1(I − (∆LÛ + L̂∆U )Û

−1L̂−1)Ŝ (A.5)

が成り立つ．よって，行列積 AÊ に対して

AÊ ≈ A(A+∆A)
−1(I − (∆LÛ + L̂∆U )Û

−1L̂−1)Ŝ

= ((A+∆A)A
−1)−1(I − (∆LÛ + L̂∆U )Û

−1L̂−1)Ŝ

= (I +∆AA
−1)−1(I − (∆LÛ + L̂∆U )Û

−1L̂−1)Ŝ

≈ (I −∆AA
−1)(I − (∆LÛ + L̂∆U )Û

−1L̂−1)Ŝ

≈ Ŝ − (∆AA
−1 + (∆LÛ + L̂∆U )Û

−1L̂−1)Ŝ

(A.6)

が成り立つ．また，(A.1)と (A.4)から

||∆AA
−1||∞ ≲ nusκ∞(L̂)κ∞(Û) (A.7)

||(∆LÛ + L̂∆U )Û
−1L̂−1||∞ ≲ 2nusκ∞(L̂)κ∞(Û)

(A.8)

である．よって，(A.6)，(A.7)，(A.8)から

Ŝ −AÊ ≈ ∆1 · Ŝ, ||∆1||∞ ≲ 3nusκ∞(L̂)κ∞(Û)

(A.9)

である．次に，(A.2)の (n+1)us|A||Ê|について (A.5)から

(n+ 1)us|A||Ê| ≲ (n+ 1)us|A||A−1||Ŝ|

≈ ∆2 · |Ŝ|, ||∆2||∞ ≲ (n+ 1)usκ∞(A)

(A.10)

である．(A.10)より (n+ 1)usκ∞(A) < 1であるから

|∆T | ≤ (n+ 1)us(|Ŝ|+ |A||Ê|) ≈ (n+ 1)us(I +∆2)|Ŝ|

||∆T ||∞ ≲ (n+ 1)us(1 + ||∆2||∞)||Ŝ||∞ ≈ (n+ 1)us||Ŝ||∞

である．ここで，この行列積で発生する丸め誤差の上限
∆2 · Ŝ は単精度計算であっても無視できる程度である．
よって，(A.2)に (A.9)を代入し

T̂ = (Ŝ −AÊ) + ∆T ≈ ∆1 · Ŝ +∆T ,

||T̂ ||∞ ≲ (||∆1||∞ + (n+ 1)us)||Ŝ||∞

が成り立つ．ここで，(A.9)から∆1 · Ŝ は Ŝ −AÊ の真の
値の近似であるため，(n+1)us ≪ ||∆1||∞ならば，丸め誤
差の影響は小さいことが期待できる．
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