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量子サンプリングの検証

廣岡　大河1,a) 竹内　勇貴2,b) 森前　智行1,c)

概要：
量子計算が正しく動作しているかを古典計算機のみで検証できるかという問題は基礎的、応用的に重
要であり近年盛んに研究がなされている。例えば、クライアントが量子ビットを生成できる場合は、
Fitzsimons-Kashefi(FK)プロトコルと呼ばれる方法で、量子計算の検証をすることが可能である。しかし
ながら、FKプロトコルや他の既存の方法では量子計算のサンプリング問題を計算内容に依存しない最初
の量子通信 (オフライン量子通信)を用いて検証することはできない。量子計算の出力確率分布をサンプリ
ングする問題は古典計算機では効率的にできないことが（計算量的仮定のもとで）証明されている（量子
超越性）。したがって、これを検証するプロトコルを構築することは重要である。本講演では量子サーバー
が正しく状態を測定していることを検証するプロトコルを提案する。このプロトコルと FKプロトコルを
組み合わせることにより、オフライン量子通信を用いて量子サンプリング問題を検証することができる。

1. はじめに
量子計算機が実用化されても、各個人がすぐに量子計算

機を持つことは技術的、経済的に困難である。そこで、量
子計算機を持っていない人が量子計算を行いたい時には、
量子計算機を所有している企業に量子計算を委託する必要
がある。量子計算機を所有している企業（以降証明者と呼
ぶ）は必ずしも正しく計算を行わず、量子計算を委託する
人（以降検証者と呼ぶ）は証明者が正しく計算を行ってい
るかを検証する必要がある。このように、量子計算は検証
可能かどうかという問は応用的に大変関心がもたれてお
り、近年活発に研究が行われている。また、基礎的には理
論計算機科学における重要な一つの分野である量子対話型
証明 [1]とも密接な関連があり、基礎的応用的ともに重要
な研究である。
　検証者が量子ビットを生成できる場合は情報理論的な健
全性のもとに量子計算が正しく行われていることを検証で
きることが知られており様々なプロトコルが提案されてい
る [2–6]。しかしながら、これらのプロトコルでは計算内
容に依存しない量子通信は初めのみに行い、その後の計算
内容に依存する通信はすべて古典通信のみで行うこと（オ
フライン量子通信）で量子計算のサンプリング問題を検証
することができない。量子計算のサンプリング問題は古典
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計算機では（計算量的仮定のもとで）効率的に行うことが
できない（量子超越性）[7–9]ので、これを検証するプロト
コルの開発は重要である。
本研究では証明者に測定を委託し、証明者が正しく状態

を測定していることを検証するプロトコル（プロトコル 1）
を提案することでこの問題を解決する。以下では我々が提
案するプロトコルを概説する。
　検証者はm個のn-qubitレジスターを用意し、ランダムに
1つ計算用のレジスターを選び、残りのm−1個についてはテ
スト用のレジスターとする。テスト用のレジスターでは検証
者はそれぞれのレジスターごとに ai ≡ (ai1, ..., a

i
n) ∈ {0, 1}n

をランダムに選び (i = 1,2...,m− 1)、n-qubit状態Xai |0n⟩
を生成する。ここで、Xai ≡

⊗n
j=1 X

ai
j である。計算用の

レジスターでも、(α, β) ∈ {0, 1}n × {0, 1}n をランダムに
選ぶ。その後、行いたい計算に対応する n-qubit状態 |Ψ⟩
を生成し、XαZβ を |Ψ⟩に対して作用させ、XαZβ |Ψ⟩を
作る。
　次に検証者は用意したレジスターを順番に証明者に送る。
証明者はもらったレジスターの各量子ビットを計算基底で
測定し、測定結果を検証者に伝える。すべてのテスト用の
レジスターについて、検証者は伝えられた古典メッセージ
が ai の時に受理する。このとき証明者は計算用のレジス
ターについても高い確率で正しく計算基底で測定している
ことが証明できる。
　上記の手法がうまくいく直感的な理由は以下のとおりで
ある。送られてくるレジスターにはランダムにXZ がかけ
られているので、証明者にとって検証者から送られてくる
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状態は完全混合状態であり（量子ワンタイムパッド）、計算
用のレジスターとテスト用のレジスターを区別できない。
したがって、計算用のレジスターには計算基底以外の測定
を行いテスト用のレジスターには正しく計算基底測定を行
うということができないのである。
　我々が提案するプロトコルでは検証者が状態の準備と
量子操作が行え測定のみが行えない時に、測定を証明者に
委託し証明者が正しく測定を行っていることを検証する。
我々が提案するプロトコルと FKプロトコルを併せて用い
ることで行いたい計算に対応する状態の準備と量子操作を
証明者に委託できる。そのようにして作られたプロトコル
においては、計算内容に依存しない量子通信は初めのみで、
その後の通信はすべて古典通信のみで（オフライン量子通
信）で、量子計算のサンプリング問題を検証することが可
能である。
本論文の構成は以下の通りである。第 2章で記法や本結

果の説明に必要な準備を導入する。第 3章では正しい測定
を定式化し、測定を検証するプロトコル 1を導入する。第
4章では主な結果である定理 5の証明を行う。第 5章では、
我々が提案するプロトコルと FKプロトコルを組み合わせ
ることでサンプリング問題の検証ができることをみる。

2. 記法や準備
2.1 量子ワンタイムパッド
量子ワンタイムパッドは量子状態を暗号化する手法であ

り任意の n-qubit状態 ρを以下のように変形する。

1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

XaZbρZbXa =
I⊗n

2n
(1)

ここで (a, b) ≡ (a1 . . . an, b1 . . . bn) ∈ {0, 1}n × {0, 1}n は
古典ビットで暗号化の鍵となっている。また、XaZb ≡⊗n

i=1 X
aiZbi であり、後についても断り無くこの記法を用

いる。 この暗号化の方法は攻撃者が鍵の知識が無い場合に
おいて情報理論的安全性を満たしている。ρの状態をあら
かじめ知っているときに関しては暗号化する際には Z など
必要が無い場合もある。（e.g., ρ=|0⟩⟨0|の場合には Z は不
必要である。）

2.2 量子超越性
IQPモデルは n-qubit状態 |0n⟩にH⊗n を作用させ、そ
の後、Z 基底で見たとき対角行列であるゲートから構成さ
れる回路を作用させ、最後に H⊗n を作用させ計算基底で
測定を行うような量子計算モデルである。IQP モデルは
ユニバーサルな量子計算を行うことはできない。しかし、
IQPモデルは統計物理や測定型量子計算 [10]とも関連が
あり、広く研究されている。また、IQP回路の出力確率分
布をある定数の l1-normエラーで古典多項式時間でサンプ

ルすることは計算量的仮定のもとで不可能であることが知
られている（量子超越性）。ここで出力確率分布 {p(x)} を
l1-normエラー ϵでサンプルするとは以下を満たす出力確
率分布 {q(x)}で xのサンプリングを行うことである。∑

x∈{0,1}n

|p(x)− q(x)| ≤ ϵ

より正確に上の量子超越性の主張を定式化すると以下の通
りである。
定理 1. [7] 以下の仮定２が成立するとする。このときも
し任意の IQP回路の出力を古典多項式時間で l1-norm エ
ラー 1/192でサンプルできたとすると、P#Pに属している
任意の問題について BPPNP のアルゴリズムが存在する。
つまり、多項式階層が第三レベルで崩壊する。
仮定 2. f : {0, 1}N → {0, 1}は一様ランダムな F2 上の 3

次多項式とする。このとき 1
24 の割合の多項式 f について

gap(f)
2N

2を乗的エラー 1
4 +o(1)で近似することが#P困難で

ある。ここで、gap(f) ≡ |{x : f(x) = 0}|−|{x : f(x) = 1}|
である。また、乗的エラー ϵである確率分布 {p(x)}をサン
プルするとは以下を満たす出力確率分布 {q(x)}で xのサ
ンプリングを行うことである。

|p(x)− q(x)| ≤ ϵp(x) ∀x ∈ {0, 1}n

2.3 FK protocol

このプロトコルでは 1量子ビットを作り出せる検証者が
任意の量子計算ができる証明者に量子計算を委託し、計算
が正しく行われていることを検証できる。初めに検証者は
証明者に 10通りのランダム 1量子ビット状態を多数送り
グラフ状態 [10]を証明者に作成してもらう。その後検証者
は証明者に対してどのような基底で状態を測定してほしい
かを古典メッセージを送ることで伝え、証明者は送られて
きた古典メッセージに対応する基底で測定し得られた結果
を検証者に伝える。グラフ状態を測定することで任意の量
子計算を行うことが可能であるため [10]、もし証明者が正
直であり、検証者の指示通り状態を測定しているとき検証
者は望みの量子計算の結果を得ることができる。一方証明
者が悪意があり、検証者の指示と異なる操作をしても検証
者はある一定の確率でその攻撃を検出できる。しかし、そ
のためには、「正しい計算結果」を定義できる必要がある。
決定問題（YesまたはNoで答えられる問題）や量子状態を
生成するタスクなどでは簡単に定義することができるが、
サンプリング問題の場合は自明ではない。そのため、FK

プロトコルをオフライン量子通信で直接サンプリング問題
に適応することはできない。我々は次章で示すように「正
しい測定」を定義し、それを検証するプロトコルを提案す
ることで、この問題を解決した。
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3. 検証プロトコル
以下のように「正しい測定」を定義する。

定義 3. (n+ k)-qubitユニタリー U が ϵ-correctであると
は、1

2

∑
x

∣∣P (x)−PU (x)| = ϵを満たすことである。ここで、
Π(x) ≡ |x⟩⟨x| (x ∈ {0, 1}n)に対して、P (x)、PU (x)は以
下の通りである。P (x) ≡ 1

2n

∑
a∈{0,1}n Tr[Π(x+a)|a⟩⟨a|]、

PU (x) ≡ 1
2n

∑
a∈{0,1}n Tr[(Π(x + a) ⊗ I⊗k)U(|a⟩⟨a| ⊗

|0k⟩⟨0k|)U†]である。

以下では、上の定義 3 を満たすようなユニタリーを ϵ-

correct unitaryと呼ぶ。ϵ-correct unitary は以下の性質を
満たす。

定理 4. |Ψ⟩は任意の n-qubit状態とする。また、Π(x) ≡
|x⟩⟨x| (x ∈ {0, 1}n)、U は ϵ-correct unitary とする。こ
こで

P c(x) ≡ Tr[Π(x)|Ψ⟩⟨Ψ|]

P c
U (x) ≡

1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

Tr[(Π(x+ a)⊗ I⊗k)

U(XaZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXa ⊗ |0k⟩⟨0k|)U†]

の l1-norm は以下を満たす。

1

2

∑
x

|P c
U (x)− P c(x)| ≤ ϵ (2)

証明 付録 A.3に記載。
U を ϵ-correct unitaryとすると、定理 4は

1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

U(XaZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXa ⊗ |0k⟩⟨0k|)U†

の |Ψ⟩部分（はじめの n-qubit）を計算基底で測定し得ら
れる結果の確率分布と、|Ψ⟩ を計算基底で測定し得られる
結果の確率分布が l1-norm の意味で近いことを表してい
る。したがって、検証者は証明者が ϵ-correct unitaryを計
算用レジスターと補助 qubitに作用させた後、計算用レジ
スターを計算基底で測定していることを検証すればよい。
以下で測定を検証するプロトコルを導入する。

プロトコル１� �
1.検証者は測定のパラメーター δを決める (0 ≤ δ ≤ 1)。
ラウンドの回数を表す iを i = 1とする。テストに合
格した回数を表す C を C = 0とする。
2.検証者は n-qubitレジスターを m個用意する。検
証者は証明者にはわからないように一様ランダムにレ
ジスターを一つ選び、選んだレジスターを計算用のレ
ジスターとする。残りの (m− 1)個についてはテスト
用のレジスターとする。計算用のレジスターについて
は検証者は測定してほしい量子状態 |Ψ⟩ を用意し、テ
ストレジスターについては |0n⟩を用意する。
3.検証者は nビット長鍵 a ≡ (a1, ...an) ∈ {0, 1}n と
b ≡ (b1, ...bn) ∈ {0, 1}n を一様ランダムに選ぶ。Xa

と Zb を i 番目のレジスターに作用させる。ここで
Xa ≡

⊗n
j=1 X

aj であり、Zb ≡
⊗n

j=1 Z
bj である。

4. 証明者が正直な場合は、送られてきた状態に対し
て計算基底測定を行い、得られた結果を x ∈ {0, 1}n

とし xを検証者に送り返す。
証明者が悪意のある場合は、送られてきた量子状態に
対して任意の操作を行ったのち測定を行い、得られた
結果 x ∈ {0, 1}n を検証者に送る。
5.検証者が送ったレジスターがテストレジスターだっ
た場合、x = aのとき、C = C + 1とする。
検証者が計算レジスターを送った場合は、C = C と
する。
6. i = mの時、7を行う。i ̸= mの時、i = i+ 1とし
て 3に戻る。
7. C = m− 1の時、検証者は証明者を受理する。� �
プロトコル 1において以下が成り立つ。

定理 5. ϵ∗が δ ≤ ϵ∗ ≤ 1を満たし、U を ϵ∗-correct unitary

とする。δ ≤ 1
m のとき以下が成り立つ。検証者が証明者を

受理かつ、証明者が計算用レジスターと補助 qubitに U を
作用させた後、計算用レジスターを計算基底測定する確率
の上限は (1− δ)m−1 である。

4. 定理 5の証明
上の定理 5を証明するのに以下の補題 6と系 7が必要で

ある。
補題 6. U を ϵ-correct unitaryとする。証明者がテストレ
ジスターと補助 qubitに U を作用させた後、テストレジス
ターを計算基底測定しているとき x = aとなる確率は 1− ϵ

となる。
証明は付録 A.4を参照。

補題 6を用いると以下の系 7が成り立つことがわかる。

系 7. ϵ∗ が δ ≤ ϵ∗ ≤ 1を満たすとする。Uϵ∗ を ϵ∗-correct

unitary とする。証明者がテストレジスターと補助 qubit
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に Uϵ∗ を作用させた後テストレジスターを計算基底測定す
るとき、x = aとなる確率の上限は 1− δとなる。
以上の補題 6、系 7から定理 5を示すことができる。

証明
以下の証明では 0 ≤ ϵ < δ、δ ≤ ϵ∗ ≤ 1とする。また、Uϵ

は ϵ-correct unitaryで、Uϵ∗ は ϵ∗-correct unitary だとす
る。
証明者は送られてきた量子状態について何らかの操作を行
いその後測定を行う。どのような測定も注目している系と
補助系のユニタリー発展と計算基底での測定で表すことが
できるので証明者の操作は補助系をあわせたユニタリーを
考えるだけで十分である。証明者がどのようなユニタリー
を状態にかけるかは、一般に証明者の乱数、検証者が送る
状態、ラウンド数に依存するが、証明者の乱数に対する依
存性は量子回路で表現することができ、一つのユニタリー
としてまとめることができる。また検証者の送る状態につ
いてはプロトコル１については量子ワンタイムパッドされ
ており完全混合状態になっているので証明者には区別でき
ない。したがって、証明者がどのようなユニタリーを状態
に作用させるかはラウンド数にのみ依存すると考えてよい。
ユニタリーは定義 3 のように ϵ で特徴づけることができ
る。i 番目のレジスターにかかるユニタリーを ϵi-correct

unitaryとして、Uϵi と書くこととする。
検証者が証明者を受理かつ証明者が計算用のレジスター

と補助 qubitにUϵ∗ を作用させて、計算用レジスターを計算
基底で測定する確率をPr(acc∩ϵ∗)と定義する。Pr(acc∩ϵ∗)
は証明者がラウンドごとに Uϵ を状態に作用させるか、Uϵ∗

を状態に作用させるかに依存するので、ラウンド毎に Uϵ

を作用させているか Uϵ∗ を作用させているかで場合分けを
行い計算を進める。
いま検証者が計算用のレジスターを何番目に選ぶかは一

様ランダムなので、Uϵが作用されているレジスターの数で
場合分けを行うとよい。
証明者が測定している m個のレジスターのうち k 個の
レジスターについては Uϵ∗ を作用させた後、計算基底測定
を行い、(m − k)個については Uϵ を作用させた後、計算
基底測定を行う場合を考える。このとき計算用レジスター
に Uϵ∗ を作用させた後、計算基底で測定する確率は k

m と
なる。このとき検証者が証明者を受理する確率 Pr(acc)は
以下の通りになる。以下の等式で補題 6を用いた。

Pr(acc) =
∏

i:0≤ϵi<δ

(
1− ϵi

) c∏
j:δ≤ϵj≤1

(
1− ϵj

)
ここで∏

i:0≤ϵi<δ は 0 ≤ ϵi < δ を満たす iについて積をと
るという意味であり、∏c

j:δ≤ϵj≤1 は計算用レジスターに作
用させたものを除く δ ≤ ϵj ≤ 1を満たす j について積をと
るという意味である。

したがって、Pr(acc ∩ ϵ∗)は以下のように計算される。

Pr(acc ∩ ϵ∗) =
1

m

∑
c̄

∏
i:0≤ϵi<δ

(
1− ϵi

) c∏
j:δ≤ϵj≤1

(
1− ϵj

)
≤ k

m

(
1− δ

)k−1

二つ目の不等式の変形について系 7を用いた。また、∑
c̄

は省かれる計算レジスター毎の和をとることを表してい
る。δ ≤ 1

m の時 k = mで以下のように上界が与えられる。

Pr(acc ∩ ϵ∗) ≤
(
1− δ

)m−1

5. 応用
プロトコル 1では検証者が量子状態の準備と量子操作を

行うことができるときに、証明者に測定を委託し、証明者
が正しく状態を測定していることを検証することができた。
プロトコル 1と FKプロトコルを併用して用いることで計
算内容に依存しない量子通信は初めにのみ行い、その後の
計算に依存する通信はすべて古典通信のみ行うことにより
検証者は量子サンプリングの検証を行うことができる。
　検証者はm回レジスターを送るのだが、そのうちの 1つ
のレジスターについては通常の FKプロトコル通り、10通
りの 1量子ビット状態を一様ランダムに生成し多数送り、
グラフ状態を生成してもらう。その後古典メッセージのや
りとりで検証者が証明者を受理したとき、最終的に生成さ
れた量子状態は確率 1− ( 56 )

⌈ 2d
5 ⌉（ここで dは FKプロトコ

ルでのコードディスタンス）で検証者の望む状態である。
残りの (m− 1)個のレジスターについては測定が正しく行
われているかを検証する。テストを行う際は Z 基底固有
状態を作成する必要があるが、これは検証者自らが行うこ
とができる。証明者にテストと計算が区別できないように
するため、検証者は一様ランダムに Z 基底固有状態を生成
し、多数送る。この時量子状態は一様ランダムなので、証
明者には計算とテストは区別できない。証明者が正直な場
合、証明者は送られてきた状態に FKプロトコル同様 CZ

をかけてグラフ状態を生成しようとするが Z 基底固有状態
に CZ をかけても量子もつれは生じない。したがって、最
終的に生成される状態以外の状態をどのような基底で測定
しても最終的に生成される状態は変化することがなく、測
定の検証を行うことができる。同様に証明者が正直でない
場合、証明者は任意の量子操作を行うが、そのような量子
操作はそもそも検証者が検証したいものなので、確率 1で
測定のテストを行うことができる。
上記において検証者が証明者を受理したとき、実際に計算

を行っているレジスターについて 1−(1−δ)m−1の確率で正
しく状態を測定していることがいえる。一方FKプロトコル
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において、確率 1−( 56 )
⌈ 2d

5 ⌉の確率で正しく状態を生成してい
ることがいえる。したがって二つのプロトコルにおいて、検
証者が証明者を受理したとき (

1− (1−δ)m−1
)
(1− ( 56 )

⌈ 2d
5 ⌉)

の確率で、証明者から得られた結果は検証者が行いたい量
子計算の確率分布に対して l1-normエラー δ

2 の確率分布で
サンプルされたものである。
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付 録
A.1 Pauli Twirling

以下の付録で用いる Pauli Twirlingを導入する。
Pauli Twirling . n-qubit状態 ρについて以下が成り立つ。

1

|Pn|
∑

Q∈Pn

QPQρQP ′Q =

{
PρP (P = P ′)

0 (P ̸= P ′)
(A.1)

ここで n-qubit にかかるパウリ行列の集合を Pn とする。
また、Q,P, P ′ ∈ Pn である。以下特に断りの無い限り、
Q ∈ Pn とする。

A.2 補題 8

以下では定理 4の証明に必要な補題 8を導入する。
まず初めに補題 8に必要な種々の記法を導入する。Uϵ を
ϵ-correct unitaryとする。このとき次のようなマップを Fϵ

と定義する。

Fϵ(ρ) ≡ Traux[Uϵρ⊗ |0k⟩⟨0k|U†
ϵ ]

任意のマップはクラウス表示で表される。マップ Fϵ に対
してクラウス表示を以下のように定義する。

Fϵ(ρ) =
∑
k

F k†
ϵ ρF k

ϵ

さらにこのような F k
ϵ をパウリ行列で以下のように展開

する。

F k
ϵ =

∑
Q

αϵ
k,QQ and F k†

ϵ =
∑
Q

αϵ∗
k,QQ

ここで αϵ
k,Q は完全性 (

∑
k F

k
ϵ F

k†
ϵ = I)により以下を満

たしている。 ∑
k

∑
Q

|αϵ
k,Q|2 = 1

ここで、∑
Q は Pn について和をとるという意味である。

このとき |αϵ
k,Q|2 と ϵが次のような関係を持っていること

がわかる。
補題 8. αϵ

k,Q を F k
ϵ をパウリ行列で展開した時の係数とす

る。このとき以下が成り立つ。∑
k

∑
|X|+|Y |≥1

|αϵ
k,Q|2 = ϵ (A.2)

ここで∑
|X|+|Y |≥1 は Qの要素で X,Y が存在している数

が 1つ以上あるような Qについて和をとることを表して
いる。
証明

はじめに PU (x)を計算する。

PU (x) =
1

2n

∑
a∈{0,1}n

Tr[(Π(x+ a)⊗ I⊗k)Uϵ(|a⟩⟨a| ⊗ |0k⟩⟨0k|)U†
ϵ ]

ここで補助系についてトレースアウトを行う。

（上式）= 1

2n

∑
a∈{0,1}n

∑
k

Tr[(Xa|x⟩⟨x|Xa)F k†
ϵ Xa|0n⟩⟨0n|XaF k

ϵ ]

=
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

∑
k

Tr[(XaZb|x⟩⟨x|ZbXa)

F k†
ϵ XaZb|0n⟩⟨0n|ZbXaF k

ϵ ]

F k
ϵ をパウリ行列で展開する。

（上式）= 1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

∑
k

∑
Q,Q′

αϵ
k,Qα

ϵ∗
k,Q′Tr[XaZb|x⟩⟨x|ZbXa

QXaZb|0n⟩⟨0n|ZbXaQ′]

=
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

∑
k

∑
Q,Q′

αϵ
k,Qα

ϵ∗
k,Q′Tr[|x⟩⟨x|ZbXa

QXaZb|0n⟩⟨0n|ZbXaQ′XaZb]
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ここで a と b について和をとって、Pauli Twirling を
使う。

（上式）=
∑
k

∑
Q

|αϵ
k,Q|2Tr[|x⟩⟨x|Q|0n⟩⟨0n|Q]

=
∑
k

∑
Q

|αϵ
k,Q|2|⟨x|Q|0n⟩|2

上式の |⟨x|Q|0n⟩|2 が 0 にならないのは、n-bit 列 x =

(x1, . . . xn) ∈ {0, 1}n について、xi = 1となる iについて
Qi が X あるいは Y であり、xj = 0となる j について Qj

が I あるいは Z のときである。そのような Qについて和
の取り方を∑

Q=x と書くとする。上式は以下のように変
形される。

（上式）=
∑
k

∑
Q=x

|αϵ
k,Q|2

定義 3における P (x)は

P (x) =

{
1 (x = 0)

0 (x ̸= 0)
(A.3)

であることに注意して、PU (x)と P (x)の l1-normを計算
する。

1

2

∑
x

|P (x)− PU (x)| =
1

2

∑
x

|δx,0 −
∑
k

∑
Q=x

|αϵ
k,Q|2|

=
1

2
|1−

∑
k

∑
Q=0

|αϵ
k,Q|2|

+
1

2

∑
x̸=0

| −
∑
k

∑
Q=x

|αϵ
k,Q|2|

=
1

2
|1−

∑
k

∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2|

+
1

2

∑
x̸=0

|
∑
k

∑
Q=x

|αϵ
k,Q|2|

=
1

2
|1−

∑
k

∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2|

+
1

2
|
∑
k

∑
|X|+|Y |≥1

|αϵ
k,Q|2|

ここで∑
|I|+|Z|=N は Qにおいて I と Z の要素数が N

個のもので和をとることを表している。

次のような関係に着目する。

∑
k

( ∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2 +

∑
|X|+|Y |≥1

|αϵ
k,Q|2

)
= 1

そうすると上の式は以下のように変形できる。

1

2

∣∣1−∑
k

∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2

∣∣+1

2

∣∣∑
k

∑
|X|+|Y |≥1

|αϵ
k,Q|2

∣∣=
∑
k

∑
|X|+|Y |≥1

|αϵ
k,Q|2

1
2

∑
x |P (x)− PU (x)| = ϵなので、

∑
k

∑
|X|+|Y |≥1

|αϵ
k,Q|2 = ϵ

が成り立つ。

A.3 定理 4の証明
以下で定理 4の証明を行う。補題 8の証明と同様の計算

を行うとよい。初めに P c
U (x)の計算を行う。

P c
U (x) =

1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

Tr[(Π(x+ a)⊗ I⊗k)Uϵ(X
aZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXa⊗

|0k⟩⟨0k|)U†
ϵ ]

=
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

Tr[(|x+ a⟩⟨x+ a| ⊗ I⊗k)

Uϵ(X
aZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXa ⊗ |0k⟩⟨0k|)U†

ϵ ]

=
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

Tr[(XaZb|x⟩⟨x|ZbXa ⊗ I⊗k)

Uϵ(X
aZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXa ⊗ |0k⟩⟨0k|)U†

ϵ ]

ここで部分系についてトレースアウトすると以下のように
変形される。

(上式) =
1

4n

∑
k

∑
a,b∈{0,1}n

Tr[(XaZb|x⟩⟨x|ZbXa)

F k†
ϵ XaZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXaF k

ϵ ]

ここで F k
ϵ をパウリ行列で展開すると以下のように変形

される。

(上式) =
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

∑
k

∑
Q,Q′

αϵ
k,Qα

ϵ∗
k,Q′

Tr[(XaZb|x⟩⟨x|ZbXaQXaZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXaQ′]

=
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

∑
k

∑
Q,Q′

αϵ
k,Qα

ϵ∗
k,Q′

Tr[(|x⟩⟨x|ZbXaQXaZb|Ψ⟩⟨Ψ|ZbXaQ′XaZb]

=
∑
k

∑
Q

|αϵ
k,Q|2Tr[(|x⟩⟨x|Q|Ψ⟩⟨Ψ|Q]

=
∑
k

∑
Q

|αϵ
k,Q|2|⟨x|Q|Ψ⟩|2

=
∑
k

( ∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2P c(x) +

∑
δ ̸=0

∑
Q=δ

|αϵ
k,Q|2P c(x+ δ)

)
δ ≡ (δ1, . . . δn) ∈ {0, 1}n であり、∑

δ ̸=0 は δ = 0以外につ
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いて和をとることを意味する。

次に P c(x)と P c
U (x)の l1-norm を計算する。

1

2

∑
x

|P c(x)− P c
U (x)|

=
1

2

∑
x

∣∣∣P c(x)

−
∑
k

( ∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2P c(x) +

∑
δ ̸=0

∑
Q=δ

|αϵ
k,Q|2P c(x+ δ)

)∣∣∣
=

1

2

∑
x

∣∣∣(1−∑
k

∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2)P c(x)

−
∑
k

∑
δ ̸=0

∑
Q=δ

|αϵ
k,Q|2P c(x+ δ)

∣∣∣
=

1

2

∑
x

∣∣∣ϵP c(x)−
∑
k

∑
δ ̸=0

∑
Q=δ

|αϵ
k,Q|2P c(x+ δ)

∣∣∣
ここで三角不等式を使い、xについて和をとると以下のよ
うに変形できる。

（上式）≤1

2

∑
x

(
ϵP c(x) +

∑
δ ̸=0

∑
k

∑
Q=δ

|αϵ
k,Q|2P c(x+ δ)

)
=

1

2

∑
x

ϵP c(x) +
∑
δ ̸=0

∑
k

∑
Q=δ

|αϵ
k,Q|2

∑
x

P c(x+ δ)
)

=
ϵ

2
+

1

2

∑
δ ̸=0

∑
k

∑
Q=δ

|αϵ
k,Q|2

=
ϵ

2
+

1

2

∑
k

∑
|X|+|Y |≥1

|αϵ
k,Q|2 = ϵ

A.4 補題 6の証明
x = aとなる確率 P (x = a)は証明者が鍵と同じ値を検

証者に送る確率であるので下記のようになる。

P (x = a) =
1

2n

∑
a∈{0,1}n

Tr[(Π(a)⊗ Ik)Uϵ(|a⟩⟨a| ⊗ |0k⟩⟨0k|)U†
ϵ ]

部分系についてトレースアウトを行うと以下のように変形
できる。

（上式）= 1

2n

∑
a∈{0,1}n

∑
k

Tr[Π(a)F k†
ϵ |a⟩⟨a|F k

ϵ ]

=
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

∑
k

Tr[XaZb|0n⟩⟨0n|ZbXaF k†
ϵ XaZb|0n⟩⟨0n|ZbXaF k

ϵ ]

=
1

4n

∑
a,b∈{0,1}n

∑
k

∑
Q,Q′

αϵ∗
k,Q′αϵ

k,Q

Tr[XaZb|0n⟩⟨0n|ZbXaQXaZb|0n⟩⟨0n|ZbXaQ′]

=
∑
k

∑
Q

|αϵ
k,Q|2|⟨0n|Q|0n⟩|2

=
∑
k

∑
|I|+|Z|=N

|αϵ
k,Q|2 = 1− ϵ
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