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オンサイトでの高精度数値シミュレーション実施
のためのGPU向き疎行列圧縮スキーム
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概要：近年，計算機の高性能化にともない数値シミュレーションをオンサイトでリアルタイムに実行し，
様々な産業に応用することが期待されている．このようなシミュレーションは，GPGPUを利用すること
によって実用的な計算時間での実行が期待できるが，メモリ容量の制約が大きな問題点である．そこで本
稿では数値シミュレーションの代表的手法である Finite Element Method（FEM）で現れる疎行列のメモ
リ使用量削減手法を提案する．提案手法では，疎行列の列番号を表す値をパッキングし，メモリに格納す
る値の数を削減する．複数の疎行列による評価では，15個中 13個において従来手法に対しメモリ使用量
を削減し，最大で 26.3%の削減率となった．また，オンサイト実施が期待される分野の一例として心臓シ
ミュレーション用の疎行列にも適用したところ，メモリ使用量が 20.6%削減された．
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Abstract: Recent years, performing high-precision numerical simulations on-site and adapting the results
to various industries are expected, as the computing power has been increasing. Although such simulations
can possibly be executed in a practical time with GPUs, some of them do not fit in GPUs due to their
limited memory capacity. To solve this problem, we proposed a new compression scheme of sparse matrix
storage formats. Assuming that some parts of the column indices in the sparse matrix are a consecutive and
such those parts can be described with its minimum and maximum column number. In our experiments,
we reduced the memory usage of general sparse matrices up to 26.3% in 13 out of 15 matrices compared
with conventional storage. Also, we reduced the memory usage of matrices used in a heart simulation up to
20.6%.
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1. はじめに

近年，様々な分野において高精度な数値シミュレーショ

ンの需要が増大している．通常，高精度な数値シミュレー
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ションには PCクラスタやスーパコンピュータ等の大規模

な計算機を使用する場合が多い．このような大規模な計算

機は導入や管理のコストが高いため，外部組織が所有する

ものを借りてシミュレーションを行うケースも増えている．

たとえば医療分野における数値シミュレーション応用が考

えられる．この分野では HeartFlow社が FFRCT [1]の商

用サービスを始めているが，これは Amazon Web Services

（AWS）を活用したクラウドサービスである [2]．
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たとえば，狭心症が疑われる患者の CT画像と診断情報

が病院からAWS上に構築されたサービス基盤に送信され，

Heartflowの技術者が有限要素法による 3次元の流体解析

を実行，Fractional Flow Reserve（FFR）値を算出し，病

院にレポートを返すというものである．FFR値とは，冠

動脈内の狭窄によりどの程度血流が阻害されるかを表す値

であり，薬剤により冠動脈の末梢を拡張させた状態で，狭

窄部の下流の血圧を上流の血圧で割ることで算出される．

これはカテーテルを用いる侵襲的な検査であるが，FFRCT

のサービスでは数値シミュレーションを活用して非侵襲的

に FFR値を算出している．一方で，病院側からすると情

報管理の観点や医師がシミュレーションをコントロールし

たいという要望もあり，オンサイトのシミュレーション実

行が望まれるケースがある．これに対しては，院内に配置

可能なサイズのワークステーションで現実的な時間内に解

析できるよう，次元削減した数理モデルを用いて FFR値

を算出する研究が行われており [3], [4]，数十分での解析が

実現されている．しかし，次元削減により流速や血圧の空

間分布あるいはずり応力といった様々な詳細な情報が抜け

ているという欠点があり，高精度かつオンサイトでの実行

が可能なシミュレーションが求められている．

上記のようなオンサイト環境での高精度な数値シミュ

レーション実現のために，General-Purpose computing on

Graphic Processing Unit（GPGPU）の活用が考えられる．

従来高精度な数値シミュレーションを実用的な時間で実行

するためには，大規模計算機が必要であったが，GPUを汎

用的な計算に適用する技術の発展により，数値シミュレー

ションを省スペースかつ高速に実行可能となった．しかし

ながら，利用可能なメモリ量が，CPUは 1ノードで数 TB

までなのに対して，GPGPUでは高々数十 GBしかないと

いう大きな制約がある．数値シミュレーションの代表的

な手法である Finite Element Method（FEM）を用いた場

合，シミュレーションの大規模化，高精度化により，FEM

で扱う疎行列のサイズが増大する．この疎行列が GPUメ

モリへ格納しきれない場合，CPUとGPU間の転送が頻発

し，演算性能が大きく低下する．

そこで本稿では，FEMを用いた数値シミュレーションで

扱う疎行列を対象にした疎行列圧縮手法を提案し，GPGPU

の小容量のメモリに格納する．評価としていくつかのFEM

の行列と，医療への応用例として心臓シミュレーション

（UT-Heart）[5]の行列を用いた．GPUはメモリ参照の特

性や並列演算器の動作が CPUとは異なるため，圧縮した

疎行列の演算速度が重要なポイントになるが，提案手法で

は GPGPUによる演算速度は従来手法と遜色ないながら

も，圧縮率を最大 26.3%向上できる．

本稿は，2章で FEMにおける疎行列の説明と行列圧縮

に関する関連研究を俯瞰する．3章で提案する疎行列格納

方式に対する圧縮方法を詳しく述べる．4章で提案圧縮方

法を評価し，5章でまとめを行う．

2. FEMにおける疎行列とその圧縮法

2.1 FEMにおける疎行列

FEMは偏微分方程式を離散的に解く手法の 1つである．

FEMでは支配方程式を変分原理や重み付き残差法により

積分方程式（弱形式）に変換する．また解析領域を四面体

や六面体といった有限要素に分割し，要素の頂点，辺ある

いは内部には物理値を持つ節点が配置される．要素内の物

理値は各節点の物理値と節点ごとの補間関数により近似さ

れる．解析領域全体の積分方程式は，要素ごとの方程式に

分割され，要素ごとの積分は上述した要素内の補間関数と

ガウス積分のような数値積分を用いることで，離散的な要

素剛性方程式が構成される．これらの要素ごとに作成され

た方程式を重ね合わせることで，解析領域全体の連立 1次

方程式が得られ，最終的にはこの方程式の求解に帰着する．

連立 1次方程式に現れる行列の各行は節点の物理値に対

応し，各列は接続関係にある節点の物理値に対応する．す

なわち接続関係にある場合は非ゼロ，その他はゼロとなる

ため，この行列はその大部分がゼロとなる疎行列である．

高精度な解析のためには有限要素をより細かくする必要が

あるが，それにともない疎行列のサイズも増大する．

大規模な疎行列の連立一次方程式を解く方法として，

Algorithm 1 に示す Generalized minimum residual（GM-

RES）[6]のような反復法がよく用いられる．FEMによる

シミュレーションの高速化につながることから，反復法の

高速化に関する研究が数多く行われている [7], [8], [9]．

Algorithm 1 は反復法の一例としてGMRESのアルゴリ

ズムを示している．アルゴリズム中，二重線の四角で囲ま

れた疎行列 Aと，ベクトルの積を求める処理があり，これ

は Sparse matrix-vector multiplication（SpMV）と呼ばれ

る．反復法における SpMVは巨大な疎行列とベクトルの

積となることが多いため，CPUによる逐次処理の場合，非

常に多くの演算時間が必要となる．SpMVは反復ごとに実

Algorithm 1 GMRES

1: Compute r0 = b − A x0, β := |r0|2, and v1 := r0/β

2: Define the (m + 1) × m matrix Hm =

{hij}1≤i≤m+1,1≤j≤m .Set H̄m = 0.

3: for j = 1, 2, . . . , m do

4: Compute ωj := A vj

5: for i = 1, . . . , j do

6: hij := (ωj , vi)

7: ωj := ωj − hijvi

8: end for

9: hj+1,j = |ωj |2. If hj+1,j = 0 set m := j and go to 12

10: vj+1 = ωj/hj+1,j

11: end for

12: Compute ym the minimizer of |βe1 − H̄my|2 and xm =

x0 + [v1, . . . , vm]ym
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行されるため，GMRESのボトルネックとなる．また，巨

大な疎行列 Aを格納するために多くのメモリを使用する．

このことから，GPGPUにおける効率的な SpMVの高速

化，省メモリ化のため，メモリへの疎行列格納方法が，多

く検討されてきた [10]．

2.2 疎行列の格納方式

疎行列を格納する方式により，疎行列格納のためのメモ

リ使用量や SpMVの演算性能は大きく変化する．現在ま

でに提案された様々な疎行列格納方式は，大きく分けると

Compressed Sparse Row（CSR）と ELLPACK（ELL）[11]

の 2つが元となっている．図 1 に CSRおよび ELLの格

納方法を示す．CSRの長所は，無駄なゼロ要素をいっさ

い格納しないため，少ないメモリ使用量で疎行列を格納で

きる点があげられる．CSR では，3 つの配列を用いて疎

行列を表す．1つ目の配列（図中 CSRの四角内，V alues）

は，疎行列内の各非ゼロ要素の値を格納する．2つ目の配

列は（図中 CSRの四角内，Columns），疎行列内の各非ゼ

ロ要素の列番号を格納する．3つ目の配列（図中 CSRの四

角内，RowPtr）は，V alues配列と Columns配列におけ

る，疎行列の各行の最初の要素を示すインデックスを格納

する．式 (1)に CSRを用いて疎行列を格納した際のメモ

リ使用量を示す．メモリ使用量の単位は byteである．

MemUsageCSR = 8Nz + 4Nz + 4(N + 1) [byte] (1)

本稿において，N は疎行列の行数を示し，Nz は疎行列内

の非ゼロ要素数を表す．また本稿では，疎行列内の 1つの

値の格納に 8 byte（64 bit）の倍精度浮動小数点数を用い，

列番号等の 1つの整数を格納するために 4 byte（32 bit）の

非負整数を使用する．V aluesと Columnsの要素数は疎行

列中の非ゼロ要素数 Nz となり，メモリ使用量はそれぞれ

8Nz，4Nz [byte]で表される．RowPtr の要素数は N + 1

であり，メモリ使用量は 4(N + 1)で表される．

CSRは非常にメモリ使用量が少ない一方で，GPU上で

SpMVの演算性能が低くなる傾向にある．GPUでは，warp

と呼ばれる演算単位が存在する．同一 warp内のスレッド

図 1 従来の疎行列格納方式

Fig. 1 Conventional storage formats for sparse matrices.

はつねに同じ処理を同時に行う．そのため，各スレッドが

不連続なメモリアドレスにアクセスする場合は，スレッド

数と同じ回数の逐次的なメモリアクセスが発生し，大きな

オーバヘッドとなる．しかし，各スレッドが連続したメモ

リアドレスにアクセスする場合は，1回のメモリアクセス

ですべてのスレッドが必要とするデータにアクセスするこ

とが可能である．GPUを使用するプラットフォームであ

る CUDAでは，このようなメモリアクセス方式をコアレ

スドアクセス（Coalesced Access）と呼ぶ．一般に疎行列

の各行の非ゼロ要素数はばらつきがあることから，CSRに

対してコアレスドアクセスをしようとすると，あるスレッ

ドが別のスレッドが担当する行の値を読み込んでしまう等

の問題が起きる．そのため，正しく SpMVの演算を行う際

にはメモリアクセスが増加し，演算性能が低下する [12]．

一方 ELLでは，2つの行列を用いて，疎行列を表す．1

つ目の行列（図 1 中 ELLの四角内，V alues）では，疎行列

内の各非ゼロ要素の値を V alues行列内の対応する行へ格

納する．2つ目の行列（図 1 中 ELLの四角内，Columns）

では，疎行列内の各非ゼロ要素の列番号を Colmuns行列

内の対応する行へ格納する．これら 2つの行列に，左詰め

で要素を格納していくため，疎行列内のゼロ要素を削減し

て格納することが可能である．しかし，2つの行列の列数

は，疎行列の行あたりの最大非ゼロ要素数とする必要があ

る．そのため，疎行列内の各行の非ゼロ要素数のばらつき

が大きい場合，計算に使用されない無駄な要素をパディン

グ（図 1 中，行列内の ∗）として多く格納する必要があり，
メモリ使用量が増加する．一般的に，パディングには “0”

を使用するため，本稿においてもパディングには “0”を使

用する．CSRでは非ゼロ要素のみの情報を保持していた

が，ELLではパディングによって 1行あたりの要素数を均

等にしているため，同一 warp内のスレッドがつねに連続

したアドレスへアクセス可能である．したがって，パディ

ングされた無駄な要素はメモリ使用量の増加を起こすが，

メモリアクセスの観点から見れば非常に効果的である [12]．

Vázquezらは，ELLのパディングされた要素に対する

無駄な演算を減らし，演算性能をさらに向上させる手法，

ELLPACK-R（ELL-R）を提案している [13]．ELL-Rでは

ELLに加え，疎行列内の各行の非ゼロ要素数を保持するこ

とで，パディングに対する無駄な演算を減らすことが可能

である．式 (2)，(3)はそれぞれ，ELLと ELL-Rを用いて

疎行列を格納したときに必要となるメモリ使用量である．

MemUsageELL = 8NK + 4NK [byte] (2)

MemUsageELL−R = 8NK + 4NK + 4N [byte] (3)

ここで K は疎行列中，1行あたりの最大非ゼロ要素数

を示す．ELLと ELL-Rともに，V alues行列と Columns

行列内の要素数はNK で表される．そのため，式 (2)では

8NKが V alues行列のメモリ使用量を，4NKがColumns

c© 2020 Information Processing Society of Japan 95



情報処理学会論文誌 数理モデル化と応用 Vol.13 No.2 93–106 (Aug. 2020)

行列のメモリ使用量をそれぞれ表している．また，ELL-R

では ELLに加え，各行の非ゼロ要素数も保持するため，式

(3)では第 3項として 4N が追加される．

また近年，これまでに述べた疎行列格納方式の高い演算

性能を保ったまま，メモリ使用量の削減を試みる研究が行

われている．Monakovらは，ELLの無駄なパディングを

減らし，メモリ使用量を削減するため，Sliced ELLPACK

（SELL）を提案している [14]．SELLでは，任意の行数で

疎行列を分割し，各分割した部分疎行列に対して ELLを

適用する．これにより，各行の非ゼロ要素数のばらつきが

大きい場合でも，パディングの量を抑え，メモリ使用量

を削減できる．しかしながら，SELLの列番号を保持する

行列には，さらに削減可能なデータが存在する．SELLの

問題を解決するため，Choiらは，Blocked CSR（BCSR）

と Blocked ELL（BELL）を提案している [15]．BCSRと

BELLは疎行列内の非ゼロ要素を少ない数の列番号で表す

ため，疎行列を小さな密行列に分割し，格納する格納方式

である．規則にのっとり，疎行列を小さな密行列に分割す

ることで，各密行列に対し 1つの列番号から，密行列内の

非ゼロ要素の本来の列番号を算出することが可能である．

BCSRと BELLの問題点として，各密行列の行数と列数が

固定であること，密行列にする際に無駄なゼロ要素を格納

する必要があることの 2つがあげられる．

Pinar らは，CSR 方式に対する疎行列内の連続した非

ゼロ要素の列番号を圧縮し，メモリ使用量を削減する手

法，Blocked Compressed Row Storage（BCRS）を提案し

た [16]．図 2 に BCRSを用いた格納方法の例を示す．こ

こで，Af は行列の値を格納する配列，Colindは連続した

非ゼロ要素の先頭または不連続の非ゼロ要素の列番号を格

納する配列である．そして，Rowptrは Colind内のどの要

素が各行の先頭の非ゼロ要素の列番号かを格納し，Nzptr

は Af 配列内のどの要素が連続した非ゼロ要素の先頭，ま

たは単体の非ゼロ要素なのかを記憶している．実験結果で

は，CSR方式のメモリ使用量とメモリアクセス回数の削

減を達成し，連続した非ゼロ要素の列番号圧縮の有効性

を示している．しかし，Pinarらの研究では，GPUを始

めとする並列計算環境における SpMVではなく，逐次的

な SpMVを対象としている．論文中においても，並列計

算を行う実装の定義はされていない．そのため，BCRSを

図 2 Blocked Compressed Row Storage（BCRS）を用いた格納例

Fig. 2 An example of using Blocked Compressed Row Storage

(BCRS).

そのまま GPUで並列化することは困難であると考えられ

る．また，多少の変更で BCRS方式を GPUで実行しても

高い性能が出るとは考えにくい．以下に理由を述べる．た

とえば，単純に GPU上の 1スレッドが図 2 の行列の 1行

を担当し，並列化を試みるとする．各 GPU上のスレッド

はまず，Rowptrの値を読み込むことが想定される．次に，

Colindから自身が担当する BLOCKの先頭または単体の

要素の列番号を読み込む．その後，Nzptr の値を用いて

Af から値を読み込む際，Af 内のどの要素からどの要素ま

でが同じ行にあるか並列計算では判別できないという問題

が生じる．たとえば，図 2 の行列の 5行目（最初の行を 0

行目とする）の kを計算する場合，kの列番号は分かるが，

スレッドは並列に動いているために k に対応する Nzptr

の数値が分からず，Nzptr のどの部分を読み込めばいい

か判別ができない．したがって，このままでは，GPU上

での BCRSを用いた SpMVは実現不可能であると考えら

れる．

また，著者らもこれまでの研究 [17]において，CSRと

ELL方式を用いて，連続した非ゼロ要素の列番号に対する

圧縮法の有効性を検証しており，メモリ使用量の削減に効

果的であることが判明している．しかしながら，連続した

列番号の圧縮により，GPUメモリ上の列番号を保持する

配列に対するアクセスが不連続化するため，ELLを用いた

SpMVの演算性能が低下することも明らかになった [17]．

そこで本研究では，疎行列に必要なメモリ使用量の削減を

第一に考えながら，非ゼロ要素の連続部と不連続部を分け

ることにより，メモリアクセス効率の向上を図り，圧縮に

よる CSR，ELLを用いた SpMV演算性能に対する悪影響

が少ない，Row Block Packing Method（RBP法）を提案

する．メモリ使用量削減の方法として，単精度浮動小数点

数の使用等の方法も考えられるが，本研究では非ゼロ要素

の値ではなく，整数で表現される列番号数の削減を行う．

そのため，本研究で提案するRBP法を適用後，非ゼロ要素

の値に対し，単精度浮動小数点数の適用等によりさらにメ

モリ使用量の削減を行うことも可能であると考えられる．

3. ROW BLOCK PACKING METHOD

（RBP法）

3.1 RBP法の説明

2.1 節で述べた FEMにおける疎行列の非ゼロ要素のパ

ターンは，節点間の接続関係と，節点番号により決定され

る．1つの節点は近隣の節点と隣接していることから，疎

行列内でも複数の連続した非ゼロ要素が存在すると考え

られる．この疎行列内の連続する非ゼロ要素の列番号を圧

縮することで，疎行列のメモリ使用量を削減可能である．

FEMには非構造格子，構造格子の 2つのデータ構造が存

在するが，どちらも節点の繋がりが多いため，疎行列内に

連続した非ゼロ要素が存在すると考えられる．そのため，
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本提案手法は両データ構造を対象とする．

SpMVは，疎行列内に非ゼロ要素が連続して存在する場

合，連続した非ゼロ要素の最初と最後の要素の列番号のみ

で，計算可能である．しかしながら，既存の格納方式であ

る CSRや ELLでは，連続した非ゼロ要素のすべての列番

号を記憶する．そのため，RBP法では，疎行列内に存在す

る連続した非ゼロ要素の列番号の最初と最後のみを格納す

ることで，列番号を格納する配列に要する記憶領域を削減

する．少量の GPUメモリを効率的に使用することで，オ

ンサイトにおけるシミュレーションの高精度化，大規模化，

同時に実行できるシミュレーション数の増加につながる．

RBP法は FEMで生成される疎行列を対象としており，連

続な非ゼロ要素がほぼ存在しないような疎行列に対しては

提案手法の効果は薄い．

図 3 にRBP法の概略図，Algorithm 2 にRBP法を既存

の疎行列格納方式に適用する手順を示す．Algorithm 2 で

は，疎行列内の非ゼロ要素を先頭から順に，図 3中，斜線の

四角で囲まれた要素のように連続しているか，もしくは図 3

中，丸で囲んだ要素のように不連続なのかを確認していく．

まず 2行目から 7行目までは，非ゼロ要素の連続部に対

図 3 Row Block Packing（RBP）法の概略図

Fig. 3 Row Block Packing (RBP) method.

Algorithm 2 RBP法の適用フロー
1: for i = 0 to 疎行列内の非ゼロ要素数 do

2: if i 番目の非ゼロ要素が連続 then

3: 非ゼロ要素の値を対応する BLOCK の Values へ格納
4: if i番目の非ゼロ要素が連続した要素の先頭 or末尾 then

5: 非ゼロ要素の列番号を対応する BLOCKの Columnsへ
格納

6: end if

7: BLOCK を適用する疎行列格納方式で格納
8: else if i 番目の非ゼロ要素が不連続 then

9: 不連続部の要素はすべて CSR 形式で格納
10: end if

11: end for

して行う処理である．RBP法では図 3 中 “a，b，c，d”等

のように，連続した非ゼロ要素の情報に関して 1 BLOCK

として考え，最終的に RBP法を適用する疎行列格納方式

へ BLOCK単位で格納する．また，連続した非ゼロ要素

の値については圧縮の影響がないため，連続している間，

Valuesにただ格納するだけである（2，3行目）．

4行目から 6行目に示す処理は非ゼロ要素の列番号数を

削減する処理であり，RBP法の最も重要な処理である．各

BLOCKの Columnsのデータ数を削減するため，SpMV

の計算に必要な先頭と末尾の要素のみを取り出し格納する

（図 3 中，各 BLOCKの Columnsの矢印左側がデータ数

を削除する前，矢印右側がデータを削除した後のColumns

の配列である）．この結果，どれだけ長く連続した非ゼロ

要素を BLOCK化した場合でも，列番号を表すために必要

となる要素数は 2となるため，疎行列内に連続した非ゼロ

要素が多く存在したり連続数が長かったりする場合，大き

なメモリ使用量の削減が可能である．この結果，どれだけ

長く連続した非ゼロ要素の場合でも，列番号を表すために

必要となる要素数は 2となるため，疎行列内に連続した非

ゼロ要素が多く存在したり連続数が長かったりする場合，

大きなメモリ使用量の削減が可能である．

7行目の「BLOCKを適用する疎行列格納方式で格納」

は，既存の疎行列格納方式に対して，BLOCK化した非ゼ

ロ要素を格納していく処理である．格納する際には，各

BLOCKを本来の 1つの非ゼロ要素と同等に扱い格納する

（V aluesと Columnsの複数の要素を 1つの塊として考え

る）．この過程は，CSRや ELL等の既存の格納方式で値や

列番号等を格納する方法を BLOCK化された非ゼロ要素に

対して適用することを意味する．たとえば CSRであれば，

BLOCK化された非ゼロ要素の複数の値をそのまま値配列

に，圧縮された 2つの列番号は列番号の配列に，1つの値

を扱う場合と同様に格納する．

8行目，9行目では，i番目の非ゼロ要素が不連続だった

場合の処理を記述している．図中の “g，l，s”のような不

連続な非ゼロ要素をCSR形式で格納する．このとき，ELL

等の CSRとは異なる格納方式においても，不連続な非ゼ

ロ要素は連続した非ゼロ要素とは別の空間に CSR形式で

格納する．連続部と不連続部を分離して格納する理由は，

メモリアクセス効率を向上させるためである．RBP法の

ように，不連続な非ゼロ要素については CSR方式で格納

することで，連続した非ゼロ要素の列番号を格納している

配列または行列は必ず連続した非ゼロ要素に対しアクセス

することとなる．これによりスレッドが 1回の反復で，必

ず 2つの値を参照する．1スレッドのアクセス数が固定で

あれば，warp内のスレッドが一定のインデックスでスラ

イドし，アクセスすることが可能である．そのため，warp

内の各スレッドはつねにコアレスドアクセスを行うことが

可能である．
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図 4 RBP-CSR と RBP-ELL への変換

Fig. 4 Conversion to RBP-CSR and RBP-ELL.

ただし圧縮により，既存格納方式と同様の処理では格納

できない場合も存在する．その際には配列の追加等，正し

く SpMVの計算が行えるように変更を加える必要がある．

本稿では代表的な疎行列格納方式である CSR，ELLの格

納方式にのっとったBLOCKの格納方法を図 4 を用い，次

の節から説明を行う．

RBP法は複数の値を BLOCK化するというシンプルな

方法をとっているため，他の疎行列格納方式に対しても，

多少の変更のみで同様に提案圧縮方法を適用可能である

と考えられる．たとえば，ELLの派生系である ELL-Rは

ELLと同様の方法で RBPを適用可能である．

3.2 CSRへのRBP法の適用（RBP-CSR）

図 4 に RBP法を施した CSR（RBP-CSR）の概要を示

す．RBP-CSR は Algorithm 3 にのっとり，CSR の列番

号を格納する配列の要素数を削減していく．Algorithm 3

は非ゼロ要素が 2つ以上連続しているか判断するために，

Algorithm 2に比べ複雑に見えるが，同じ流れで処理を行っ

ている．Algorithm 3 の 3行目と 5行目は元の CSRから

疎行列内の非ゼロ要素の情報を 1 つずつ取り出すための

ループ処理である．RowPtr[i]から RowPtr[i + 1] − 1ま

でが i行目の非ゼロ要素の情報が格納されている，V alues，

Columns配列のインデックスとなる．Algorithm 3 中の

ColCSR，V alCSR，RowPtrCSR は図 1 の CSRの配列に

対応している．また，その他の配列は図 4に対応している．

Algorithm 3の 6行目から 23行目までがAlgorithm 2の

2行目から 7行目までの非ゼロ要素の連続部の処理に対応

する．6行目からのWhile処理により TmpColに格納され

た 1つ前の非ゼロ要素の列番号と，その次の非ゼロ要素の

列番号が連続している間，Comp V aluesへ非ゼロ要素の

値を追加し続ける（Algorithm 2 の 3行目に対応）．While

処理の終了時には，Comp Columnsに 2つ以上連続した非

ゼロ要素の先頭と末尾の列番号が追加される（Algorithm 2

の 4から 6行目に対応）．たとえば，図 4 の疎行列の最初

の “a，b，c，d”は連続した非ゼロ要素であることから，連

続した非ゼロ要素の値はすべてそのまま Comp V aluesへ

格納される．また，先頭の非ゼロ要素 “a”，末尾の要素 “d”

の列番号がそれぞれ順に Comp Columnsに格納される．

Algorithm 2 の 8から 10行目までの不連続部の要素に

対する処理は，Algorithm 3 の 24行目から 29行目に対応

する．TmpColに格納されている列番号の非ゼロ要素が，

不連続と判明した場合に，非ゼロ要素の値を V aluesCSR

へ，列番号を ColumnsCSRへ追加する．例として，図 4

の疎行列中，最初の不連続な非ゼロ要素 “g”の非ゼロ要素

は，8から 10行目の処理が適用され，“g”の値と列番号は

それぞれ，V aluesCSRと ColumnsCSRへ格納される．

Algorithm 3 の 30行目から 40行目は，調査している非

ゼロ要素と 1行中の最後の非ゼロ要素が不連続だった場合

の処理と，1行中に 1つの不連続な非ゼロ要素しか存在し

ない場合の処理を示している．この 2つの処理は実装の都

合上，追加したものであり，Algorithm 2 の不連続部の要

素の処理に含まれる．

また，RBP法を CSRへ適用することで多少の変更が生

ずる．図 4 の疎行列を CSRで格納する場合，値と列番号

は 1対 1で対応することから，0行目（最初の行を 0行目

とする）の要素は V aluesが “a, b, c, d”，“e, f”，Columns

が “0, 1, 2, 3”，“6, 7”のようにそれぞれの配列で要素数が

一致し，Ptr配列は RowPtrの 1つのみ使用する．しかし
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Algorithm 3 Matrix compression of RBP-CSR
1: V al ptr[0] = 0, Col ptr[0] = 0, RowPtr[0] = 0

2: Cnt1 = 0, Cnt2 = 0, Cnt3 = 0

3: for i = 0 to NumRow do

4: TmpCol = ColumnsCSR[RowPtrCSR[i]]

5: for j = RowPtrCSR[i] + 1 to RowPtrCSR[i + 1] do

6: while ColumnsCSR[j] − TmpCol == 1 do

7: if TmpCol is head of consecutive columns then

8: Comp Columns[Cnt1] = TmpCol

9: Comp V alues[Cnt2] = V aluesCSR[j − 1]

10: Comp Columns[Cnt1 + 1] = ColumnsCSR[j]

11: Comp V alues[Cnt2 + 1] = V aluesCSR[j]

12: Cnt2 = Cnt2 + 2

13: else

14: Comp Columns[Cnt1 + 1] = ColumnsCSR[j]

15: Comp V alues[Cnt2] = V aluesCSR[j]

16: Cnt2 = Cnt2 + 1

17: end if

18: TmpCol = TmpCol + 1

19: j = j + 1

20: end while

21: if Previous elements is consecutive then

22: TmpCol = ColumnsCSR[j]

23: Cnt1 = Cnt1 + 2

24: else

25: ColumnsCSR[Cnt3] = TmpCol

26: V aluesCSR[Cnt3] = V aluesCSR[j − 1]

27: Cnt3 = Cnt3 + 1

28: TmpCol = ColumnsCSR[j]

29: end if

30: if TmpCol is last element’s column in the row then

31: ColumnsCSR[Cnt3] = TmpCol

32: V aluesCSR[Cnt3] = V aluesCSR[j]

33: Cnt3 = Cnt3 + 1

34: end if

35: end for

36: if There is just one element in the row then

37: ColumnsCSR[Cnt3] = TmpCol

38: V aluesCSR[Cnt3] = V aluesCSR[RowPtrCSR[i]]

39: Cnt3 = Cnt3 + 1

40: end if

41: Col ptr[i + 1] = Cnt1, V al ptr[i + 1] = Cnt2, RowPtr[i +

1] = Cnt3

42: end for

RBP法の圧縮により，値と列番号の数に差異が生じるた

め，RBP-CSRでは 1行目の要素が始まるインデックスは

Comp V aluesで 6番目，Comp Columnsでは 4番目とな

る．そのためRBP法ではComp V alues，Comp Columns

の何番目のインデックスで行が変わるのかを表す値を格

納する V al ptr，Col ptr の 2つの配列を用意し，並列計

算に必要な各行の先頭の要素のインデックスを判別する．

Algorithm 3 の 41行目で，不連続部を格納する CSRの配

列，Comp Values配列，Comp Columns配列，それぞれに

対して，各行の先頭の非ゼロ要素が配列内の何番目のイン

デックスに格納されているか記録するため，各行終了時点

での非ゼロ要素数を格納している．RBP-CSRでは追加の

配列を必要とするため，連続した非ゼロ要素がまったく存

在しない疎行列においては CSRよりメモリ使用量が増え

る可能性がある．

さらに，連続部と不連続部の分割により，5行目のよう

な連続した非ゼロ要素が存在しない行も出現する．その場

合には V al ptr，Col ptr に同じインデックスを続けて格

納することで，行中に要素が存在しないことを示す．図 4

の行列では 0行目には不連続な非ゼロ要素が存在せず，1

行目から不連続な非ゼロ要素 “g”が出現する．そのため，

RowPtrの 1番目と 2番目に “0，0”（図 4 中，赤い波線）

を格納する．1行目は RowPtr の 2番目と 3番目 “0，1”

（図 4 中，青い直線）のように非ゼロ要素 “g”が 1つ存在

することを示す．上記に説明したAlgorithm 3 を図 4 の疎

行列中，すべての非ゼロ要素に対し，適用することで図 4

中の RBP-CSRを得ることが可能である．

式 (4)に RBP-CSRを用いて疎行列を格納した場合のメ

モリ使用量を示す．以降，Ncol は圧縮した後の列番号を格

納する Comp Columnsの要素数，Nval は Comp V alues

の要素数，Nnon は V aluesCSR，ColumnsCSRの要素数

（疎行列内の不連続な非ゼロ要素の数）を示す．

図 4 中の V al ptr，Col ptr，RowPtrの要素数は，CSR

の RowPtrと同様に (N + 1)となる．そのため，式 (4)中

12(N +1)は，3つの配列（V al ptr，Col ptr，RowPtr）の

メモリ使用量の合計を示す．次に 4Ncol + 8Nval は連続し

た非ゼロ要素の列番号と値を格納する Comp Columnsと

Comp V aluesのメモリ使用量を示す．4Nnon+8Nnonは不

連続な非ゼロ要素の列番号と値を格納するColumnsCSR，

V aluesCSR のメモリ使用量を示す．

MemUsageRBP−CSR = 12(N + 1) + 4Ncol + 8Nval

+4Nnon + 8Nnon [byte] (4)

Algorithm 4 は，RBP-CSR形式で格納された疎行列を

用いた SpMV演算を示す．各スレッドが Algorithm 4 を

同時に実行し，それぞれが疎行列内の 1行を担当する．id

はカーネル関数を実行する各スレッドの番号を示してい

る．idは，CUDAの関数を用いることで各スレッドが取得

することが可能である．RBP-CSRの SpMVカーネルは連

続した非ゼロ要素を計算するパートと不連続な非ゼロ要素

を計算するパートに分かれている．Algorithm 4 内，3行

目から 13行目までが連続した非ゼロ要素を計算するパー

トである．4行目からの forループでは，スレッドが担当

する行の非ゼロ要素の値を Comp V aluesから読み込むた

め，V al ptr から担当する行に対応するインデックスを読

み込む．5，6行目の ColNowと ColNextには連続した非

ゼロ要素の最初と最後の列番号が代入される．7行目の処

理は，連続した非ゼロ要素の先頭の要素と SpMVで用い

られるベクトルの要素との掛け算を計算する．8行目の for

ループで，ColNow から ColNextになるまで j をインク

リメントしていくことで，先頭以降の要素の列番号を毎回
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Algorithm 4 SpMV code of RBP-CSR on GPU
1: Let id be thread ID (id: 0 to n−1)

2: Set Count, TmpResult = 0

/* Calculation of compression part */

3: RowStart = col ptr[id]

4: for jj = val ptr[id] to val ptr[id + 1] − 1 do

5: ColNow = Comp Columns[RowStart + Count]

6: ColNext = Comp Columns[RowStart + Count + 1]

7: TmpResult+ = Comp V alues[jj] ∗ dV ector[ColNow]

8: for j = ColNow + 1 to ColNext do

9: jj + +

10: TmpResult+ = Comp V alues[jj] ∗ dV ector[j]

11: end for

12: Count+ = 2

13: end for

/* Calculation of non-compression part */

14: RowStart = RowPtr[id]

15: RowEnd = RowPtr[id + 1]

16: for j = RowStart to RowEnd − 1 do

17: TmpResult+ = V aluesCSR[j]∗
dV ector[ColmunsCSR[j]]

18: end for

19: Result[id] = TmpResult

グローバルメモリから読み出すことなく，インクリメント

のみで列番号を復元し，SpMVの計算を行う．

14行目から 18行目は，不連続な非ゼロ要素を計算する

部分である．CSRの SpMVカーネルと同様の処理を行っ

ている．不連続な非ゼロ要素に対し，演算を行い，連続し

た非ゼロ要素に対する演算結果と合算している．最後に結

果を，各スレッドが担当していた行と同じベクトル中の行

に格納し，終了する．

3.3 ELLPACKへのRBP法の適用（RBP-ELL）

図 4 に RBP法を施した ELL格納方式，RBP-ELLの概

念図を示す．ELLにRBP法を適用する際も，Algorithm 2

の 9 行目，「BLOCK を適用する疎行列格納方式で格納」

以外は RBP-CSRと同様である．「BLOCKを適用する疎

行列格納方式で格納」において，BLOCK の V alues と

ColumnsのデータをELLの方式にのっとり，V aluesELL

と ColumnsELL にインデックスの小さい BLOCK から

格納していく．ここでは図 4 の Compressed ELLのよう

に，各 BLOCKを 1つの非ゼロ要素として扱い，格納す

る．RBP-CSRの場合と異なり，追加の Ptr配列は必要と

しない．最後に CSRの処理 5と同様に，不連続な非ゼロ

要素を CSR形式で格納し，終了する．ここで RBP-CSR

の場合と同様に，不連続な非ゼロ要素の値を V aluesCSR

に，列番号は ColumnsCSRに格納される．また，各行の

最初の非ゼロ要素の情報が V aluesCSRと ColumnsCSR

のどのインデックスに格納されているかを，RowPtrに格

納する．RBP-ELLにおいても不連続な非ゼロ要素を CSR

形式で格納することで，パディングの数を抑え，メモリ使

用量増加を防ぐ狙いがある．

Algorithm 5 SpMV code of RBP-ELL on GPU
1: Let id be thread ID (id: 0 to n−1)

2: Set Count, TmpResult = 0

/* Kv is number of columns in ValuesELL */

3: Set Kv

/* Start point of consecutive non-zero elements */

4: Set StartELL to ColumnsELL[id][Count] 　
/* End point of consecutive non-zero elements */

5: Set EndELL to ColumnsELL[id][Conut + 1]

6: Count = Count + 2

/* Calculation of ELL part */

7: for j = 0 to Kv − 1 do

8: TmpResult+ = V aluesELL[id][j] ∗ V ector[StartELL]

9: StartELL + +

10: if StartELL == EndELL + 1 then

11: Set StartELL to ColumnsELL[id][Count]

12: Set EndELL to ColumnsELL[id][Conut + 1]

13: Count = Count + 2

/* Kc is number of columns in ColumnsELL */

14: if Count > Kc or StartELL == EndELL then

15: break

16: end if

17: end if

18: end for

/* Calculation of CSR part */

19: Set StartCSR to RowPtr[id]

20: Set EndCSR to RowPtr[id + 1] − 1

21: for j = StartCSR to EndCSR do

22: TmpResult+ = V aluesCSR[j]∗
V ector[ColumnsCSR[j]]

23: end for

24: Result[id] = TmpResult

式 (5)に RBP-ELLを用いて疎行列を格納した場合のメ

モリ使用量を示す．

MemUsageRBP−ELL = 8NKv + 4NKc + 8Nnon

+4Nnon + 4(N + 1) [byte]

(5)

ここで，KvはCompressed ELLの V aluesELL行列の列

数，KcはColumnsELL行列の列数を示す．8NKv+4NKc

は Compressed ELL中の V aluesELL，ColumnsELLが

必要とするメモリ使用量を示している．圧縮により Kc

が小さくなるほど，メモリ使用量の削減が可能であ

る．8Nnon + 4Nnon + 4(N + 1) は図 4 中 RBP-ELL の

V aluesCSR，ColumnsCSR，RowPtrが必要とするメモ

リ使用量を示す．

Algorithm 5 に RBP-ELLを用いた GPU上での SpMV

の疑似コードを示す．idはカーネル関数を実行する各ス

レッドの番号を示している．RBP-ELLでは 1スレッドが

疎行列内の 1行の計算を担当する．4，5行目の StartELL，

EndELLには，連続した非ゼロ要素の先頭と末尾の要素の

列番号がそれぞれ代入される．7行目から 18行目までの for

文では，Compressed ELLに対して処理を行う．for文では，

0からKv−1まで jを増加させていく．KvはRBP-ELLの
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ValuesELL行列の列数を表している．ループ内では，8行

目のように，StartELLは必要なベクトルのインデックスを

表現している．このベクトル V ector[StartELL]と V alues

行列との掛け算を TmpResultに足し合わせていくことで，

SpMVの処理を行う．そして，9行目で RBP-CSRのとき

と同様に削除された列番号を復元するため，StartELLを

インクリメントする．その後，10 行目で，StartELL と

EndELL + 1が同値になったとき，新たな連続した非ゼロ

要素の列番号を更新する（11，12行目）．また，14行目か

ら 16行目の処理は，スレッドが担当している行のすべての

要素に対して処理が終了した，もしくはパディングである

“0”を検知した場合に処理を打ち切る処理である．そして，

19行目から 23行目では，図 4 の不連続な非ゼロ要素を格

納してある CSRを用いて SpMV計算を行う．その後，連

続部の計算結果が格納されている TmpResultに不連続分

の計算結果を足し合わせる．最後 24行目で，各スレッド

は自分の idと対応するベクトルのインデックスに解を格

納し，SpMVの処理は終了となる．

4. RBP法の性能評価実験

本章では，提案した圧縮方法，RBP法の性能を評価す

る．RBP法を用いた場合の疎行列格納方式のメモリ使用

量，CPU–GPU間のデータ転送時間，そして SpMVの演

算時間に対する影響を評価する．

4.1 評価実験環境

表 1 に本稿の評価実験で用いたGPUサーバの実験環境

を示す．本評価実験で使用した 15 個の疎行列を表 2 に示

す．最初の 13個は，従来手法である CSRや ELLと比較

するため Florida Sparse Matrix Collection [18]収録の行列

で評価した．この中で比較的大規模な行列として DielFil-

terV2read (2011)や Cube Coup dt0 (2012)，Queen 4147

(2014)，Bump 2911 (2014)がある．2011年当時に利用可

能な最大のGPUは Tesla M2090で 6 GB，同じく 2014年

では K40が 12 GBであるが，上記行列は従来手法で圧縮

してもこれらの GPUのほぼ上限のサイズである．提案手

法によって圧縮率が向上すれば，より安価で小容量のGPU

表 1 評価実験に使用した環境

Table 1 Environment for the experiments.

Specification

OS Ubuntu 16.04

CPU Intel Core i7 6700K @ 4.0GHz

GPU NVIDIA Tesla V100 @ 1.38 GHz

Device memory 16 GB

Device memory bandwidth 900 GB/s

CUDA core 5,120

CUDA CUDA 10.1

Compiler gcc-4.4.7

が利用できるか，またはシミュレーションサイズを拡大す

ることが可能である．UT-Heart1，UT-Heart2は，心臓シ

ミュレーション [5]の流体構造連成解析における，非圧縮性

を扱った混合型の定式化により現れる行列である．医療分

野のアプリケーション例として評価対象に入れた（rma10，

UT-Heart1，UT-Heart2以外の疎行列は，収録されている

上三角または下三角行列のみを使用）．また，表 2 中の

N，Nz，Nnon，K，Kv，Kc は，式 (1)から (5)で使用さ

れているものに対応している．本実験で使用する疎行列

格納方式は，CSR，RBP-CSR，ELL，RBP-ELLに加え，

ELL-Rと ELL-Rに RBP法を適用した RBP-ELL-Rであ

る．RBP-ELL-Rの説明は誌面の都合上省略したが，ELL

と同様の方法で RBP法を適用可能である．ELLの演算性

能を高めた ELL-Rに RBP法を適用することで，RBP法

の演算性能への影響も確認する．

図 5 は実験で使用する，FEMで生成された連立一次方

程式（疎行列）にRBP法を適用し，GMRESで解くことを

想定したモデルを示す．赤枠より上の処理，「FEMモデル

の生成」，「作成された疎行列をファイルに保存」で保存さ

れた疎行列に，Florida Sparse Matrix Collectionまたはア

プリケーション例として加えた 2つの疎行列を使用するこ

とで，評価を行う．評価対象は，図 5 中の赤枠，つまり疎

行列ファイルの読み込みからGMRES処理の終了までであ

る．GPUによる評価を行うために，NVIDIAが提供する

CUDA10.1を使用し，各疎行列格納方式を用いた SpMVを

組み込んだGMRESプログラムを記述した．疎行列ファイ

ルの読み込みから RBP法の適用，GMRESの初期処理ま

でを CPU上で処理し，その後は GPU上での処理となる．

図 5 の青枠で囲まれた部分が GPU上で実行される．デー

タ転送時間，GPU演算時間は，CUDAのイベント変数を用

いて，“cudaEventRecord()”，“cudaEventElapsedTime()”

表 2 評価実験に用いた疎行列

Table 2 Various sparse matrices for the experiments.

Name of matrix N Nz Nnon K Kv Kc

cant 62,451 4,007,383 39,097 40 40 16

rma10 46,835 2,374,001 447 145 145 40

consph 83,334 6,010,480 30,461 78 78 38

parabolic fem 525,825 3,674,625 999,115 7 6 6

pwtk 217,918 11,524,432 199 90 90 18

thermal2 1,228,045 8,580,313 2,846,134 11 9 8

af shell9 504,855 17,588,845 919 30 30 10

F1 343,791 26,837,113 46,738 378 378 150

nd24k 72,000 28,715,634 441,476 483 472 114

dielFilterV2real 1,157,456 48,538,952 10,631,364 99 79 48

Cube Coup dt0 2,164,760 124,406,070 125,891 52 52 23

Bump 2911 2,911,419 127,729,899 212,859 174 174 44

Queen 4147 4,147,110 316,548,962 228679 63 63 35

UT-Heart1 82,047 3,423,519 0 63 63 40

UT-Heart2 130,595 6,954,413 969,595 124 111 50
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図 6 各疎行列格納方式のメモリ使用量

Fig. 6 Memory usage of each storage formats.

図 5 RBP 法を用いた GMRES の計算モデル

Fig. 5 Model of calculating GMRES with RBP method.

により測定を行った．また GPUによる高速化の有効性を

示すため，CPU版のGMRESとの比較を行う．CPU版の

GMRESは図 5 の処理すべてを CPU上で行う．

4.2節では，各疎行列格納方式で疎行列を格納した際に

必要となるメモリ使用量を評価し，4.3節では各疎行列格

納方式を用いて図 5 内の SpMV（赤い四角部分）の SpMV

を 1回実行した際の演算時間を評価する．最後に 4.4節で，

図 5 内の赤枠全体の演算時間の評価を行う．

4.2 各疎行列格納方式のメモリ使用量の評価

図 6 に，各疎行列格納方式を用いて，表 2 の各疎行列

を格納した際のメモリ使用量を示す．この RBP-ELL-R以

外の疎行列格納方式のメモリ使用量は，式 (1)から (5)を

用いて導かれた値である．また，RBP-ELL-Rのメモリ使

用量は以下の式 (6)から導かれた値となっている．ELL-R

は ELLに要素数が行数に等しい配列が追加されているた

め，RBP-ELLのメモリ使用量を求める式 (5)に 4N を追

加した形となっている．

MemUsageRBP−ELL−R = 8NK v+4(NK c+N)+8Nnon

+4Nnon + 4(N + 1) [byte]

(6)

CSR，ELL，ELL-RとRBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-

Rのメモリ使用量を比較すると，それぞれ表 2 の 15個中

13個の行列において，RBP法を適用した格納方式の方が

少ない結果となった．RBP-CSRでは nd24kにおいて，最

大の 26.0%のメモリ使用量の削減に成功した．15個の疎行

列における平均のメモリ使用量の削減率は，14.5%であっ

た．この結果から，FEMで生成される行列には多くの連続

した非ゼロ要素が存在することが確認できる．RBP-ELL

では，pwtkにおいて，メモリ使用量の削減率が高く，ELL

に比べ，26.3%の削減に成功している．また，RBP-ELLの

15個の疎行列の平均メモリ使用量削減率は 16.2%となっ

た．RBP-ELL-Rが最もメモリ使用量を削減できた疎行列

は，RBP-ELLと同じく pwtk行列で，削減率は 26.2%で

あった．平均メモリ使用量削減率は，16.2%であった．結

果として RBP法の適用により，既存の疎行列格納方式の

メモリ使用量を 6個以上の疎行列において，20%以上の削

減に成功した．大きな削減率となった疎行列の特徴とし

て，連続した非ゼロ要素が各行に多く存在することがあげ

られる．また医療分野のアプリケーション例として評価に

使用した UT-Heart1，UT-Heart2においても，RBP-CSR

のメモリ使用量は CSRに比べ 12.4%，RBP-ELLのメモリ

使用量は ELLと比べ 20.6%，RBP-ELL-Rのメモリ使用

量は ELL-Rと比べ 20.6%少ない結果となった．巨大な疎

行列である Cube Coup dt0，Bump 2911，Queen 4147に

おいてもメモリ使用量の削減に成功しており，BRP法の

有効性を示した．またさらに使用した疎行列の問題を細分

化，大規模化させた場合でも非ゼロ要素のパターンは大き

く変化しないと考えられ，RBP法が有効であると考察し

ている．Bump 2911では，RBP法を ELL，ELL-Rに適用

することでメモリ使用量を 6 GB以下に削減することに成

功した．これにより GeForce 1060の 6 GBモデルでは困

難であったシミュレーションが可能となり，Tesla等の高
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図 7 GPU における SpMV の演算時間

Fig. 7 Execution time of SpMV on GPU.

い GPUの代替として低コストな GPUを使用することも

可能となる．

しかしながら，parabolic fem と thermal2 の 2 つの行

列では，RBP法を用いても既存の疎行列格納方式のメモ

リ使用量を削減できていない．これは，parabolic femや

thermal2の行列内には，連続した非ゼロ要素が少ないこと

と，連続した場合でも連続数が少ないことが原因である．

parabolic femや thermal2では，最大連続数が 2であり，

RBP法による効果がない．それどころか，不連続な非ゼロ

要素を格納するのに CSRを使用するため，この分のメモ

リ使用量が増大した．今回評価対象として Florida Sparse

Matrix Collectionを用いたのは，従来の CSRや ELLとの

比較のためである．現実にはこのような連続した非ゼロ要

素が少ない問題は稀であるため，提案手法は多くの場合有

効であると考えている．仮に連続した非ゼロ要素が少ない

問題があったとしても，FEMモデルの節点番号を振りな

おすことにより，連続した非ゼロ要素数を増加させる方法

も考えられる．しかし，今回は CSRや ELLと比較するた

め，本稿では再割当てについて言及しない．これらの要因

をふまえ，RBP法を既存の疎行列格納方式に適用した際

に，使用メモリ量を削減可能な条件を式 (7)，(8)に示す．

式 (7)は RBP-CSRが使用メモリ量を削減可能な条件，式

(8)は RBP-ELL，RBP-ELL-Rが使用メモリ量を削減可能

な条件である．式中で使用される変数に関しては，式 (1)

から (6)までに使用している変数と同じである．それぞれ

の式の左辺は RBP法により削減されるメモリ量を表して

いる．右辺は RBP法を適用することにより，追加される

CSR 等の配列に必要となるメモリ量を表す．2 つの式か

ら，疎行列内に多くの不連続な非ゼロ要素が存在する場合

には，多くのメモリ量を削減する必要があることが分かる．

2(Nz − Nval) + (Nz − Ncol) > 3Nnon + 2(N + 1) (7)

N(3K − 2Kv − Kc) > 3Nnon + (N + 1) (8)

4.3 GPU上での SpMV演算時間の評価

本節では，RBP法を各疎行列格納方式に適応すること

による SpMV演算時間への影響を評価する．

図 7 に各疎行列格納方式を用いた SpMV の演算時間

を示す．GMRES をはじめとする反復法では，収束まで

SpMVが複数回実行されるが，ここでは比較のため SpMV

カーネルの 1回あたりの演算時間を示す．RBP-CSRでは

すべての疎行列で，CSRに比べ SpMV演算時間が短縮さ

れた．RBP-ELLでは 15個中 13個，RBP-ELL-Rでは 15

個中 12個で既存手法より SpMV演算時間が短くなった．

RBP-CSRが最も演算時間の削減に成功した nd24kでは，

CSR の SpMV 演算時間に比べ 2.07 倍の高速化を達成し

た．また平均では，1.50倍の高速化となった．RBP-ELL

は，Bump 2911において最大の 3.28倍の高速化に成功して

いる．全体の平均高速化率は 1.65倍である．RBP-ELL-R

において，最も高速化に成功した行列は af shell9であり，

3.32倍の高速化に成功している．平均高速化率は 1.51倍

である．この結果から，圧縮率が高い疎行列においては

RBP法は，SpMV演算性能向上のための最適化技術の 1

つとして使用可能である．既存の疎行列格納方式では連続

している非ゼロ要素の数だけ，非常に低速なグローバル

メモリに対してアクセスする必要があり，大きなボトル

ネックとなる．これに対し，SpMV カーネルプログラム

（Algorithm 4，5）では，連続した列番号に対し，最初と最

後の列番号の 2つのみをグローバルメモリから読み出し，

レジスタに格納している．そのため，グローバルメモリア

クセス回数が削減され，演算時間も削減されたと推測する．

一方 RBP-ELL，RBP-ELL-Rでは，使用メモリ量を削減

できなかった疎行列（parabolic fem，thermal2）では，メ

モリアクセス数の削減が達成されず，RBP法で追加され

る配列へのメモリアクセスが増加したことから，RBP法

を使用した格納方式の SpMV演算時間は，増加している．

またRBP-ELL-Rでは，UT Heart1，UT Heart2において

SpMV演算時間が ELL-Rに比べ長くなっている．これは

圧縮により，ELL，ELL-Rで実現されていた各スレッド

の連続したアドレスへのアクセスが崩れてしまったことが

原因と考えられる．連続した非ゼロ要素の数がそれぞれの
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図 8 GPU における GMRES の演算時間

Fig. 8 Execution time of GMRES on GPU.

BLOCKで異なることから，スレッドが 1個の BLOCKを

処理するために，ValuesELLがアクセスされる要素数は，

スレッドごとに異なる．よって，連続したアドレスへのア

クセスが困難となり，演算時間が増加したと考えられる．

UT-Heart1，UT-Heart2では，RBP-ELLを使用するこ

とで．ELL-Rと同等の SpMV演算時間でありながらメモ

リ使用量は ELL-R以下となった．このことから，さらな

る高精度なシミュレーションをオンサイトで行うことが可

能である．RBP法は，メモリ使用量の少ない CSRをさら

に省メモリ化したり，SpMVを高速に演算可能な ELLや

ELL-Rのメモリ使用量を削減したりすることで，使用する

GPUのメモリ量を考慮した疎行列格納方式の選択の幅を

広げる．

4.4 GMRESによる評価実験結果

図 8 に，疎行列読み込みから連立一次方程式求解全体の

処理時間を評価するため，Algorithm 1に示す GMRES終

了までの CPU処理を含めた処理時間を示す．縦軸は対数

軸となっている．内訳として，図 5 における (1) CPU上

で RBP法を適用するための処理時間，(2)疎行列の CPU

メモリから GPU メモリへの転送時間，(3) GPU 上での

SpMV演算時間の合計，およびその他の処理時間を，それ

ぞれオレンジ，緑，紫，黄色で表した．その他の処理時間

は，GMRES（図 5 の赤枠部分）から各処理時間を除いた

残りの時間である．データ転送時間は各疎行列格納方式で

格納された疎行列の転送時間のみを示している．行列本体

以外のデータは疎行列格納方式にかかわらず一定であるた

め，その他の処理時間に含めている．今回，GMRESの最

大反復回数は，必要とする精度等により必要な反復回数は

問題により異なるため，最大 1,000回としており，1,000回

で収束しない疎行列に関しては 1,000回反復した際の処理

時間を記載している．parabolic fem，thermal2，af shell9，

F1，nd24k，UT Heart2はそれぞれ 12，26，86，649，283，

277回の反復で収束したため，その時点での GMRES演算

時間を示す．

まず RBP法を適用するための処理時間に着目すると，

SpMV 1回の演算時間に比べ，長い処理時間が必要となって

いる．RBP法の適用は CPUで行われているため，SpMV

の処理に比べ低速である．しかしながら，RBP法の適用

は 1回のみであり，SpMVの実行は反復ごとに行われるた

め，SpMV演算時間の合計に対する割合では図 8 から多

くの疎行列において RBP適用時間より，SpMV演算時間

が支配的となっていることが確認できる．GMRES全体の

演算時間を既存格納方式と RBP法を適用した格納方式で

比較すると平均で 6.6%，4.1%，3.5%と RBP法を適用し

た場合の方が短い結果となった．反復回数が最も少ないほ

ど RBP適用のオーバヘッドは支配的になるが，反復回数

が少ない parabolic fem，thermal2，af shell9においても，

既存手法に比べ 10%以下の演算時間増加に止まっている．

反復回数が 1,000回の疎行列においては，RBP法を用い

た場合でも全体処理時間が同等または短い結果となってい

る．反復回数が多くなるほど RBP法を適用するメリット

が大きくなると考えられる．この結果から，GMRES全体

の演算時間としては RBP法を用いて圧縮を行ったとして

も，遜色ない演算時間でより高い圧縮率が得られることが

確認された．

次に疎行列の CPU メモリから GPU メモリへの転送

時間を比較すると，CSR，ELL，ELL-R に比べ，RBP-

CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rのデータ転送時間が平均

で，13.6%，13.1%，13.4%削減された．nd24kにおいて，

RBP-CSRは最大の 13.6%のデータ転送時間削減を達成し

た．pwtkにおいて，RBP-ELL，RBP-ELL-Rはそれぞれ

25.8%，26.6%のデータ転送時間削減に成功しており，全

行列中で最大の削減率である．この結果から RBP法によ

るメモリ使用量削減にともないデータ転送時間も削減され

たことを確認した．しかしメモリ使用量削減が困難であっ
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図 9 CPU における GMRES の演算時間

Fig. 9 Execution time of GMRES on CPU.

た parabolic fem，thermal2においては最大 15.8%のデー

タ転送時間の増加が確認された．

また，GPUによる高速化の有効性を確認するため，す

べての処理を CPUで行った場合の処理時間，図 9 を記載

する．縦軸は対数軸となっている．CPUでの CSR，ELL，

ELL-R，RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rと GPUで

の結果を比較すると，平均で 14.9，122.1，56.7，27.0，70.3，

67.7倍の高速化となった．反復法においてデータ転送は 1

回のみであるため，反復ごとに実行される SpMVの演算

時間が支配的になる．図 8，図 9 から，CPUで支配的な

SpMV演算時間が GPUによる高速化で大きく短縮されて

いることが分かる．そのためデータ転送時間を必要として

もGPUを用いることは非常に効果的であり，GPUでの利

用範囲を広める RBP法の有効性も示せていると考える．

5. おわりに

本研究では，高精度な数値シミュレーションを GPGPU

によりオンサイトで実現するための課題の 1つとして，連

立一次方程式の求解の省メモリ化に取り組み，FEMで生

成される疎行列の特殊性を考慮した，疎行列格納方式に対

する圧縮方式を提案した．本提案圧縮方法である RBP法

は，FEMが生成する疎行列内に多くの連続した非ゼロ要

素が存在することに着目し，連続した非ゼロ要素の列番

号を圧縮し，格納する方式を採用している．メモリ使用量

の評価実験では，RBP法を用いることで CSRのメモリ使

用量を平均 14.5%，ELLのメモリ使用量を平均 16.2%削減

した．また GMRESの演算時間評価実験において RBP法

が，RBP法の適用時間を考慮しても既存手法と遜色なく，

メモリ使用量が少ない提案手法であることを示した．

今後の課題として，連続した非ゼロ要素が少ない疎行列

においても，メモリ使用量の増加が起こらないよう，RBP

法を改良することがあげられる．
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