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SX-Aurora TSUBASAにおける有限要素解析のための
共役勾配法の性能評価
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概要：有限要素法を用いた構造解析は工学分野で広く利用されている．一般的に有限要素法を用いたシ
ミュレーションにおいて最も時間がかかるのは疎行列を係数行列としてもつ連立一次方程式の求解である．
近年，NECよりベクトル型のアクセラレータボード (Vector Engine)を搭載した SX-Aurora TSUBASA

が登場した．Vector Engineには 1ボードあたり約 1.2 TB/sの帯域をもつ高速メモリと 8つの高性能演算
コアが搭載されており，各コアには倍精度 32要素を同時演算できる FMA演算器が 3器搭載されている．
有限要素解析は PCクラスタをはじめとするスカラプロセッサ・システム向けの高速化研究が進んでいる
が，ベクトル型アクセラレータボード上における性能や有効性の評価は行われていない．本研究では有限
要素解析ソフトウェアである FrontISTRに含まれる線形ソルバから疎行列の格納形式として BCRS形式
と JAD 形式，線形ソルバとして CG 法を選び，格納形式や実装ごとの OpenMP によるマルチスレッド
化，およびコンパイラの自動ベクトル化による高速化効果や性能について評価した．

1. はじめに
有限要素法を用いた構造解析は工学分野で広く利用され

ている．一般的に有限要素法を用いたシミュレーションに
おいて最も時間がかかるのは疎行列を係数行列としてもつ
連立一次方程式の求解である．このような問題にはKrylov

部分空間法を用いるのが一般的である．
連立一次方程式 Ax = b に対する Krylov部分空間法は，

初期近似解 x0 に対応する初期残差ベクトル r0 = b - Ax0

を用いて Aのべき乗と r0 の積の像が張る空間から近似解
を探索する反復法アルゴリズムの一つのカテゴリで，行列
の性質に応じて様々なアルゴリズムがある [1]．行列をベ
クトルに作用させ，近似解ベクトルの更新を繰り返すこと
で近似解を得る．
Krylov 部分空間法の高速化のために，GPU などのア
クセラレータを用いた高速化の研究が盛んに行われてい
る [2, 3]．一般的に CPU 向けに実装されたプログラムを
GPUで動作させる場合，デバイスとの転送やGPU向けの
最適化など施す必要があり，プログラム全体に対して変更
が必要になる．
様々な問題に対する離散化手法，連立一次方程式の求解

アルゴリズム，結果の可視化などを一貫して提供するシ
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ミュレーションソフトウェアはコード量が膨大であり，こ
のようなプログラム全体に対する変更や最適化を行うには
膨大な工数が必要になる．
近年，NECよりベクトル型のアクセラレータボード (Vec-

tor Engine, VE)を搭載した SX-Aurora TSUBASA [4, 5]

が登場した．VEは 1ボードあたり倍精度演算時に約 2.1

TFLOPSのピーク性能をもち，約 1.2 TB/sの帯域をもつ
高速なメモリが搭載されている．
VE向けにコンパイルされた一般的な CPU向けのプロ
グラムは，VH上で実行することで VEOSとよばれるシス
テムによってデータやプロセスが自動的に VE上に展開さ
れ，プログラムを書き換えることなく実行できる．ベクト
ル化はコンパイラによる自動ベクトル化，マルチスレッド
化には OpenMPなどを利用できる．
有限要素解析は PCクラスタをはじめとするスカラプロ

セッサ・システム向けの高速化研究が進んでいる．ベクト
ル計算機上で Krylov部分空間法を実行した研究事例や大
規模な実用ソフトウェアにおける動作検証例はある [6]が，
ベクトル型のアクセラレータボード上においてマルチス
レッド化や自動ベクトル化によってどの程度の性能が発揮
できるかや，どの程度最適化のためにプログラムの書き換
えが必要になるかは明らかになっていない．
我々は有限要素法ソフトウェアである FrontISTR [7]を

選び，VE 上で有限要素法を用いた構造解析を高速に行
うことを目標とした．本論文では研究の最初のステップ
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として，FrontISTR の線形ソルバに含まれる共役勾配法
(Conjugate Gradient method, CG法) [8]を対象に高速化
に必要な最適化方法や疎行列の格納形式を検討し，それら
の性能について評価した．

2. SX-Aurora TSUBASA

2.1 SX-Aurora TSUBASAのアーキテクチャ
SX-Aurora TSUBASAは一般的な x86プロセッサ (Vec-

tor Host, VH) をプログラムの制御に用い，PCIe で接続
された VEにプログラムやデータをオフロードして計算を
行う．
SX-Aurora TSUBASAにはVHとして用いるCPUのモ

デルや VEの動作周波数，搭載台数によっていくつかのモ
デルがあり，今回は Type10-Bとよばれるモデルの VEが
4枚搭載された A300-4とよばれるモデルを使用した．な
お，本論文では VEは 1枚しか使用しない．
図 1に今回用いた SX-Aurora TSUBASAの構成を示す．

VEは 8つの演算コアを搭載しており，各コアには型に依
らず最大 256要素を格納するベクトルレジスタが 64本と，
倍精度 32要素に対して同時に FMA (Fused Multiply and

Add)演算を実行できる FPUが 3器搭載されている．
ベクトルレジスタに格納，演算できるデータ数は可変で，

データ数が 256要素に満たない場合でもデータを 256の倍
数に揃えずにベクトル計算を実行できる．
ベクトルレジスタ内にデータが 256要素格納されている

とき，FPUはベクトルレジスタのデータに対して 256 / 32

= 8 サイクルかけて計算を行う．そのため VEにおいて倍
精度演算を行う場合のピーク性能は次のように計算できる．
1.4 [GHz] × 8 [core]× 32 (要素) × 6 (FMA × 3) = 2.15

[TFLOPS]

メモリ帯域は 1,228 GB/s で，Byte / Flop (B/F) は
1,228 / 2,150 = 0.57である．コア共有の LLC (Last Level

Cache)のサイズは 16 MBで，各コアと LLC間の帯域は
358.4 GB/sである．

2.2 SX-Aurora TSUBASAのプログラミングモデル
本節では VEを用いたプログラミングの方法について述
べる．SX-Aurora TSUBASAでは VH向けに VEOSとよ
ばれる VE上で動作するプロセスを制御するソフトウェア
が提供されている．VEOSは VEからは OSのように見え
ており，VEに Linuxシステムコールなどを提供する．I/O

やシステムコールなどの処理は自動的に VEOSを通じて
VHと協調して行われる．
NECコンパイラを用いて VE向けにコンパイルしたプ

ログラムを VHから実行するだけで，VEOSによってプロ
セスが VE上に展開されて処理が行われる．そのためユー
ザがプログラムを変更したり，VEと VH間の転送を意識
する必要はない．

また，SX-Aurora TSUBASAではVHとVEを連携させ
て計算するハイブリッド計算用の APIも提供されている．
コア間の並列には OpenMPや pthreadを用いてスレッ

ド並列化を行う．コア内のベクトル化にはコンパイラによ
る自動ベクトル化，およびコンパイラへの指示句を利用で
きる．この指示句は一般的なコンパイラでは無視されるた
め，VHと VEのプログラムは共通化が可能である．
複数のVEを使用したい場合はMPIなどを利用すること
で実現できるが，本論文では VE 1枚によるシングルノー
ドでの高速化を対象とする．

3. 実装と評価方法
本節では CG法の核となる BLAS Lv. 1相当のベクトル

演算，および疎行列とベクトルの積 (SpMV)の実装や評価
方法について述べる．
FrontISTRはメッシュデータと設定ファイルを入力する

ことで有限要素法による離散化から線形方程式の求解まで
の一連のシミュレーションを行うソフトウェアである．多
くの場合，最も時間のかかる処理は線形方程式の求解であ
るため，本論文では最初のステップとして FrontISTRに
含まれる CG法のプログラムを VE上で高速化する．
なお，本論文では内積などの演算をベクトル演算，この

ときのベクトルの長さ (配列長)をベクトルサイズとよび，
SX-Aurora TSUBASAによって 1命令で複数のデータを
同時処理することをベクトル計算，同時処理した数をベク
トル長とよんで区別する．
有限要素法による離散化や疎行列の生成は条件分岐など

を多く含み，並列化が難しい処理が含まれるため VE上で
は性能がでない可能性があるが，本研究では対象外とした．
FrontISTRでは有限要素法による離散化を行うプログラム
と線形方程式の求解を行うプログラムが分離された構造と
なっているため，VHと VEを連携させて計算するハイブ
リッド計算用の APIを利用することで，離散化を行うプロ
グラムを VH，求解は VEで実行するなどの対応が容易に
可能であると考えている．

3.1 ベクトルに対する演算
BLAS Lv. 1相当のベクトルに対する演算について述べ

る．現状，FrontISTRにおけるベクトルに対する演算は並
列化されていない．VEは LLCとコア間の帯域がコアあ
たり 358.4 GB/sで，HBM2の帯域速度である 1,228 GB/s

の 30 %程度しかないため，HBM2の帯域を引きだせない．
また，コンパイラの指示句などによるプログラムの変更

をせずに，コンパイラの最適化のみで自動ベクトル化がど
の程度されるのかは不明である．そこで 4 章で FrontISTR

の改良を行う前の事前実験として，OpenMPによるマルチ
スレッド化を行った内積のプログラムで性能を評価する．
SX-Aurora TSUBASA向けの最適化は行わない．結果
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図 1 SX-Aurora TSUBASA (VE: Type-10B) の構成

をスカラ値に足し込む処理はOpenMPの reduction句を用
い，ベクトル化はコンパイラの自動化に任せる．プロファ
イラから得られるベクトル化率やスレッド数を変化させた
際の性能を基に VHと比較した VEの性能を評価する．

3.2 疎行列とベクトルの積
FrontISTR ではいくつかの格納形式が実装されている
が，有限要素法によって離散化された行列はサイズが節点
あたりの自由度数によって決まるブロック構造になる性質
を利用し，あらかじめブロック化された格納形式を用いた
り，SpMVのループをブロック化している．疎行列は対角
ブロック行列，対角を含まない拡張上三角行列，対角を含
まない拡張下三角行列にわけて保持する．
我々はブロック構造に対する最適化はそのまま利用し，

ブロック化されたプログラムに対してスレッド並列化
やベクトル化を行うことにした．疎行列の格納形式とし
て，FrontISTRのデフォルトとして設定されている Block

Compressed Row Storage (BCRS) [9]形式，およびベクト
ル計算機向けの Jagged Diagonal (JAD) [9]形式の 2つを
比較することにした．本節では，それぞれの格納形式の概
要と SpMVの実装について述べる．
BCRS形式はサイズ r× cの小密行列（ブロック）とし
てブロック化する．図 2に 8 × 8の疎行列を r = 2, c = 2

の BCRS (BCRS2x2)形式で保持した構成を示す． U, L

はそれぞれ上三角，下三角行列に対応する配列を意味する．
すべての成分が 0となるブロックは作成しない．ブロック
内では各成分に連続アクセスが可能なため，メモリアクセ
スの改善効果が期待できる．
一般的にブロックに含まれる零成分による演算量，メモ

リデータ量の増加が問題となるが，FrontISTRでは有限要
素法の節点あたりの自由度数に合わせてブロックサイズを
決めているため，ほとんど零成分は含まれず，演算量やメ
モリデータ量もほとんど増加しない．BCRS形式の SpMV

は OpenMPによるスレッド並列化，およびMPIによるプ
ロセス並列化が行われているが，本論文では OpenMPに
よるスレッド並列化のみに着目する．
ブロック上三角行列，ブロック下三角行列はそれぞれ一

般的な BCRS形式と同じように値を保持する配列と，値
に対するインデックス配列 2本からなる 3本の配列で構成
される．生成されるブロックの数が the number of blocks

(blk)，行列の行数をN，ブロックのサイズは正方形 (r = c)

としたとき，それぞれ次のような配列である．なお，対角
ブロックはインデックス配列を作る必要はない．
( 1 ) ブロック内の成分の値を格納する長さ blk× r× cの倍
精度型 1次元配列 VAL

( 2 ) 配列 VALに格納されたブロックの開始列番号を格納
する長さ blkの整数型 1次元配列 INDEX

( 3 ) 各ブロック行の開始位置が配列 INDEXのどの成分か
ら開始しているかを格納する長さ ((N − r)/r) + 1の
整数型 1次元配列 PTR

BCRS2x2形式の疎行列に対する SpMVのプログラムを
図 3に示す．FrontISTRにおいて実際には，ブロック行内
ではアクセスする yの位置は変わらないため，r本の yの
ワークベクトルを作成し，ブロック行の最後で対応する y

にストアすることでインデックス計算を削減している．
プログラムから BCRS形式の SpMVは次のような特徴

をもつことがわかる．
• INDEXを用いたベクトル xへの間接参照が発生．
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図 2 BCRS2x2 形式の構成

for ( b i =0; bi<block row ; b i++){

// diag . b l ock matrix

y [ r∗bi +0] += D[ b i +0] ∗ x [ b i +0] ;

y [ r∗bi +1] += D[ b i +1] ∗ x [ b i +0] ;

y [ r∗bi +0] += D[ b i +2] ∗ x [ b i +1] ;

y [ r∗bi +1] += D[ b i +3] ∗ x [ b i +1] ;

//Upper t r i angu l a r b l ock matrix

for ( bc=PTR U[ b i ] ; bc<PTR U[ b i +1] ; bc++){
bj = INDEX U[ bc ] ∗ bnc ;

k = r ∗ c ∗ j ;

y [ r∗bi +0] += VAL U[ k+0] ∗ x [ bj +0] ;

y [ r∗bi +1] += VAL U[ k+1] ∗ x [ bj +0] ;

y [ r∗bi +0] += VAL U[ k+2] ∗ x [ bj +1] ;

y [ r∗bi +1] += VAL U[ k+3] ∗ x [ bj +1] ;

}

//Lower b lock t r i angu l a r matrix

. . .

}

図 3 BCRS2x2 形式の SpMV のプログラム

• ブロック行ごとの依存性はないため biループにおける
マルチスレッド化が可能．

• ブロック行内はベクトル命令で連続した処理が可能．
ブロック内やブロック行内 (bcのループ)ではベクトル

化が期待できるが，ブロック数は空間数によって決まるこ
とから高いベクトル化効率は期待できない．
そこでベクトル計算機向けに FrontISTRに実装されて
いる JAD形式に着目した．JAD形式は非零成分の個数が
多い順に行の並べ替えを行い，行列を列方向に格納し直す
格納形式である．図 4に図 2と同じ行列を JAD形式で保
持した場合の構成を示す．
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図 4 対角ブロック行列以外を JAD 形式で保持した場合の構成

FrontISTRでは JAD形式を対角ブロック行列とそれ以
外にわけて実装されている．メモリレイアウト上ではブ
ロック化されておらず，SpMVのループ内でブロックの成
分をすべて計算するようにアンロールを行うことでブロッ
ク構造を利用する．なお，対角ブロックは BCRS形式と同
様にインデックス配列を作らない．
JAD形式は次に示す 4本の配列から構成される．行列の

行数を N , 非零成分の数を ndnnz, 各行での非零成分数の
最大値を nzとしたとき，それぞれ次のような配列である．
( 1 ) 並び替える前の行番号を格納する長さ N の整数型 1

次元配列 JADOLD

( 2 ) 並び替え後の疎行列の各列の成分の開始位置を格納す
る長さ nz + 1の整数型 1次元配列 IAJAD

( 3 ) 非零成分の値を格納する長さ ndnnz の倍精度 1次元
配列 VALUE

( 4 ) 非零成分の列番号を格納する長さ ndnnz の整数型 1

次元配列 JAJAD

有限要素法によって 2x2のブロック行列が得られる場合
の JAD形式の疎行列に対する SpMVのプログラムを図 5

に示す．プログラムから JAD形式の SpMVは次のような
特徴をもつことがわかる．
• ベクトル xに対する JAJADを用いた間接参照が発生

(図 5の (*)部)．
• ベクトル y用のワークベクトル w1, w2に対する IA-

JADを用いた間接参照が発生 (図 5の (**)部)．
• 並び替えを行ったことで計算結果を JADORDを用い
て並び替えるためのワークベクトルがブロック列数だ
け必要．

• 計算の最後に JADORDを用いてワークベクトルの結
果を yに足し込む処理が必要．

• 対角ブロックや列内の計算は依存性がなく並列化可能．
JADの SpMVを行う場合にメモリからロード，ストア
されるデータ量について考える．ここで，間接参照が行わ
れる場合はキャッシュによってデータを使い回せず，必ず
メモリからデータをロードすると仮定する．非対角ブロッ
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// diag . b l ock matrix

for ( i i =0; i i<N; i i ++){
int k = r∗c∗ i i ;

y [ k+0] += D[ k+0] ∗ x [ k+0] ;

y [ k+0] += D[ k+1] ∗ x [ k+1] ;

y [ k+1] += D[ k+2] ∗ x [ k+0] ;

y [ k+1] += D[ k+3] ∗ x [ k+1] ;

}

// Lower and Upper t r i angu l a r b l ock matrix

for ( j =0; j<NZ; j++){
for ( i=IAJAD( j ) ; i<IAJAD( j +1)−1; i++){

int ixx = i − IAJAD( j ) + 1 ; // (∗)

int k = r ∗ c ∗ i ;

// (∗∗)

w1 [ ixx ] += VALUE[ k+0]∗x [JAJAD[ k ]∗ r+0]

w1 [ ixx ] += VALUE[ k+1]∗x [JAJAD[ k ]∗ r+1]

w2 [ ixx ] += VALUE[ k+2]∗x [JAJAD[ k ]∗ r+0]

w2 [ ixx ] += VALUE[ k+3]∗x [JAJAD[ k ]∗ r+1]

}
}

for ( i i =0; i i<N; i i ++){
y [ r∗ i i +0] += w1 [JADORD[ i i ] ] ;

y [ r∗ i i +1] += w2 [JADORD[ i i ] ] ;

}

図 5 ブロック数 2x2 における JAD 形式の SpMV

ク行列の非零成分数を ndnnz，有限要素法の空間数を r，
インデックス配列は 4 byteの整数型とする．以下，データ
量の評価におけるデータの単位は byteである．
対角ブロックの計算に必要なメモリデータ量は長さ r×N

の対角ブロックと長さ N のベクトル x, yへのアクセスが
必要なため，8 (倍精度) × r × N + 2N．
非対角ブロックに対する計算は長さ ndnnz の VALUE

に対するロード，r 本のワークベクトル (w1, w2)と xに
対するインデックス配列を用いた間接参照が必要である．
長さ nz+1の IAJADは他の配列と比べて十分に小さいた
め無視できると考えると，行列のアクセスに 8 × ndnnz，
ベクトルのアクセスに 8× ((r+1)× ndnnz)，長さ ndnnz

の JAJADのアクセスに 4× ndnnz が必要である．
最後にベクトル yへの r 本のワークベクトルの結果の
足し込みを行うために必要なデータ量は 8 × (r + 1)で，
合計で ((r + 1 + 1)N) + (8ndnnz + 4ndnnz + 8((r + 1)×
ndnnz) + ((r + 1)N)のデータアクセスが必要である．
多くの場合，BCRS形式の SpMVにおいて最内側ルー
プで計算される非零成分数と比べ，JAD形式の SpMVに
おいて最内側ループで計算される列の成分数は多くなるた

表 1 VH 諸元
CPU Intel Xeon Silver 4108@1.80 GHz 8 core × 2

Peak (DP) 460.8 GFLOPS × 2

Memory 96 GB (127.8 GB/s)

OS CentOS 7.6

Compiler gcc 4.8.5

表 2 VE 諸元
VE Type 10B (1.4 GHz, 8 core)

Peak (DP) 2.15 TFlops

Memory 48 GB (1,228 GB/s)

LLC 16 MB

C Compiler ncc 2.5.1

Fortran Compiler nfort 2.5.1

Profiler ftrace 10.11

め，JAD形式の方が BCRS形式よりも最内側でのベクト
ル長を長くとれることが期待できる．
一方で JAD形式の SpMVは yへのストアも間接参照に
なるため，マルチスレッド化を行う場合は書き込みが競合
し，スレッドセーフにならないという問題が生じる．
我々はスレッド並列のために次の 2つの実装方法を考え

た．それぞれ “inner”，および “outer”とよぶ．
inner 内側ループ (図 5の i loop)に対して OpenMPに
よるスレッド並列化を行う．

outer スレッド本数分のワークベクトルを用意し，外側
ループ (図 5 の j loop) に対して OpenMP によるス
レッド並列化を行う．各スレッドは計算結果をそれぞ
れのワークベクトルに足し込み，ループの最後に同期
をとってから総和をとる．

inner方式はワークベクトルを必要としないが，内側ルー
プのスレッドあたりの処理量が減少するため，ベクトル長
が十分に確保できない可能性がある．
outer方式はループ内ではベクトル長を長くとれるため

効率よく並列化できるが，ワークベクトルの初期化や総和
などが必要になり，演算量，メモリデータ量が増加する．
4 章でこれら JAD形式の 2つの実装方法，および BCRS

形式を比較する．

4. 性能評価
4.1 実験環境
実験に用いる VHの環境を表 1に，VEの環境を表 2に

示す．
コンパイルオプションとして，比較対象として用いる

VH には最適化を行う “-O3”，OpenMP を有効化する “-

fopenmp”をつけ，VEにはこれらに加えて自動ベクトル
化を行う “-mvector” をつけた．
性能評価には NEC製のプロファイラである ftraceを用

いた．プロファイラによって得られるベクトル長はベクト
ルレジスタに収まるデータ量である 256を最大値として，
ベクトル計算したときの平均の長さを意味する．
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表 3 実験に用いる疎行列
N nnz nnz/N

cube(10) 3,993 268,119 67.1

cube(50) 397,953 30,986,559 77.9

cube(100) 3,090,903 245,438,109 79.4

hinge 252,168 19,043,712 75.5

Gear16 1,859,214 154,479,996 83.1

比較対象として用いる VHは 8コアの Intel製 CPUを 2

器搭載しており，ハイパースレッディングを有効にしてい
るため，スレッド数は最大 32である．

4.2 対象とする問題
行列サイズを任意に変更できる有限要素法のメッシュ

データとして，一辺 1.0 m の立方体に対する線形弾性解析
のデータに対する離散化を行った．このときヤング率 206.0

GPa，ポアソン比 0.3，密度 7,874 kg/m3 として，z 方向下
向きに重力加速度 9.8 m/s2 における自重相当の力を付与し
た．立方体の各辺の分割数はすべて同一に nx = ny = nz

とし，この値を変更することで様々な行列サイズに対する
評価を行うことにした．分割数を n× n× nとしたときの
この問題を “cube(n)”とよぶ．
より実際的な例題として，2 種類のメッシュデータを

用意した．それぞれ “hinge”, “Gear16”とよぶ．cube(10),

hinge, Gear16のメッシュデータ，および疎行列の非零パ
ターンを付録に載せた．
これらのメッシュデータから有限要素法を用いて 5種類
の行列を作成した．これらは有限要素法により 3x3 のブ
ロック構造の疎行列が生成される問題である．疎行列の行
数をN , 非零成分数を nnzとしたとき，それぞれの疎行列
のサイズを表 3に示す．

4.3 ベクトル演算の性能
はじめに，メモリ帯域および自動ベクトル化，マルチス

レッド化による性能への影響を確認するため，BLAS Lv.

1に含まれる倍精度内積演算 (ddot)の性能を評価した．ス
レッドの立ち上げから計算の終了までを計測した．実行時
間として 100回の測定時間の平均を用いた．
倍精度のベクトルに対する内積演算が要求する B/Fは 8

× 2 / 2 = 8で，VEのハードウェアの B/Fは 0.57である
ため，データがキャッシュに収まらない場合の性能はメモ
リ性能に制約を受けることが予想される．
内積演算は結果をスカラ値に足し込む必要がある．コン

パイラがコンパイル時に出力するレポートを確認し，ルー
プがベクトル化されていること，足し込みがベクトルレジ
スタのリダクションとして生成されていることを確認した．
図 6に VEのスレッド数を 8に固定し，ベクトルサイズ

を 103 から 108 まで変化させたときの性能を示す．内積演
算における計算性能はメモリ性能に制約を受けることが予

想されるため，性能指標には 2本のベクトルのサイズと時
間から求めた帯域性能を用いた．2本の倍精度ベクトルの
データはサイズ 106 まで LLCに収まる．
ベクトルサイズの増大に伴い性能が増加し，ベクトルサ

イズ 108 では約 1,051 GB/sとなった．これは VHのメモ
リ帯域である 1,228 GB/sの約 85 %で，メモリ帯域を十分
に引きだせている．このとき，プロファイラによって取得
した平均ベクトル長は 256で，ハードウェア最大値である
256に対して 100 %のベクトル化率がでている．
一方でベクトルサイズが小さいときは性能が低い．例え

ばベクトルのデータがすべて LLCに収まるサイズ 105では
約 170 GB/sの性能しかでていない．プロファイラによっ
て取得したベクトル化率は 99.6 %で十分な値が得られてお
り，ベクトル化率だけでは性能は予測できない．
試行ごとにスレッドを立ち上げず，最初にスレッドを立

ち上げて 100試行を行ったところ性能が改善したことから，
これはスレッドの立ち上げやコアにスレッドを割り当るた
めのオーバヘッドが大きいためと考えられる．なお，これ
は十分にベクトルサイズが大きければ問題にならない．
VHと比べたVEの性能はすべてのデータサイズで高く，

ベクトルサイズが小さい 105 の場合で VHの約 2.4倍，ベ
クトルサイズが大きい 108 の場合で約 9.0倍である．
図 7にベクトルサイズを 108 に固定し，VEのスレッド

数を 1から 8まで変化させたときの性能を示す．
4スレッドまでは性能はスレッド数の増加に従って良好

にスケールするが，5スレッド以上では約 1,050 GB/sにと
どまった．これは VEは 1コアあたりの LLCとの帯域が
358.4 GB/sであることから，メモリバンド幅である 1,228

GB/sを引きだすためには 1,228 / 358.4 = 3.4 コア相当の
帯域が必要になるためである．
1スレッドにおけるメモリ転送の性能は約 270 GB/sで，

コアあたりの LLC との帯域に対し約 75 %の効率がでて
おり，性能はデータ転送速度に制約を受けていると考えら
れる．なお，計算量を 2N として計算した演算性能は 30

GFLOPSで，コアあたりのピーク性能は 268.75 GFLOPS

である．このとき，VEの 1スレッドにおける性能は VH

の 32スレッドと比べて約 2.3倍で，VEは 1スレッドでも
VHより性能が高い．
ベクトル演算の結果から次のようなことがわかった．
• ベクトル演算においてメモリ帯域を引きだすためには

4スレッド以上で並列化する必要がある．
• 小さいベクトルサイズではスレッドの立ち上げなどが
問題となり性能がでにくい．

• 小さいベクトルサイズや 1スレッドの場合でも VEは
VHよりも性能が高い．

• 最適化のためのコンパイラへの指示句などを入れなく
てもコンパイラによる自動ベクトル化と OpenMPで
十分な性能が引きだせる．
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図 6 内積演算におけるメモリアクセスの影響
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図 7 内積演算におけるマルチスレッド化の効果 (ベクトルサイズ
108, VH はすべて 32 スレッド)

4.4 SpMVの性能
4.4.1 各実装方式の性能
表 4に，BCRS3x3形式，および JAD形式の inner方式，

outer方式の SpMVを 100試行したときの平均時間とプロ
ファイラから取得した平均ベクトル長を示す．なお，VH

における JAD形式の SpMVはすべてのケースで JAD形
式の性能が BCRS形式の性能よりも 20から 40 %程度低
かったため，VHでは BCRS形式のみを用いた．
BCRS形式の SpMVは 8スレッドにおいてすべてのケー
スで VHより 2.5倍から 3.1倍高速だが，平均ベクトル長
が 10から 13と短い．プログラムではブロックをまたいだ
ベクトル化は考慮しておらず，一方で対角ブロック行列の
処理はベクトル化できるため，ブロックサイズである 9よ
りもやや長い値になったと考えられる．
マルチスレッド化によるスピードアップはどの行列でも

7倍以上と高い並列化効果を得られているが，JAD形式と
比べて計算時間がかかる．これはベクトル化率が低いため
に VEの計算性能が引きだせておらず，計算性能がメモリ
性能の制約を受けないためマルチスレッド化の効果が高く
見えているためである．このことから，BCRS形式は VE

に不向きであることが確認できた．

JAD形式における inner方式は 8スレッドの実行時間が
他の実装方式と比べて最も高速である．平均ベクトル長は
問題サイズの小さい cube(10)の 8スレッド以外では 250

以上で，列方向にスレッド並列化を行っても十分なベクト
ル長がとれることがわかった．
cube(10) では平均ベクトル長が 137.5 と低い．これは

cube(10)の行数が 3,993しかないため，8スレッドで分割
すると最大で 1列あたり 500成分程度しか連続で計算でき
ないためである．
outer方式を用いれば cube(10)のような小さいサイズの

行列においても 254.8と長いベクトル長をとることができ
るが，計算時間は inner方式と比べてどのケースにおいて
も長い．これはスレッド本数分のワークベクトルを初期
化，総和する必要があるためである．
試験的に答えは合わなくなるが outer方式においてワー

クベクトルを用いず，同期せずに並列計算を行うと計算性
能が 20から 30 %向上した．大きい行列では inner方式で
も十分にベクトル長を確保できていることや，スレッド本
数分のワークベクトルに対する処理の影響が大きいことか
ら，inner方式の実装がよいことがわかった．
4.4.2 JAD形式の inner方式と outer方式によるマル

チスレッド化の効果
図 8に SpMVのスレッド数を 1から 8まで変化させ，1

スレッドを基準に規格化した並列化の効果を示す．すべて
の問題サイズにおいてマルチスレッド化の効果は 4スレッ
ドまでは得られるが，5スレッド以上ではメモリ性能に制
約を受けて並列化の効果が得られていないことがわかる．
cube(10)における SpMVの実行時間は 5スレッド以上

では増大した．inner方式では 4スレッドにおける平均ベ
クトル長が 165.5であるのに対し，8スレッドでは 137.5

で，スレッド数を増やすことで平均ベクトル長が短くなり，
各スレッドが同時に非連続な領域にアクセスすることでメ
モリへの非連続なデータ要求が増加したために性能が低下
したと考えられる．
outer方式では，5スレッド以上ではコアが増えたこと

によるメモリ帯域の増加の恩恵が受けられず，スレッドが
増えたことでワークベクトルに対する処理だけが増加した
ために計算時間が増大した．4スレッドにおける inner方
式の計算時間は outer方式より約 15 %多く，ベクトル長が
十分にとれないサイズの小さい行列では outer方式の 4ス
レッドが最も高速である．
cube(50), cube(100)に対する inner方式の SpMVでは，

8スレッドでも平均ベクトル長が 250以上で，スレッド数
を 5スレッド以上にしても計算時間は増大せず，すべての
スレッド数で outer方式よりも高速である．問題サイズが
十分に大きく，ベクトル長が十分にとれる場合は inner方
式がよいことがわかった．
これらの実験により，比較的大きいサイズの行列であれ
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表 4 SpMV の実行時間 [ミリ秒] (平均ベクトル長)

cube(10) cube(50) cube(100) hinge Gear16

VH, CRS, 32threads 3.4 26.9 202.0 31.5 165.0

VE, BCRS3x3
1 thread 8.3 (10.7) 77.2 (12.5) 632.4 (12.7) 83.2 (12.1) 441.2 (11.2)

8 threads 1.1 (10.7) 10.8 (12.5) 87.1 (12.7) 9.3 (12.1) 57.3 (11.2)

VE, JAD

1 thread 0.6 (252.6) 4.2 (255.8) 38.2 (256.0) 3.7 (255.1) 19.9 (256.0)

8 threads (inner) 0.5 (137.5) 1.2 (254.3) 11.2 (255.7) 1.1 (253.1) 7.5 (256.0)

8 threads (outer) 0.5 (254.8) 1.7 (255.7) 15.4 (256.0) 1.5 (255.2) 8.3 (256.0)
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図 8 SpMV のマルチスレッド化の効果 (1 スレッドとの比, VE, JAD 形式)

表 5 CG 法 1000 反復の実行時間 [秒]

cube(10) cube(50) cube(100) hinge Gear16

VH, CRS, 32 threads 3.9 38.2 245.1 31.2 203.4

VE, BCRS
1 thread 10.1 109.3 868.2 93.5 720.6

8 threads 1.6 15.1 116.3 12.6 96.5

VE, JAD
1 thread 4.5 7.7 53.3 6.2 49.2

8 threads (inner) 0.8 1.7 14.1 1.5 11.7

ばベクトル長を長くとれるため inner方式が有効であるこ
とがわかった．また，3.1 節で求めたメモリからロード，ス
トアするデータ量を用いて計算時のデータ転送性能を計算
すると約 778 GB/sで，間接参照を必要とする SpMVにお
いてもメモリ帯域に対して高い転送性能がでており，inner
方式がよいことがわかった．

4.5 共役勾配法の性能
最後に，これらを共役勾配法に組み込み，1000反復を
行った結果を表 5に示す．BCRS形式，JAD形式のどち
らにおいても 8スレッド並列を行えば VHと比べて高速で
ある．BCRS形式は VHと比べて約 2.1倍から 2.5倍高速
である．JAD形式は cube(10)では約 4.9倍，cube(10)以
外では約 17.3倍から 22.4倍高速である．
今回の実装では SX-Aurora TSUBASAのための特殊な
最適化は行っておらず，コンパイラへの NEC独自の指示
句を入れるなどのプログラムの変更も行っていない．ベク
トル長を十分に長くとることのできる JAD形式のような
格納形式に対して OpenMPによるマルチスレッド化を行
えば高い実行効率をだすことができ，CG法の反復計算を

効率よく高速に実行できることがわかった．

5. まとめ
本研究では SX-Aurora TSUBASAの VE上で高速な有
限要素法解析を行うため，有限要素解析ソフトウェアの
FrontISTRに含まれる CG法の高速化を行い，性能を評価
した．
SX-Aurora TSUBASAは VEOSによって VE向けにコ

ンパイルされたプログラムを VH上から実行することで，
自動的にデータやプログラムが VEにオフロードされ，プ
ログラムを変更することなく実行できる．
FrontISTRの動作自体はコンパイラおよびコンパイルオ

プションの切り替えのみで実現できたが，高速化のために
FrontISTRに含まれるベクトル演算と SpMVのプログラ
ムの並列化を考えた．
内積演算の実験の結果から次のようなことがわかった．
• コンパイラによる自動ベクトル化は内積のような足し
込みが必要な演算においても効率的に動作する．

• コアと LLC間の帯域が LLCとメモリの帯域より狭い
ため，帯域性能を引きだすためには 4スレッド以上の
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並列化が必要．
この結果から，すべてのベクトル演算および SpMVに対し
OpenMPによるスレッド並列化を行うことにした．
次に FrontISTRに含まれる BCRS形式と JAD形式の

SpMVの比較を行った．FrontISTRは JAD形式の SpMV

はスレッド並列化されていなかったため，スレッド並列化
の実装手法として内側ループで並列化を行う inner方式と
外側ループで並列化を行う outer 方式を検討した．inner

形式は列方向にスレッド並列を行うため，スレッド数を増
やすと連続して計算できる数が少なくなる．outer方式で
は書き込みの競合を避けるためにスレッド本数分のワーク
ベクトルを確保し，最後に足し込む必要がある．
実験から，BCRS形式の SpMVはVHよりすべてのケー

スで 2.5倍から 3.1倍高速だが，JAD形式と比べすべての
問題で遅かった．BCRS形式の SpMVはブロック内でし
かベクトル化できないため，ベクトル長が 12から 13程度
しかとれず，VEには不向きであることがわかった．
cube(50)や hingeなどのある程度サイズが大きい行列に

対する JAD形式の SpMVの性能から次のようなことがわ
かった．
• inner方式でも列方向に十分なベクトル長が確保でき，
ワークベクトルを必要とする outer方式と比べ，ほと
んどの問題で inner方式が高速．

• cube(50) における inner 方式のメモリ転送性能は約
778 GB/sで，高いメモリ性能が引きだせている．

• inner方式はスレッド数を増加させると 5スレッド以
上ではメモリ性能に制約を受けて性能が向上しない．

• outer方式は 5スレッド以上ではメモリ性能に制約を
受けて並列化による高速化の恩恵を得られず，ワーク
ベクトルが増えるため計算時間が増加する．

一方，cube(10)のような行数が 3,993しかなくサイズが
小さい問題では，inner方式の SpMVはスレッド数の増加
に従ってベクトル長が長くとれなくなり，8スレッドより
4スレッドが高速だった．さらに 4スレッドの outer方式
の SpMVは 4スレッドの inner方式の SpMVと比べ約 15

%高速で，サイズが小さい問題では inner方式のスレッド
数を減らすか，outer方式を用いれば性能を向上できる．
これらを共役勾配法に組み込んだ結果，次のような結果

が得られた．
• BCRS形式，JAD形式のどちらにおいても 8スレッ
ドでは VHと比べて高速．

• BCRS形式は VHと比べて約 2.1倍から 2.5倍高速．
• JAD形式の inner方式は小さい問題では VHの約 4.9

倍，それ以外の問題では約 17.3倍から 22.4倍高速．
VEは BCRS形式のようなベクトル長を長くとれない格納
形式でもVHより高速で，ベクトル長が長くとれる JAD形
式を用いることで更に高速化が可能であることがわかった．
これらのことから実用的な問題サイズであればOpenMP

によるマルチスレッド化やベクトル長を長くとれる JAD

形式を用いることで，VE向けの特殊な最適化を必要とせ
ず，CG法で十分に高い性能を発揮できることがわかった．
今後の課題として，今回は FrontISTRの実装に従って

JAD形式をループ内でブロック化したが，メモリレイアウ
トとしてブロック化を行うことが挙げられる．JAD形式
の SpMVがメモリ性能に制約を受けることから，ブロック
化することでインデックス配列のデータサイズを削減すれ
ば高速化が可能と考えられる．
また，inner形式と outer形式のハイブリッドな実装も
考えられる．JAD形式では疎行列の構造によっては長さ
の短い列が発生するが，長さの短い列を判定して outer形
式を用いたり，スレッド数を少なくすることで更に性能が
向上できると考えられる．
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付 録
実験で用いたメッシュデータ，および離散化によって得

られる疎行列の非零パターンを図 A·1, A·2, A·3に示す．
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図 A·1 cube(10)のメッシュデータ (左)と離散化によって得られる疎行列の非零パターン (右)

図 A·2 hinge のメッシュデータ (左) と離散化によって得られる疎行列の非零パターン (右)

図 A·3 Gear16のメッシュデータ (左)と離散化によって得られる疎行列の非零パターン (右)
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