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非指数型媒質の高速描画についての一検討

矢川 敏生 ∗,1 関口 滉貴 ∗,1 楽 詠灝1

概要：本研究では，CG分野にごく最近導入された非指数型媒質のレンダリングを考える．従来 CG分野

で用いられてきた指数型媒質に対しては，その自由行程のサンプリングを統計的に不偏に行う手法として

デルタトラッキングがあり，また，空間分割を利用したデルタトラッキングの高速化手法が提案されてい

る．非指数型媒質に対しては，デルタトラッキングが利用できることは知られているが，その空間分割を

活用した高速手法は検討されておらず，本研究では，この点について検討する．

On Efficient Rendering of Non-exponential Media

Toshiki Yagawa∗,1 Koki Sekiguchi∗,1 Yonghao Yue1

Abstract: We consider the rendering of non-exponential media, which were recently introduced to the graph-
ics field. For the classical exponential media, delta tracking enables stochastically unbiased sampling of their
free path, and there are methods that use spatial partitioning to accelerate delta tracking while maintaining
its unbiased nature. For non-exponential media, although it is known that delta tracking is applicable, its
acceleration using spatial partitioning has not been explored, which we explore in this paper.

1. はじめに

本研究では，雲や煙のように微粒子から構成された関与

媒質のレンダリング方法を考える．関与媒質に入射した光

は，微粒子との衝突によって，微粒子に吸収されたり，散

乱して方向を変えたりすることで，当初の進行方向の光量

が減衰する．散乱された光が再び他の微粒子と衝突するこ

とにより多重散乱が起こり，連続する散乱イベント間に光

が直進した距離は自由行程と呼ばれる．関与媒質の写実的

なレンダリングにおいては，このような光の減衰・散乱効

果を考慮することが重要である．媒質の表現では，実際に

は個々の微粒子の実体をモデル化することはせず，一般に

はその巨視的性質を確率分布（消散係数に基づいた自由行

程分布や位相関数など）により記述するが，このような微

粒子の描像を考えることは重要である．

従来 CG 分野では，関与媒質の巨視的モデル化におい

て，各粒子は独立に存在すると仮定されてきた．この仮定

下では，粒子の空間分布はホワイトノイズに従い，連続す

る散乱イベントは無相関に起こる．その帰結は，散乱を無
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記憶な効果と仮定するモデル化，すなわち，空間中の任意

の点から光がさらに直進できる距離は，光が直前の散乱か

らその点までに進んだ距離とは無関係（従って無記憶）と

いうことである．専門用語で言い換えれば，光の減衰特性

は Beer-Lambert 則に従い，自由行程の分布は指数分布で

記述できる．

しかし，サスペンション流体（例えば [1]）や大気物理

（例えば [2], [3]）などの知見によれば，微粒子間の電気的な

相互作用などによって生ずる引力や斥力，あるいはフラク

タル的な流速分布により，微粒子は必ずしもホワイトノイ

ズに従って分布せず，粒子同士の位置関係に相関が生ずる

ことがわかってきた．例えば，粒子間に斥力が働けば，粒

子同士は互いに距離を取ろうとし，自由行程がごく短い距

離となる確率は極端に低くなる．すなわち，粒子の空間分

布はブルーノイズに近づく．逆に引力が働けば，粒子が集

団で密集する領域と対照的に疎な領域とに二極化する可能

性があり，このように局所的に二極化した分布が大局的に

均質に分布する（フラクタル的な）形態を取りうる．こう

した場合の自由行程分布は指数分布では表されず，CG分

野にごく最近導入された非指数型の媒質 [4], [5]という新し
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図 1 円筒領域の媒質中を光が通過する場合を考える．

い形式（一般化されたと言った方がより正確）の関与媒質

を定義する．本研究ではこのような非指数型媒質のレンダ

リングについて考える．

関与媒質のレンダリングを行うには，媒質中を通過する

光路を統計的にサンプリングし，各光路の寄与を積分する．

光路の構築には，位相関数に従って光の散乱方向をサンプ

リングし，続いてその方向に直進して次の散乱イベントが

起こるまでの距離である自由行程をサンプリングする．本

研究では自由行程のサンプリングに焦点を当てる．

自由行程のサンプリングを行う方法として，近年ではデ

ルタトラッキング [6]に基づく方法が利用されている．そ

れまで一般的だったレイマーチング [7]ではサンプリング

結果にバイアスが生じてレンダリング結果が不正確にな

り得る [8]のに対して，デルタトラッキングではサンプリ

ングが不偏であり，計算結果の真値への収束が保証されて

いる [9]．さらに，指数型媒質に対して，空間分割に基づ

くアルゴリズムを利用したデルタトラッキングの高速化

手法 [8], [10]が提案されており，非均質媒質での実用的な

レンダリング効率が実現されている．非指数型媒質に対し

ては，デルタトラッキングが利用できることは知られてい

る [11]が，その空間分割を活用した高速手法は検討されて

おらず，本研究では，この点について検討する．

2. 指数型媒質と非指数型媒質

媒質中での光の減衰効果を考えるために，図 1のような

円筒領域に光が入射して粒子と衝突することを考える．光

の入射点を x0, 進行方向を d，入射点から進んだ距離を x

（従ってその対応する座標は x = x0 + xd）とする．円筒

の断面積を A，光の進行方向の微小な長さを ∆x とする

と，この微小領域の体積は V = A∆x と表せる．次に単位

体積あたりの粒子数密度を ρn とすると，この微小領域は

V ρn 個の粒子を含む．一つの粒子に対して光が衝突する面

積（衝突断面積）を a とし，光線の進行方向に対して粒子

は重ならない（∆x は任意の微小距離であるため，この仮

定は実際には不要）とすると，微小領域全体で光を遮る面

積は V ρna となる．従って，微小領域内の粒子が進行方向

の光を遮る割合は，

V ρna

A
=

Aρna∆x

A
= ρna∆x (1)

と表される．ここで，ρn と a の積 σ = ρna は消散係数と

呼ばれる．

通常，媒質は非均質であり，粒子数密度 ρn や 散乱断面

積 a は空間座標 x の関数となり，従って消散係数 σ も x

の関数である．指数型媒質の場合，消散係数は x のみの

関数 σ(x) となるが，非指数型媒質の場合，消散係数は x

に加えて，さらに直前の散乱点からの距離 sの関数でもあ

る: σ(x, s)．s を導入することで，粒子間の相関を表現す

るわけである．この点が指数型媒質と非指数型媒質の違い

である．この違いを理解するために，“均質”な媒質につい

て両者を比較してみる．ここでの均質の意味は，xへの依

存性がないことであり，指数型媒質では消散係数は定数 σ

となるが，非指数型では消散係数は σ(s) となる．

今度は円筒領域全体を考え，この円筒に輝度 L(x = 0)

で入射した光が，円筒を通過したあとの射出輝度（すなわ

ち粒子に遮られずに残った光）を考える．まず，指数型媒

質を考える．微小区間 ∆x を通過する間に，光は σ∆x の

割合だけ遮られるので，輝度の変化量 ∆L(x) は，

∆L(x)

L(x)
= −σ∆x (2)

に従い，これを微分を用いて書けば

dL

dx
= −L(x)σ (3)

となる．指数型媒質の場合，この関係は Beer-Lambert 則

と呼ばれる．式 (3)を dL
L(x) = −σdx と書いて両辺を 0か

ら z まで積分すると，∫ z

0

dL

L(x)
= −

∫ z

0

σdx (4)

となり，変形することで

L(z) = L(0) exp(−σz) (5)

を得る．この式から，距離 z を通過した際に遮られる光の

割合 C(z) は

C(z) = 1− exp(−σz) (6)

であることがわかる．x = 0 から入射して直進した光（す

なわちまだ粒子と衝突していない光）が区間 [0, z) のどこ

かで（初めて）粒子と衝突することで光が遮られていく

ので，C(z) は，初めての衝突が起こった事象が区間 [0, z)

内で発生する累積分布を表している．従って，初めての衝

突が x = z で起こる確率密度 p(z) は C(z) を微分するこ

とで，

p(z) = σ exp(−σz) (7)

となる．これは指数分布の確率密度関数であり，ここから

指数型と呼ばれる．式 (7)を両対数スケールでプロットす

ると，図 2に示すように直線的になる．

c⃝ 2020 Information Processing Society of Japan 2

Vol.2020-CG-177 No.13
2020/3/17



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

次に，非指数型の場合に同様に考えると，微小区間 ∆x

を通過する間に，光は σ(s)∆x の割合だけ遮られる．簡単

のため，直前の散乱は x = 0 で起こったとすると，s = x

となる．従って，

dL

dx
= −L(x)σ(x) (8)

となり， ∫ z

0

dL

L(x)
= −

∫ z

0

σ(x)dx (9)

を経て，

L(z) = L(0) exp

(
−
∫ z

0

σ(x)dx

)
(10)

を得る．同様に，初めての衝突が起こった事象が区間 [0, z)

内で発生する累積分布 C(z) は

C(z) = 1− exp

(
−
∫ z

0

σ(x)dx

)
(11)

であり，対応する確率密度関数は

p(z) = σ(z) exp

(
−
∫ z

0

σ(x)dx

)
(12)

となる．式 (10)も式 (5)と同じように指数関数を用いて書

かれているため，一見すると似ているように見えるが，式

(10)では，L(z) は任意の非負（広義）単調減少関数の形に

なることができ，包含する関数系が格段に広くなっている．

σ(s)が sによらずに定数となる時のみ，式 (5)の形に還元

し，指数型となる．後述の式 (19)の形（ただし τ(x) = σ

とする）の σ(s) が与えられた場合の式 (12) を両対数ス

ケールでプロットすると，図 2に示すように直線から外れ

た形となる．このように，両対数プロットで直線になるか

どうかで，指数型か非指数型の区別がつく．

一方で，式 (12)は特殊な非均質の指数型媒質を表すと考

えることもできる．すなわち，この非均質な指数型媒質の

消散係数を σe(x)，元の均質な非指数型媒質の消散係数を

σn(s) として，直前の散乱点は x0 であったとすると，

σe(x) = σn(|x− x0|) (13)

という関係が成り立つ．この非均質な指数型媒質を特殊と

称したのは，その定義が直前の散乱点 x0 に依存する点で

ある．すなわち，この非均質な指数型媒質の消散係数は，

空間座標に対して固定されておらず，散乱が起こる度に消

散係数の空間分布が変わるような，確率的な形で実現され

ているのである．本研究では，このような非均質な指数型

媒質としての解釈が非指数型媒質に対して成り立つことを

利用して，従来の指数型媒質におけるデルタトラッキング

に対する高速化手法を，非指数型媒質に対して拡張するこ

とを考える．

p(z)

z

指数型媒質の一例

非指数型媒質の一例

図 2 指数型媒質と非指数型媒質の自由行程の確率密度関数の比較．

3. 空間分割による指数型媒質の高速描画

非指数型媒質の高速描画手法を説明する前に，その基礎

となる空間分割を用いた指数型媒質の高速描画手法 [10]に

ついて概説する．非均質な指数型媒質の消散係数が σ(x)

であるとき，対応する自由行程の確率密度関数 p(z) は式

(3)において σ の代わりに σ(x0 + xd) として，

p(z) = σ(x0 + zd) exp

(
−
∫ z

0

σ(x0 + xd)dx

)
(14)

となる．式 (14)は式 (12)と一見同じように見えるが，σ(·)
の関数の形が直前の散乱点 x0 によって変わらないところ

がポイントである．式 (14)に従って自由行程 z をサンプ

リングするには，逆関数法に従って [0, 1) 間の一様乱数 ξ

が z の累積分布関数と等しいとおくことにより，

ξ = 1− exp

(
−
∫ z

0

σ(x0 + xd)dx

)
(15)

を得，式変形することで

− ln(1− ξ) =

∫ z

0

σ(x0 + xd)dx (16)

となり，この式を満たすように ξ から z を決めればよいこ

とがわかる．非均質な媒質の場合，右辺の積分をいつでも

近似なく実行するのはコストがかかり，積分を近似して z

を求めようとすると得られる z に統計的バイアスが生じる．

そこで，デルタトラッキングでは，仮想的な粒子を導入し

て，空間全体で仮想粒子を含めた消散係数が定数になるよ

うにする．この定数を最大消散係数（majorant extinction

coefficient）σM と呼び，σM は消散係数の上界，すなわち

任意の x に対して σM ≥ σ(x) を満たす必要がある．こう

して導入した仮想粒子に対して，光が衝突してもそのまま

進行方向を変えずに直進するという性質を付与することに

より，媒質の自由行程分布を式 (14)のままにできる．この

考え方に従うと，まず式 (16)の σ(x0 + xd) を σM で置き

換えることで，

− ln(1− ξ) =

∫ z

0

σMdx = σMz (17)
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となることから，

z = − ln(1− ξ)

σM
(18)

とサンプリングできる．こうして距離 z 進んだときに衝

突する粒子が真の粒子である確率は σ(x0+zd)
σM

であるので，

この確率によって z 進んだ点を採択し，棄却された場合に

は z 進んだ位置からさらに継続して距離をサンプリングす

ることを繰り返す．

デルタトラッキングでは，媒質の非均質度が高い時に，

消散係数が小さい領域で棄却率が高くなり効率が悪くな

る．そこで空間分割を用いた高速化手法 [8], [10]では，区

分的に定数であるような（領域ごとに異なる）最大消散係

数 σM (x) を利用できるようにし，なるべく場所ごとにタ

イトな最大消散係数を使用できるようにすることで効率化

を行う．また，与えられた空間分割構造を用いた場合のサ

ンプリング効率を評価するコスト関数を導出し，そのコス

トを最小にすることで最適な空間分割構造を求める枠組み

を提案している．本研究では，[10]で導入された一様格子

を空間分割の構造として利用する．

4. 空間分割による非指数型媒質の高速描画

前述の非均質な指数型媒質としての非指数型媒質の解釈

では，散乱が起こる度に消散係数の空間分布 σe(x) が変わ

るが，自由行程のサンプリングを行っている間は，直前の

散乱点がそのサンプリングの始点に固定されているので，

不変であることが重要である．すなわち，直前の散乱点が

確定したのちに，非均質な指数型媒質として解釈した場合

の消散係数の空間分布に対して，空間分割を用いたデルタ

トラッキングを実行することで自由行程をサンプリングす

れば良い．

ただし，空間分割のデータ構造は作成するのに時間がか

かるので，散乱点が決まる度に空間分割を再計算するので

はかえって非効率となる．そこで，非均質な指数型媒質と

して解釈した場合の消散係数の空間分布はその都度変わる

が，そうした状況に対して共通に利用できる一つの空間分

割構造を事前に求める，という考え方が重要になる．この

点を検討するために，本研究では，文献 [11]で示されてい

る Gamma-2 分布型の消散係数を一般化した下記の形の非

指数型媒質を考える．

σ(x, s) =
τ2(x)s

τ(x)s+ 1
(19)

ここで，τ(x) ≥ 0 は非均質性を追加するために導入した．

s ≥ 0 と τ(x) ≥ 0 であることを利用すると，この形の消

散係数は変形することで，

σ(x, s) =
τ(x)

1 + 1
τ(x)s

≤ τ(x) (20)

となり，τ(x)は σ(x, s)の上界となっていることがわかる．

この τ(x) に対して，さらに（一様格子の各セルで）区分

的に定数である最大消散係数 σM (x) を設定する（各セル

内の τ(x) の最大値をそのセルの最大消散係数とする）こ

とで，一様格子による空間分割を活用したデルタトラッキ

ングを実行できる．この場合，真の散乱点を採用する確率

は σ(x0+zd,z)
σM (x0+zd) である．この方法を Aと呼ぶことにする．

上記の方法 Aでは，s に依存しない形で最大消散係数を

導出したが，s に依存する形で最大消散係数を設定するこ

とも可能である．この方法を Bと呼び，以下具体的に検討

する．s が 0 ≤ s ≤ d の間を動く時の σ(x, s) の上界を，

τ(x) と d の両方を用いて表すことを考える．式 (19)を τ

と s のそれぞれで偏微分すると，

∂σ(x, s)

∂τ
=

τ2(x)s2 + 2τ(x)s

(τ(x)s+ 1)2
, (21)

∂σ(x, s)

∂s
=

τ2(x)

(τ(x)s+ 1)2
(22)

を得る．τ(x) ≥ 0かつ s ≥ 0であるため，∂σ(x,s)
∂τ と ∂σ(x,s)

∂s

はいずれも非負である．従って，σ(x, s) は τ と s に関し

て（広義）単調増加である．このため，τ(x) ≤ σM (x) と

s ≤ b に対して，

σ(x, s) =
τ2(x)s

τ(x)s+ 1
≤ σ2

M (x)b

σM (x)b+ 1
= σ̃M (x, b) (23)

という上界を得る．この上界 σ̃M (x, b) は方法 A の上界

σM (x) よりもタイトである．σ̃M (x, b) を利用するには，s

の取りうる値をいくつかの区間に分けて，一様格子の各セ

ルについて，それぞれの区間に対応した最大消散係数を用

意することが考えられる．具体的には，関与媒質は一様格

子内に存在しているので，この一様格子内を光線が直進す

る時に取りうる最大の距離は，一様格子の対角辺となる．

その長さを lM とすると，s の取りうる値は 0 ≤ s ≤ lM に

限られる．次に，セル一つの対角辺の長さ W を用いて，

0 ≤ s ≤ kW，k = 1, 2, 3, ... というように包含関係にあ

る複数の区間に分割し，各セルにおいて，各 k について

b = kW とした場合の σ̃M (x, b) を計算し格納する．こうし

て得られた一様格子を用いて自由行程サンプリングを行う

には，光線とセルとの共通線分内の各点のうち，直前の散乱

点からの距離が最大となるものを求め，その距離 l に対し

て，l ≤ kW となる最小の k を求め，対応する σ̃M (x, kW )

を利用する．

5. 結果

本稿の実験には，Intel(R) Core(TM) i7-8700 CPU @

3.20GHz １基と 8 GBの主記憶を搭載した PCを利用し

た．また，関与媒質の生成には，オクターブノイズ [12]を

利用して τ(x) を定めた．具体的には，まずオクターブノ

イズの生成結果を [0, 1] 間に規格化したものを p(x) とし，

次に τ(x) = K(p(x))E とする．ここで，E は消散係数の
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(a) (b) (c) (d)

図 3 (a) 媒質なしの場合．(b) 空間分割なしで 1, 800 秒レンダリングした場合．(c) 空間分

割ありで 1, 800 秒レンダリングした場合．(d) 空間分割ありで 35, 119 秒レンダリング

した場合．
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図 4 E = 10，K = 10 とした場合の，空間分割手法の有無による

光路の構築回数の比較．
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図 5 パラメータ E と K を変えた時の高速化率．

コントラストをコントロールするために導入しており，E

を大きくとることで有意に 0より大きい値を持つ場所をよ

り小さい領域に限定できる．また，K は媒質の濃さをコ

ントロールするために導入しており，大きいほど媒質を濃

くできる．K > 0，E ≥ 1 とする．こうして得られた τ を

もとに，式 (19)によって非指数型媒質の消散係数を用意

する．

光源には，ライトプローブ画像 [13]を環境光源として用
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図 6 方法 A，B の光路構築回数の比較．

いた．媒質がない場合のレンダリング結果を図 3 (a) に示

す．まず，パラメータを E = 10.0，K = 10.0 とした時に，

空間分割ありとなしの場合で 1, 800 秒かけてレンダリング

した結果をそれぞれ，図 3 (b)，3 (c) に示す．また，それ

ぞれの場合における光路構築回数をレンダリング時間に対

してプロットしたものを図 4に示す．なお，空間分割あり

の場合で十分計算時間をかけて（35, 119秒）作成した画像

を図 3 (d) に示す．図中で黒く霧がかっているものが媒質

である．図 4の結果から，この例については，（一様格子

による）空間分割を利用することで，非指数型媒質のレン

ダリングが約 2 倍高速化されることがわかった．

次に，パラメータ E と K をそれぞれ変えた場合の，空

間分割あり/なしでのレンダリングの高速化率を図 5に示

す．この結果から，これらの場合について，（一様格子に

よる）空間分割を利用することで，非指数型媒質のレンダ

リングが約 1.5 から 5 倍高速化されることがわかった．ま

た，このグラフより，E を固定した場合には K が大きい

ほど高速化率が高く，K を固定した場合には E が大きい

ほど高速化率が高いことが読み取れる．

最後に，方法 Aと方法 Bの性能比較の結果を図 6に示

す．方法 Bでも，空間分割なしの場合に比べて高速化が
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見られるが，その高速化比は方法 Aの場合よりも若干低

かった．本研究で考えた σ(x, s) のモデル (19)は，s によ

る σ(x, s) の値の変化が s が増加すると少なくなるので，

b を kW のように一定間隔で設定した方法が適切でなかっ

た可能性が考えられる．

6. まとめと今後の課題

本研究では，非指数型媒質と呼ばれる，粒子分布に相関

がある媒質のレンダリングについて考えた．従来の指数型

媒質の自由行程サンプリングに利用されるデルタトラッキ

ングを空間分割によって高速化する手法が非指数型媒質に

対しても適用できるという知見を得た．また，オクターブ

ノイズに基づいて作成した媒質に対して，一様格子による

空間分割を用いた手法がデルタトラッキングよりも約 1.5

から 5 倍高速となることがわかった．

今後は，八分木や kd-木などの空間分割を活用した方法

や，方法 Bにおいて，bとしてアダプティブに間隔を設定

するなどの方法を検討していきたい．
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