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辺の追加と削除を伴うグラフ有向化問題
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概要：無向グラフ G に対して，辺を削除または追加してグラフG′ を得るような問題がある．本稿で

は以下の 2 種類の問題を考える．(種類 1) 与えられた出次数の条件を満たしつつ G′ の辺を向き付け

(有向化) できる，G から削除可能な辺の最大数/最小数，あるいは G へ追加可能な辺の最大数/最小数

を求める．(種類 2) 定められた本数の辺を G から削除，または G に追加することにより，G′ を向き

付け後の最大次数の最小化，あるいは最小次数の最大化を行う．本稿ではこれらの種類に属する 8 個

の問題 (種類 1) MIN-DEL-MAX，MIN-INS-MIN，MAX-INS-MAX，MAX-DEL-MIN，(種類 2)

p-DEL-MAX，p-INS-MIN，p-INS-MAX，p-DEL-MIN に対して得られた結果について報告する．具

体的には，8個の問題すべてに対して，グラフ Gが重みなしの場合に対する多項式時間アルゴリズムを設

計し，重み付きの場合に対する近似不可能性を示す．また，8個のうちMAX-INS-MAXと p-INS-MAX

以外の 6個については，重み付き木に対する多項式時間アルゴリズムを設計する．

1. はじめに

入力グラフ G に対して，何らかの辺操作を行うこと

で，ある性質 Πを満たすグラフ G′ を得る問題が知られて

いる [3], [6]．性質 Πとしては様々なものがあるが，本稿

では次数についての条件に注目する．例えば，Perfect

Matching問題は，入力グラフ Gから辺の削除により構

成できる部分グラフG′ のうち，G′ 中のすべての頂点の次

数が 1となるものを探す問題であると理解できる．

本稿では，辺の追加・削除操作を行なった上で，無向グラフ

の向き付けを行う問題を考える．ここで無向グラフの向き

付けとは，それぞれの無向辺に対して向きを付けて，有向グ

ラフを得ることである．そういった設定の問題として，計算

機の負荷分散に関連のある，8個の問題MIN-DEL-MAX，

MIN-INS-MIN，MAX-INS-MAX，MAX-DEL-MIN，

p-DEL-MAX，p-INS-MIN，p-INS-MAX，p-DEL-MIN

を導入する．例えば MIN-DEL-MAXと負荷分散の関係

については次のように理解できる：仕事の集合と計算機の

集合が与えられるが，それぞれの仕事は事前にその準備

が行われている 2 台の計算機のどちらかでしか遂行でき

ない．このような条件下で，最も負荷の高い計算機の負荷

(最大負荷)を最小化したい (ここまでの問題設定だと例え

ば [1], [4], [5], [7]などで研究が行われている)．ところが

仕事を計算機に割り当ててみたところ，最大負荷が高すぎ
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る場合には，いくつかの仕事の遂行は諦め，さらに仕事の

割り当てを見直すことで，最大負荷を下げたいという要求

がある．ここで，計算機をグラフの頂点と考えると，各仕

事はそれを遂行可能な 2台の計算機に対応する頂点間の辺

と捉えることができる．つまり，問題の入力を無向グラフ

として理解できる．また，それらの仕事を計算機に割り当

てることは，辺の向き付けで表現でき，最大負荷は頂点の

最大出次数に対応する．さらに，仕事の遂行を諦めること

は，辺の削除に対応する．このように，無向グラフから辺

の削除を行なった上で，最大出次数を許容できる値以下と

するような無向グラフの向き付けを考えるという問題が

MIN-DEL-MAXである．

得られた結果をまとめると以下の通りである．

• 8個の問題全てに対して，入力グラフが重みなしの場

合には，多項式時間アルゴリズムを設計できる．

• 8個の問題全てに対して，入力グラフが重み付きの場

合には，何らかの近似不可能性を示せる．

• 8 個の問題のうちMAX-INS-MAX と p-INS-MAX

を除く 6個については，重み付き木に対する多項式時

間アルゴリズムを設計できる．

なお，本稿は [2]で公表した内容について簡潔にまとめた

ものであるので，詳細については [2]を参照されたい．

2. 問題の定義

単純無向グラフ G = (V,E) について考える．ここで

V と E はそれぞれ頂点の集合と辺の集合である．任意の

u, v ∈ V に対して，u と v を端点とする無向辺を {u, v}で
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表す．また，u から v へ向かう有向辺は (u, v)で表す．グ

ラフ Gに対して，補グラフ (V,E) を Gc で表す．ここで，

E = {{u, v} | u, v ∈ V, u 6= v, {u, v} 6∈ E}である．Gの向

き付け Λとは，E 中の各辺に対して向きを割り当てるこ

とである．つまり，各 {u, v} ∈ E に対して (u, v) または

(v, u) を選ぶことである．よって Λを，各 {u, v} ∈ E に対

して正確に (u, v) または (v, u) のどちらか片方を含む，有

向辺の集合と理解してよい．そして，Λ(G)は有向グラフ

(V,Λ) を表すとする．任意の v ∈ V と，Gに対する固定さ

れた向き付け Λに対して，d+(v)は，Λ(G)中の v の出次

数を表す．最後に，Γ(G)を，Gに対する向き付けを全て

含む集合と定義する．

4個の問題を以下で定義する．それぞれに対する入力は，

単純無向グラフ G = (V,E)と，正整数 k′である．

• MIN-DEL-MAX: 一 般 性 を 失 わ ず に k′ ≤

min
Λ∈Γ(G)

max
u∈V

d+(u) と仮定する．その上で，次の

条件を満たす辺集合のうち，辺数が最小のものを探

す．ここで満たすべき条件は，その辺集合の削除によ

り得られるグラフ G′ が min
Λ∈Γ(G′)

max
u∈V

d+(u) ≤ k′ を満

たすことである (なお Gが単純グラフであるので G′

も単純グラフである)．

• MIN-INS-MIN: 一 般 性 を 失 わ ず に k′ ≥

max
Λ∈Γ(G)

min
u∈V

d+(u) と仮定する．その上で次の条

件を満たす辺集合のうち，辺数が最小のものを探

す．ここで満たすべき条件は，その辺集合の追加に

より得られるグラフ G′ が単純グラフであり，かつ

max
Λ∈Γ(G′)

min
u∈V

d+(u) ≥ k′を満たすことである．

• MAX-INS-MAX: 一 般 性 を 失 わ ず に k′ ≥

min
Λ∈Γ(G)

max
u∈V

d+(u) と仮定する．その上で次の条

件を満たす辺集合のうち，辺数が最大のものを探

す．ここで満たすべき条件は，その辺集合の追加に

より得られるグラフ G′ が単純グラフであり，かつ

min
Λ∈Γ(G′)

max
u∈V

d+(u) ≤ k′ を満たすことである．

• MAX-DEL-MIN: 一 般 性 を 失 わ ず に k′ ≤

max
Λ∈Γ(G)

min
u∈V

d+(u) と仮定する．その上で次の条

件を満たす辺集合のうち，辺数が最大のものを探す．

ここで満たすべき条件は，その辺集合の追加により得

られるグラフ G′ が max
Λ∈Γ(G′)

min
u∈V

d+(u) ≥ k′ を満たす

ことである (なお Gが単純グラフであるので G′ も単

純グラフである)．

上記の 4個の問題は，削除または追加する辺数を最大化

または最小化するものであった．一方で，削除または追加

する辺数を表す固定された整数 pに対して，最大出次数ま

たは最小出次数を最適化する以下の 4個の問題も定義でき

る．入力は無向単純グラフ G = (V,E)である．

• p-DEL-MAX: E′ ⊆ E かつ |E′| = p を満たし，

min
Λ∈Γ(G(V,E\E′))

max
u∈V

d+(u) が最小となる E′ を探す．

• p-INS-MAX: E′ ⊆ E(Gc) かつ |E′| = p を満たし，

min
Λ∈Γ(G(V,E∪E′))

max
u∈V

d+(u) が最小となる E′ を探す．

• p-INS-MIN: E′ ⊆ E(Gc) かつ |E′| = p を満たし，

max
Λ∈Γ(G(V,E∪E′))

min
u∈V

d+(u) が最大となる E′ を探す．

• p-DEL-MIN: E′ ⊆ E かつ |E′| = p を満たし，

max
Λ∈Γ(G(V,E\E′))

min
u∈V

d+(u) が最大となる E′ を探す．

本稿では，上記の 8 個の問題の入力グラフに対して，

n = |V |，m = |E| とする．アルゴリズム ALG が，任意の

入力グラフ Gに対して，max
{

#ALG(G)
#OPT (G) ,

#OPT (G)
#ALG(G)

}

≤ σ

を満たすとき，このアルゴリズムは σ-近似アルゴリズムと

呼ばれる．ここで，#ALG(G) と #OPT (G)はそれぞれ

ALGと最適アルゴリズムが求めた解の値 (削除/追加した辺

数，または最大/最小出次数)である．

3. 得られた結果のまとめ

本節ではこれまでに得られた結果を概観し，詳しい証明

などは省略する．詳しくは [2]を参照されたい．まず，入

力グラフが重みなしの場合には，8個の問題全てに対して

多項式時間アルゴリズムを設計できる．

定理 1 入力が重みなしグラフの場合には，MIN-DEL-

MAX，MAX-DEL-MIN，p-DEL-MAX，p-DEL-MIN

は O(m2 logn)時間で最適解を得られる．

定理 2 入力が重みなしグラフの場合には，MIN-INS-

MIN，MAX-INS-MAX，p-INS-MIN，p-INS-MAX は

O(n4 logn)時間で最適解を得られる．

次に，入力グラフが重み付きの場合には，8個の問題そ

れぞれに対して以下の近似下界を示すことができる．

定理 3 P=NPでないかぎり，入力を重み付き平面 2部

グラフに限定したとしても，任意の多項式時間計算可能な

関数 ρ(n) ≥ 1に対して，MIN-DEL-MAX，MIN-INS-

MIN，MAX-INS-MAX，MAX-DEL-MIN には，多項

式時間 ρ(n)-近似アルゴリズムは存在しない．

定理 4 P=NPでないかぎり，入力を重み付き平面 2部

グラフに限定したとしても，p-DEL-MAXと p-INS-MAX

には，多項式時間 1.5-近似アルゴリズムは存在しない．

定理 5 P=NPでないかぎり，入力を重み付き平面 2部

グラフに限定したとしても，p-INS-MINと p-DEL-MIN

には，多項式時間 2-近似アルゴリズムは存在しない．

一方で，入力グラフが重み付き木の場合には，8個の問題の

うち 6個の問題MIN-DEL-MAX，p-DEL-MAX，MAX-

DEL-MIN，p-DEL-MIN，MIN-INS-MIN，p-INS-MIN
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については多項式時間アルゴリズムを設計できる．MAX-

INS-MAXと p-INS-MAXについては未解決である．

定理 6 入力グラフが重み付き木の場合には，MIN-

DEL-MAX，p-DEL-MAX，MAX-DEL-MIN，p-DEL-

MIN，MIN-INS-MIN は O(n) 時間で最適解を得られる．

定理 7 入力グラフが重み付き木の場合には，p-INS-

MINはO(n log(w∆))時間で最適解を得られる．ただしこ

こで，w は入力グラフ中の辺の最大重みであり，∆は入力

グラフから重みを削除した重みなしグラフ中の頂点の最大

次数である．

4. おわりに

本稿では，辺の追加と削除を伴うグラフ有向化問題であ

る 8個の問題を導入し，その計算複雑さについて研究した

結果について報告した．今後の研究の方向性としては，入

力が重み付き木の場合のMAX-INS-MAXと p-INS-MAX

の計算複雑さを明らかにすることや，入力が一般の重み付

きグラフの場合の p-DEL-MAXなどに対する近似アルゴ

リズムを設計することなどが挙げられる．
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