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アダプティブな位置ベースの物理シミュレーション

梅谷　信行1,a) 小山　裕己2 中川　展男1,3 蜂須賀 恵也1

概要：位置ベース力学 (Position-based Dynamics)は、その計算効率の良さと実装の単純さから、ゲーム

などの対話的なアプリケーションで広く用いられている物理シミュレーション手法の一つである。従来の

位置ベース力学ではメッシュの離散化は不変であることが前提とされていたが、本論文では、更に計算の

効率を向上するために、メッシュの離散化を動的に切り替えるアダプティブな拡張を提案する。従来の位

置ベース力学ではメッシュの解像度を高くすると変形が柔らかくなるなどの、解が解像度に依存するとい

う問題があったが、本論文は変分法を取り入れてこの問題を解決した。
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1. はじめに

アダプティブなシミュレーションとは、計算力学におい

て一般的に広く用いられる方法で、計算メッシュの密度を

解の変化が大きな箇所が細かくなるように、変化が小さな

箇所では粗くなるように計算途中に逐次的に調整すること

で、精度を保ちつつ、計算の自由度を減らすことで効率を

向上することができる。有限要素法や、境界要素法など、

多くのシミュレーション手法においてアダプティブなシ

ミュレーション法が適応されている。しかしながら、これ

らの手法はメッシュを変化させると、それに伴い、係数行

列を再構築する計算コストが発生するので、メッシュを切

り替えることで得られる計算速度の向上は限定的である。

位置ベース力学（Position-based Dynamics,PBD）はゲー

ムなどの対話的なアプリケーションによって広く用いられ

る物理シミュレーション手法である。位置ベース力学は行

列の計算が必要ないので、メッシュが変化した時に余計に

かかる計算コストが非常に低い。筆者らはこの性質に着目

して、アダプティブシミュレーションを位置ベース力学に

適応する手法について模索した。

位置ベース力学は、質点の集合とそれらに課される制約

条件から構築させる。計算メッシュが変化すると一般的

に質点の分布や、制約条件が変化してしまうために、メッ

シュを変化させることは難しかった。

この課題に解決するために筆者らは変分法に基づいた位
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置ベース力学を提案する。変分法とは汎関数を最小化する

ことで解を得る手法であるが、この汎関数をメッシュに依

存しないように定義することで、メッシュが変化しても解

が変化しないようにすることが可能である。

2. 関連研究

本論文では、我々は位置ベース法のフレームワーク上で

アダプティブなシミュレーションをする手法を提案する。

位置ベース法については、最近のサーベイ論文を参考にさ

れたい [2]. コンピュータグラフィックスにおいて、アダ

プティブ・シミュレーションは色々な力学シミュレーショ

ン法に応用されている [10]、しかしながら位置ベース法に

ついては未だに適応された例はない。

コンピュータ・グラフィックスにおいてアダプティブ・

シミュレーションの重要な応用例は布のシミュレーション

である。Narainらによって衣服のアダプティブなシミュ

レーション [15] が提案された後、アダプティブシミュレー

ションは折り紙 [14]や、視点によって解像度を変える高速

化手法 [5]や摩擦を含む布のシミュレーション [6]などに

応用されてきた。

我々の時間積分の方法は、変分陰的オイラー法 [11]に

基づいている。このような変分原理に基づく時間積分の

方法を取り入れた手法は他に ADMM [16] や Projective

Dynamics法 [3]などが挙げられる。PBDと変分陰的オイ

ラー法との関係は Liuら [7]によって最初に指摘され、後

に Bouazizらがによって更に議論された [3]。

XPBD [9]は陰的オイラー法に基づいて、位置ベース法

を拡張したもので、元の位置ベース法に意味のある物性値
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を使えたり、解が時間ステップへに非依存性などの性質を

持たせることができる。我々は XPDをさらに変分原理に

基づく陰的オイラー法を適応することにより、アダプティ

ブなシミュレーションに適応させる。変分原理では汎関数

の最小化により解を求めており、解の一貫性を保ったまま

メッシュを変化させることができる。本手法と XPBとの

顕著な違いは以下の２つに要約される：XPBでは陰的オ

イラー法を線形化することで全ての自由度を一度にまとめ

て更新するが、我々は (i)ブロック・ガウス・ザイデル法

を用いてある要素に関係する自由度のみについて線形化を

行い、逐次的に解を更新する。その際に (ii)要素に関係す

る複数の制約条件を同時に満たすように解を更新すること

で、汎関数の最適化の計算を効率化する。その他、本論文

ではメッシュの解像度に依存しない制約条件の構築方法に

ついても提案する。

Projective Dynamics法 [3]や、準ニュートン法を使った

その一般化 [8]は、位置ベース法と比較してより速い収束

を実現するが、大規模行列の逆行列を前計算する必要があ

る。従って、メッシュの接続関係や頂点数が動的に変化す

るような場合は高いコストの再計算が必要になるので、適

していない。

Algorithm 1 Our simulation loop

1: predict positions x̄ = xn +∆tvn +∆t2g

2: x = x̄

3:

4: // minimize W with the Gauss-Seidel method

5: for each iteation do

6: for each element e ∈ E do

7: // minimize W element-wise with the Newton’s

method

8: solve ∆λe ▷ 9 in 3.3

9: compute ∆xe ▷ 8 in 3.3

10: update points x := x+∆xe

11: end for

12: end for

13:

14: xn+1 = x

15: vn+1 = (x− xn)/∆t

16:

17: if remeshing is necessary then

18: perform remeshing

19: interpolate values for newly added points

20: end if

3. 変分陰的オイラー法に基づく位置ベース法

本手法では、時間積分に変分陰的オイラー法 (Variational

Implicit Euler Method) [3], [4], [7], [11], [16] を時間積分に

使用する。変分陰的オイラー法では現時点での解から次の

ステップにおける解を汎関数最小化によって求める。

変分陰的オイラー法では汎関数を最小化することで次の

時間ステップにおける解を得る 。この汎関数W は要素あ

たりの弾性ポテンシャル・エネルギー Ue の全要素の合計

と運動エネルギー Kの和で表すことができる。

W = K +
∑
e∈E

Ue (1)

本論文ではまず、弾性エネルギーについて、第 3.1章で述

べた後に、第 3.2章で運動エネルギーについて説明し、最

後に変分オイラー法を使った解の更新方法について解説す

る。この汎関数を計算メッシュにできるだけ依存しないよ

う定義することで、アダプティブシミュレーションにおい

て計算メッシュの切り替えから生じる影響を小さくする。

アルゴリズムの概要を図 1に示す。各時間ステップにお

いて、まず中間的な速度の予測 x̄ を計算する (line 1 in 1)。

その後、中間的な速度 x̄を汎関数を最小化することで xに

更新する (line 4–13 in 1). 最終的に陰的オイラー法によっ

て次の時間ステップにおける速度を計算する (line 16 in 1).

本論文では XPBD [9]の論文で使われている記法を用い

ている。この論文ではメッシュに属する三角形や辺などの

要素の集合として、E という記号を用いる。また、ある量
に下付き文字をつけると、eその量は要素ごとに定義され

た値を表すとする。例えば xe は要素 eに属する節点位置

を表している。

3.1 弾性ポテンシャルエネルギー

Ce を要素 eに関係する制約条件だとする。ここで、Ce

はスカラー値であっても、ベクトル値であっても良いとす

る。Macklinらによる XPB [9]の論文と同様に、次のよう

に弾性ポテンシャルエネルギー U をメッシュの中の全ての
要素 e ∈ E の二乗和と定義する：

U =
∑
e∈E

Ue, where Ue =
1

2
CT

e (xe)α
−1
e Ce(xe), (2)

ここで、Ueは要素 eの内部のポテンシャルエネルギーを表

している。また、αeはコンプライアンスとと呼ばれる、柔

らかさを表す行列である。

汎関数がメッシュの影響を受けないようにするためには

要素あたりの弾性ポテンシャルエネルギー Ue は、要素の

基準配置における体積 Ve に比例するように定義されなけ

ればならない Ue ∝ Ve。この条件を満たすことによって、

メッシュの解像度が変化しても、弾性ポテンシャルエネル

ギーへの影響を少なくすることができる。

要素弾性ポテンシャルエネルギーが Ue 体積に比例する

ためには、要素の制約 Ce の全ての要素が、要素体積の根

に反比例しなければならないCe ∝
√
Ve。この要求は一般

的に用いられる位置ベース力学の制約 [2]を単純にスケー

ルすることで得られる。この論文では三角形メッシュを用

いた服の位置ベース・シミュレーションでよく用いられる

制約についてアダプティブシミュレーションをするため

に、どのよう制約をスケールするかについて解説する。
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距離の制約.

距離の制約は２点間の距離が初期値と等しいという制約

条件で [13]、位置ベースのシミュレーションでは頻繁に用

いられる。三角形メッシュの場合には、アダプティブ・シ

ミュレーションを実現するために拘束条件をスケールする

必要ない。なぜなら辺の長さは既に要素体積の根
√
Ve に

比例しているからである。要素に属する三つの辺の制約を

一つのベクトル形式にまとめることによって、三角形への

制約は次のように書くことができる。

Ce = {l12 − L12, l23 − L23, l31 − L31}T (3)

ここで、Lij と lij は、それぞれ点 iと j をつなぐ辺の変形

前と後の長さである (図 1)。

変形位置

1

2

3

初期位置

1

2
3

図 1 三角形に定義された拘束条件

歪みの制約.

Müllerらはグリーン・ラグランジュ歪みがゼロであると

いう、に基づく制約条件を提案した [12]。歪みは無次元量

であり、要素の体積に依存しない。そこで、Servinらの手

法 [17]と同様に我々は制約条件を体積の根
√
Ve によって

スケールする。三角形の変形前の座標が二次元である場合

は次のように制約を書くことができる

Ce =
√
Ve {EXX , EY Y , EXY }T , (4)

ここで、EXX , EY Y , EXY はグリーン・ラグランジュ歪み

Eの、参照配置におけるX 軸と Y 軸に関する要素である。

ここで、コンプライアンス行列 αは例えば、平面応力状態

を仮定してた線形弾性体の応力-歪み行列を使って定義す

ることができる [9]。

エネルギー制約.

Bender らによって提案されたエネルギーに基づく制

約 [1]は弾性エネルギーがゼロであるという制約をかける

ものである。要素内での弾性エネルギーは要素内における

弾性エネルギー密度の積分であるので、我々はそれらを

係数 1/
√
Ve、でスケールする。サンブナン・キルヒホッフ

(Saint Venant-Kirchhoff,StVK)モデルの場合は、スケール

後の制約は次のように書くことができる

Ce =
1√
Ve

∫
Ve

S : EdV (5)

ここで、Sは第二ピオラ・キルヒホッフ応力テンソルで, E

はグリーン・ラグランジュ歪テンソルを表している。また、

A : B はテンソル積 tr(ATB)を表すとする。

3.2 運動エネルギー

物体の運動エネルギーKは次のように書くことができる。

K =

∫
V

1

2
ρvTvdV =

1

2
vTMv (6)

ここで ρは基準配置における質量密度である。このMeは

整合質量行列 (consistent mass matrix) [19]と呼ばれるが、

本論文では、非対角要素を対角に足し合わせることで対角

化した、対角化質量行列 (lumped mass matrix)M̃を考え

る。ここで、陰的オイラー法において、次の時間における

速度は位置の更新量を元に (x− x̄)/∆tのように計算され

るということを用いると、

K =
1

2∆t2
(x− x̄)TM̃(x− x̄) (7)

のように運動エネルギーを書くことができる。

3.3 変分原理に基づく解の更新

我々の手法では、汎関数W の最小化をブロック・ガウ

ス・ザイデル法によって最小化する。つまり、全ての要素

について順番に、要素単位で汎関数We の最小化を行うこ

とで、汎関数を最小化する。

我々の手法では、XPBD [9]と同様に、頂点位置を要素

単位で以下のように更新する。

∆xe = M̃−1
e

∂Ce

∂xe

T

∆λe, (8)

ここで λe は要素ごとの制約を集めたベクトルで、λe =

−∆t2α−1
e Ce のように定義される。このように更新するこ

とで、並進運動量や回転運動量を保存することができる。

汎関数W を最小化する際に、λe を独立変数として選ん

で、ニュートン法を適応する。つまり、λeの更新は次のよ

うに書くことができる

∆λe = −
(
∂2We

∂λ2
e

)−1
∂We

∂λe
, (9)

ここで、汎関数W の λeに対する勾配ベクトルとヘシアン

行列は次のように計算される。

∂We

∂λe
=

1

∆t2

[
(xe − x̄e)

T ∂Ce

∂xe

T

+Ce

]
(10)

∂2We

∂λ2
e

, =
1

∆t2

[
∂Ce

∂xe
M̃−1

e

∂Ce

∂xe

T

+
αe

∆t2

]
. (11)

ここで、本手法で計算されるヘシアン行列 (11)は正定値

対称であることに注意されたい。また、この行列の次元は

Ncを要素内の制約とした場合、Nc ×Ncで、三角形要素を

使った場合、高々三次元であり、逆行列を計算するコスト

は極めて低い。

頂点位置の更新は ∆xe 独立変数 ∆λe に式 (8) のよう

に依存するので、∆λe についての最小化問題を解けば良

い。ここでは、拘束条件を一つづつ最適化するのではなく、
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高
解
像
度

低
解
像
度

(a) 変形前 (b) 距離制約 (c) 歪み制約 (d) エネルギ制約 (e) 歪み制約（スケールなし）(f) エネルギ制約（スケールなし）

図 2 異なる制約を用いた場合の布が垂れ下がるのシミュレーション結果の比較

Umetaniらによる研究 [18]のように要素内で定義されて

いる複数の拘束条件を一緒に最適化することで、より効率

の良い収束を実現する。

4. 結果

図 2 に異なる制約条件を用いた場合に、布の垂れ下が

りのシミュレーションにおいて解像度を変えた時に、どの

ように結果が影響したかを示す。解像度を変えた場合に、

本論で提案したように制約条件をスケールした場合は、シ

ミュレーション結果が大きく影響を受けることはないこと

が確認された。

5. おわりに

本論文では効率の高いアダプティブ・シミュレーション

を実現するために、変分原理に基づいた位置ベース力学を

提案した。今後は動的にメッシュを切り替えた際の解への

影響などを、さまざまな例題のシミュレーションを通して

確認したいと考えている。
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