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1. はじめに 
 紙のような硬くて薄い物体の挙動は，荷重を

加えることで生じるしわや折り目といった塑性

変形を考慮する必要がある．有限要素法のよう

な連続体力学に沿った手法は塑性変形や弾性挙

動を正確に計算することができるが，リアルタ

イムアプリケーションでは精度よりもシミュレ

ーションの堅牢さや処理速度が重視されるため

適切ではない．そこで本研究では，より処理が

高速な位置ベース物理法に基づいたシミュレー

ション手法を提案する．提案手法を用いること

で，荷重によってメッシュ上のエッジに沿った

折り目を付けることが可能な紙の塑性変形シミ

ュレーションが行える． 

 

2. 提案手法 

2.1 シミュレーション概要 
 本提案手法のシミュレーションには,位置ベー

ス手法の Position Based Dynamics[1](以下，PBD
と呼ぶ)を用いる．はじめに，PBD は各頂点の速

度を更新し，次フレームの予測座標を求める．

次に，物体の位置を直接操作するソルバーによ

って制約条件を満たすような予測座標を修正す

る．制約条件は，スカラー関数によって定義さ

れており，制約条件の非線形方程式を解くため

にガウスザイデル法を用いて，全ての制約条件

を満たすように複数回繰り返しながら計算を行

う．最終的に，修正前と修正後の位置の差分を

時間微分することで次フレームの速度が求まる．

また，衝突検出は予測座標を計算した直後に行

われ，頂点が物体にめり込んだ場合は一番近い

ポリゴンの表面に位置座標を修正する．なお，

本提案手法では荷重を加えるための物体に軸平

行境界ボックスを用い，シミュレーションを行

う紙には折り畳みによるメッシュの貫通を防ぐ

ために自己衝突を考慮する． 

PBD と同様に，各頂点が制約条件を満たす修

正量 Δx は，(1)式のように計算される． 
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ここで C( )は頂点を制約条件の満たす位置へ修正

するための制約関数であり，w は質量の逆数，そ

して k が 0 から 1 の値をとる剛性値である．また，

PBD は物体の剛性値が時間刻み幅や制約関数の

繰り返し回数に依存するが，PBD のアルゴリズ

ムを拡張した手法[2]を導入することで解消する

ことができる． 

 
2.2 非伸縮・曲げ制約条件 
本研究では，紙の非伸縮性と面の張り，しわ

や折り目といった材料の性質を再現することが

極めて重要であると考える．しかし，紙の折り

目やしわといった塑性表現をするためには，従

来の PBD で扱われている幾何学的に動機づけら

れた手法（隣接した 2 つの三角形法線の成す角度

を制約条件として利用する曲げ制約など）では

力学に沿った降伏基準を定めることができない．

そこで，本提案手法では Bender ら[3]の連続体力

学に沿って定式化された歪みエネルギー関数を

制約条件とする手法を用いて，それを降伏基準

に適用する．紙の非伸縮性を考慮して，非伸縮

制約と前述した曲げモデルの 2 つを取り入れた．

非伸縮制約は従来の PBD で使用される，エッジ

で接続された 2 つの頂点間の距離を保持する制約

を用いた． 

曲げ制約の条件に用いる歪みエネルギー関数

には，Bender らの配合に基づいた Bergou ら[4]の
隣接する 2 つの三角形に離散化された等角曲げモ

デルを用いる．このモデルは，すべてのエッジ

の長さが不変であると仮定したとき，曲げエネ

ルギーのみを計算することが可能である．また，

曲げエネルギーはスケールによって変化するこ

とはなく，三角形の面積や内部エッジによって

変化する． 

はじめに内部エッジを共有する 2 つの三角形の

グループ，すなわちステンシルを定義する．(図

2-1)ここで x=[x0,x1,x2,x3]はステンシルを構成する

4つの頂点であり，e=[e0,e1,e2,e3,e4]の 5つのエッジ

で接続されている． 
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図 2-1 内部エッジ e0を中心としたステンシル 

 

次にステンシル内の局所ヘッセ行列 Q を計算す

る． 
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ここで A0と A1は，ステンシルを構成する三角形

の面積である．K は 4 次元のベクトルであり，以

下のように求まる． 
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ここでc୧୨ ൌ cot∠e୧	, ݁である．各ステンシルの曲

げエネルギーE は，以下のように定義される．こ

れを本研究の曲げ制約関数とする． 
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最終的なステンシルの曲げエネルギー勾配は，

(4)式のように計算される． 
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2.3 降伏基準 

紙を折り曲げるために，曲率 κを降伏基準とし，

エッジの弱体化を考慮した[5]の手法を用いた．

はじめに，曲げエネルギーE を全歪みϵとし，次

式のように弾性成分ϵୣと塑性成分ϵ୮に加算分解す

る． 

ϵ ൌ ϵୣ  ߳ 

各成分は 3×3の行列であり，ステンシルごとに塑

性歪み成分の初期値として零の行列が格納され

る．曲げエネルギーのフロベニウスノルムが κを
超えたとき，ステンシルの塑性成分を次のよう

に更新する． 
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降伏基準を超えることによって更新される塑性

歪み成分は保存され，計算した曲げエネルギー

から塑性歪み成分を減算することによって，物

体の元形状を更新することなく塑性変形を表現

できる．また，紙を折った時に生じるエッジの

弱体化を再現するスカラーのダメージパラメー

タ δを塑性歪みが生じるたびに(7)を更新する． 

δ ൌ δ 
1
κ
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最後に(1)式の剛性値݇を 1/γδで減衰させることで

エッジの弱体挙動を再現する．ここでγはエッ

ジの弱体化による挙動を制御するパラメータで

あり，実験では κ=10mିଵと γ=0.8 で行った． 

 

3. 実験結果 
提案手法は C++で実装し，Epic Games 社の

Unreal Engine (GPU:NVIDIA GeForce GTX 1050，
CPU:Intel Core i7-8650U)でレンダリングを行った．

紙のモデルには 113 個の頂点で構成されたメッシ

ュを用いた．シミュレーションのループごとに

非伸縮制約と曲げ制約をそれぞれ 5 回繰り返して

実行する．紙を折るために，左上と右下の頂点

座標を直接操作して図 3-1 の状態に固定した後，

上から下へ荷重を加えた．図 3-2 は完全に除荷し

た状態であり，物体に塑性変形が生じたことを

確認できた． 
 

 
図 3-1 荷重前     図 3-2 荷重後 

 

4. まとめと今後の課題 
折り曲げによる塑性変形を考慮した紙のビジ

ュアルシミュレーション手法を提案した．現状

では，しわや破断を考慮しておらず,メッシュを

構成するエッジに沿った塑性変形しかできない．

そのため，歪みの集中度によって分割あるいは

再メッシュ化するといった工夫が必要である． 
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