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概要

一般に最小 2 部クリーク辺被覆問題は NP-困難であ

る．一方、2部グラフ B に対して，路重複数 R(B) が

R(B) ≤ 1 であれば，その最小 2部クリーク辺被覆問題

は多項式時間で解けることがわかっている．

ここではグラフ G が 2部グラフでない場合でも，そ

の誘導部分グラフとして、ドミノ，K4，そして端点を共

有する 2本のコードが存在する C5 のいずれも含まない

場合，その最小 2部クリーク辺被覆問題は多項式時間で

解けることを示す．

1 はじめに

一般の 2 部グラフに関して，その最小 2 部クリーク

辺被覆問題は NP 困難問題であることが知られている

[3]．しかし，ドミノフリーグラフ [1] ，さらに路重複数

R(B) ≤ 1 [4] の 2部グラフの場合は，最小 2部クリーク

辺被覆問題が多項式時間で解けることが示されている．

一方，グラフが 2部グラフでない場合，その最小 2部

クリーク辺被覆問題の計算量については多くは知られて

いない．ここでは一般のグラフ G を 2部グラフに変換

し，その修正ガロア束を構成することにより，最小 2部

クリーク辺被覆問題が多項式時間で解けるグラフクラス

を求める．

2 準備

ここで扱うグラフはすべて単純グラフである．G =

(V,E) を頂点数 n，辺数 m の無向グラフとする．V =

{v1, . . . , vn}，E = {e1, . . . , em} とする．
Gの部分グラフで K = (XK , YK , XK×YK)となる 2

部グラフを G の 2部クリークと呼ぶ．EG =
∪w

i=1 EKi

なる B の 2部クリークの集合 K = {K1, . . . ,Kw} を B

の 2 部クリーク辺被覆と呼ぶ．最小 2 部クリーク辺被

覆問題とは，最小サイズの 2部クリーク辺被覆を求める
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問題である．K が G の極大 2 部クリークであるとは，

G の 2部クリーク K ′(̸= K) で，EK ⊆ EK′ を満たす

ものが存在しないときをいう．

ド ミ ノ と は 以 下 の よ う な 2 部 グ ラ フ

D = (XD, YD, ED) （図 1） である．ここで

XD = {xa, xb, xc}，YD = {yd, ye, yf}，ED =

{(xa, yd), (xb, ye), (xc, yf ), (xa, ye), (xb, yd), (xc, ye),

(xb, yf )} である．

3 2部グラフ BG = (XB, YB, EB) の構成

グラフ G から，2 部グラフ BG = (XB , YB , EB) を

以下の様に構成する．XB = {xi | vi ∈ V }，YB = {yi |
vi ∈ V }，EB = {(xi, yj) | (vi, vj) ∈ E} ∪ {(xj , yi) |
(vi, vj) ∈ E} (1 ≤ i, j ≤ n) ．

補題 1. G がその誘導部分グラフとしてドミノ，K4，そ

して端点を共有する 2本のコードが存在する C5 のいず

れも含まないならば，BG はその誘導部分グラフとして

ドミノを含まない．

証明. BG がその誘導部分グラフとしてドミノを含むな

らば，G にはその誘導部分グラフとしてドミノ，K4，そ

して端点を共有する 2本のコードが存在する C5 のいず

れかが含まれることを示す．

BG に含まれるドミノを D = (XD, YD, ED) とする．

グラフの構成から (xk, yk) /∈ EB(1 ≤ k ≤ n) なので

1. {a, b, c} ∩ {d, e, f} = ∅
2. a = f, c = d, b /∈ {d, e, f} かつ e /∈ {a, b, c}
3. a = f, {b, c} ∩ {d, e, f} = ∅ または c = d, {a, b} ∩

{d, e, f} = ∅
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図 3 端 点 va を 共 有 す る 2 本 の コ ー ド
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のいずれかである．

1. {a, b, c} ∩ {d, e, f} = ∅ の場合，G において

(va, vd), (vb, ve), (vc, vf ), (va, ve),

(vb, vd), (vc, ve), (vb, vf ) ∈ E

であるから，{va, vb, vc, vd, ve, vf} による誘導部分
グラフはドミノである．

2. a = f, c = d, b /∈ {d, e, f} かつ e /∈ {a, b, c} の場
合，G において

(va, vc), (vb, ve), (va, ve),

(vb, vc), (vc, ve), (vb, va) ∈ E

であるから，{va, vb, vc, ve} による誘導部分グラフ
は K4（図 2）である．

3. a = f, {b, c} ∩ {d, e, f} = ∅ の場合，G において

(va, vd), (vb, ve), (vc, va), (va, ve),

(vb, vd), (vc, ve), (vb, va) ∈ E

であるから，{va, vb, vc, vd, ve} による誘導部分
グラフは，端点 va を共有する 2 本のコード

(va, vb), (va, ve) を持った C5 = (va, vd, vb, ve, vc)

（図 3）である．c = d, {a, b} ∩ {d, e, f} = ∅ の場
合も結果は同様である．

G の極大 2 部クリークを K = (XK , YK , EK)，

XK = {v1, . . . , vs}，YK = {vs+1, . . . , vt} とする．

グラフの構成から，BG の 2 つの部分グラフ K1 =

(XK1 , YK1 , XK1 ×YK1)，XK1 = {x1, . . . , xs}，YK1 =

{ys+1, . . . , yt} と K2 = (XK2 , YK2 , XK2 × YK2)，

XK2 = {xs+1, . . . , xt},，YK2 = {y1, . . . , ys}，は BG

の極大 2部クリークである．すなわち G の一つの極大

2部クリークに対応して，BG にはちょうど二つの極大

2部クリークが存在する．これに注意すると，次の定理

が導かれる．

定理 2. グラフ G がその誘導部分グラフとして、ドミ

ノ，K4，そして端点を共有する 2 本のコードが存在す

る C5 のいずれも含まない場合，G の最小 2部クリーク

辺被覆問題は多項式時間で解ける．

（証明の概要）補題 1 より，グラフ G がその誘導部分

グラフとして、ドミノ，K4，そして端点を共有する 2本

のコードが存在する C5 のいずれも含まない場合， BG

はその誘導部分グラフとしてドミノを含まない．

BG を修正ガロア束 G [4] に変換し，ネットワークフ

ローのアルゴリズム [2] を用いると，G の最小 2 部ク

リーク辺被覆問題の 2倍近似解を多項式時間で求めるこ

とができる．G の一つの路が，もとのグラフ G のちょ

うど二つの辺に対応していることに着目して修正したア

ルゴリズムを用いると，G の最小 2部クリーク辺被覆問

題の最適解を多項式時間で求めることができる．
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