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概要: 区分的微分可能なモデルに対する最適化は, 微分不可能点を含
んでおり困難である. 本研究では Griewank らにより提唱されてい
る Abs-Normal Form (ANF) を利用して一般化勾配を導出し, 区
分線形化で関数を近似する際の誤差推定について考える.

キーワード: 区分的微分可能, 区分線形近似, アルゴリズム微分

1 はじめに

工学問題で用いられる区分的微分可能なモデルに対するア
ルゴリズム微分 [1] は, 微分不可能点の処理は実装に依存し
てきた. しかし近年, 微分不可能点の扱いに進展があり, ANF

を用いて微分不可能点での微分計算が可能になってきている
[2, 3, 4, 5, 6].

本研究では, 区分的微分可能なモデルの中で絶対値を用い
たアルゴリズム (手続き) により計算される関数に関して, そ
の計算値に含まれる誤差推定の方法について検討する. さら
に, 二階微分による誤差推定の精度と計算効率の観点から最
適化計算 [6, 7, 8] などにおける本手法の有用性を検証する.

2 アルゴリズム微分 [1]

アルゴリズム微分とは, ある関数の値を求めるアルゴリズ
ムが与えられたとき, その偏導関数値を求めるアルゴリズム
を導出する手法である.

2.1 基本演算
プログラム中で使用できる演算のことを基本演算といい,

本研究では以下の演算を対象とする.

• 四則演算 ( +,−,×,÷ )

• 開平 ( sqrt )

• 初等超越関数 ( log, exp, sin, ... )

• 絶対値演算 ( abs )

最大値, 最小値関数 ( max, min ) は abs により次のように
定義する :

max(u,w) = (u+ w + abs(u− w))/2,

min(u,w) = (u+ w − abs(u− w))/2.

2.2 中間変数と計算過程
基本演算の実行と一対一に対応し, その結果を格納する変

数を中間変数という. 中間変数を逐次計算する過程を計算過
程という.

y = f(x) (f : Rn → Rm) を計算する手続きを次の計算過
程で表現する (式 (1)) :

ui−n = xi, i = 1, ..., n,

ui = φi(uj)j≺i, i = 1, ..., ℓ,

yi = uℓ−m+i, i = 1, ...,m.

(1)
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φi は基本演算, ui は中間変数である. 中間変数には, その
計算順序に半順序関係がある.

2.3 偏導関数値の導出
アルゴリズム微分による偏導関数値は, 各基本演算から合
成関数の微分則である連鎖律 (chain rule) に従い導出できる
(式 (2)) :

∂ui−n

∂xj
= i == j ? 1 : 0, i = 1, ..., n, j = 1, ..., n,

∂ui

∂xj
= Σk≺iφ

′
i(uk)

∂uk

∂xj
, i = 1, ..., ℓ, j = 1, ..., n,

∂yi
∂xj

=
∂uℓ−m+i

∂xj
, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n.

(2)

ここで φ′
i(uk) は ui を計算する演算における uk に関する要

素的偏導関数を表す. また, アルゴリズム微分を繰り返し実行
することで二階以上の微分も計算することができる.

2.4 計算グラフ
演算と被演算子の関係を木構造で表現したグラフを計算グ
ラフという. 各ノードに中間変数が対応しており, 本研究のア
ルゴリズム微分に使用するデータ構造は, この計算グラフを
実装している.

3 Abs-Normal Form [4, 5, 6]

絶対値を含む式 y = f(x)(f : Rn → Rm) に対して, 絶
対値演算を境にわけて表現し, このような計算過程の表現を
ANF という (式 (3)) :

w = g(x,z),

z = |w|,
y = h(x, z),

(3)

ただし, 各変数は x ∈ Rn, y ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rs であ
り, g : Rn+s → Rs, h : Rn+s → Rm, は連続微分可能関数,

z = |w| は成分毎の絶対値を表す.

3.1 基本演算の増分
各基本演算の増分の近似を以下のように考える (式 (4)) :

∆ui = ∆uj ±∆uk when ui = uj ± uk,

∆ui = uj∆uk + uk∆uj when ui = uj · uk,

∆ui = φ′
i(uj)∆uj when ui = φi(uj),

∆ui = |uj +∆uj | − ui when ui = |uj |,

(4)

最終的に近似されている増分 ∆yi を ∆f(x; ∆x) と記す. φi

は連続微分可能な関数である.

このとき, 関数 f の点 x での ∆x 方向の区分線形近似
fPL,x(∆x) は以下のように表現できる (式 (5)) :

fPL,x(∆x) = f(x) + ∆f(x;∆x). (5)

3.2 ANF の区分線形化
ANF (式 (3)) に基づいて, 点 x0 からの ∆x 方向の増分
は, w0 = g(x0, z0) , z0 = |w0| , y0 = h(x0,z0) を用い
て, g(x0 + ∆x,z0 + ∆z) − w0, |w0 + ∆w| − z0, h(x0 +
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∆x, z0 +∆z)− y0 となる. これらから, w, z, y の増分の区
分的線形近似を以下のように表現する (式 (6)) :

∆w =
∂g

∂x
(x0, z0)∆x+

∂g

∂z
(x0, z0)∆z,

∆z = |w0 +∆w| − z0,

∆y =
∂h

∂x
(x0, z0)∆x+

∂h

∂z
(x0, z0)∆z.

(6)

ここで, ∆̃w = ∆w +w0, および, ∆̃z = ∆z + z0 = |∆̃w|
を導入すると, ∆y は 以下のように表現できる (式 (7)) :

∆̃w = w0 +
∂g

∂x
∆x+

∂g

∂z
(∆̃z − z0),

∆̃z = Σ∆̃w,

∆y =
∂h

∂x
∆x+

∂h

∂z
(∆̃z − z0).

(7)

Σ は各絶対値演算の引数の符号を格納する行列である. 具体
的な定義を以下に示す. 符号関数 (式 (8)) を用いて,

sign(a) =


1 (a > 0)
0 (a = 0)
−1 (a < 0)

(8)

絶対値演算は |w| = sign(w) · w と書き換えられるので, 次の
ような対角行列を Σ として定義する :

Σ =

 sign(w0 +∆w0)
. . .

sign(ws +∆ws)

 .

式 (7) を定数項をまとめて wc = w0 − ∂g
∂zz0, yc = −∂h

∂z z0
とおいて, 行列で表現すると以下のようになる (式 (9)) :

(
∆̃w
∆y

)
=

(
wc
yc

)
+

[ ∂g
∂x

∂g
∂z

∂h
∂x

∂h
∂z

][
∆x

∆̃z

]
,

∆̃z = Σ∆̃w.

(9)

これを ∆x について解くと, (I − ∂g
∂zΣ)

−1 を A とおいて,

y = y0 における区分的線形近似 y0 +∆y を得る :

y0 +∆y = c+ (
∂h

∂x
+

∂h

∂z
ΣA

∂g

∂x
)∆x,

c = y0 + yc +
∂h

∂z
ΣAwc.

(10)

4 ANF による関数の計算値の誤差推定 [1]

スカラー値関数 y = f(x) の x = x0 における計算値
y0 = f(x0) に含まれる計算誤差 δy の推定 (線形近似) を考
える. もし wk ̸= 0 (k = 1, ..., s) なら通常の誤差推定の方法
を用いることができる. ∃k,wk = 0 なら, 誤差推定を wk = 0

のところで分ける必要がある. wk = 0 の場合にはその wk の
大域誤差推定値を算出し, その値を zk = |wk| の入力誤差と
考えて δzk を計算して誤差推定を行う (式 (11)) :

δy =

n∑
j=1

∂h

∂xj
δxj +

s∑
k=1

∂h

∂zk
δzk +

∑
i

∂h

∂ui
δui . (11)

5 近似値の誤差推定

第 3節で述べた手法をもとに, 区分的微分可能な関数に対す
る微分計算と線形近似を行う. この線形近似から絶対値演算
の引数の符号が切り替わる点 (kink point) を探索する. kink

point の探索は, ∆x の値を更新していき, 式 (7) の Σ の対角
成分のいづれかの値が 0 以外になるような ∆x を見つければ
よい. 本研究では, 線形近似された kink point の点の誤差を
推定することを試みる.

ANFにより目的関数を線形近似すると, 基準点のとり方次
第では wi と ∆wi の符号が同じになり, 実在する kink point

が見つからないことがある. このような状況に対して, 基準点
を勾配方向の逆方向に更新することで対応した.

6 数値実験
C++ の演算子多重定義を用いた処理系を試作し, 文献 [7]
のテスト問題の中から 2 変数の関数 11 種類と想定される近
似値の総数が多くなる例として, 絶対値演算が入れ子になっ
た関数を対象に区分的線形化の数値実験を行った. 具体的に
は, kink point に対して ANF による区分線形化を計算し, Σ
の値を意図的に変更し kink point 周辺での勾配の変化の推
測による近似値を記録する. この kink point 周辺の推測と実
測値の誤差を二階微分による二次近似で修正可能か検証する.
ここでは,

f1(x1, x2) = − x1 + 2(x2
1 + x2

2 − 1) + 1.75|x2
1 + x2

2 − 1|,

f2(x) = ||x2 − 1| − 2|,

に対して区分的線形近似を実行した結果を以下に示す (図
1, 2). 赤い線はそれぞれの基準点の位置 ( f1 は (x1, x2) =

(−1,−1) , f2 は x = −2.8 ) を示す.

図 1 f1 , f1PL,(−1,−1)
図 2 f2 , f2PL,(−2.8)
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