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1 はじめに
QR分解は固有値問題や最小二乗問題の解法として広く
用いられている．QR分解の手法の 1つにHouseholder変
換 [1]を用いた手法があり，行列積計算が使われる．本研
究では NVIDIA Voltaアーキテクチャ1などに搭載されて
いる混合精度行列計算回路であるTensorコア2を用いて複
数の QR分解を行う Batched QR分解を Householder変
換による方法で実装し，その計算速度と精度について調査
を行った．

2 背景
2.1 QR分解
QR分解は行列M ∈ Rm×n を直交行列 Q ∈ Rm×m と
上三角行列R ∈ Rm×n により

M = QR (1)
に分解する．QR分解によりQ,Rは一意に定まる．

2.2 Householder変換を用いたQR分解
Householder 変換では単位行列 I ∈ Rm×m，ベクトル

u ∈ Rm を用いて

H = I− 2
uuT

|u|2
(2)

で得られる Householder行列Hにより原点を通る uに直
交する直線での鏡映を得る．i ∈ N に対し任意のベクト
ル x ∈ Ri をベクトル y = (±|x| 0 0 · · · 0) ∈ Ri に映す
Householder行列Hは

u = x∓ y (3)
とすることで得る (複号同順)．これにより鏡映

y = Hx (4)
が成り立つ．Rが上三角行列となるようにHouseholder変
換を行うことでQ,Rを得る．アルゴリズムを Algorithm
1に示す．

2.3 Tensorコア
Tensor コアは NVIDIA Volta アーキテクチャより
利用可能な混合精度行列計算回路である．CUDA3では
WMMA(Warp Matrix Multiply Accumulate) APIを通し
て利用することができる．WMMAAPIではTensorコアを
用いてm,n, k ∈ N,A ∈ Rm×k,B ∈ Rk×n,C,D ∈ Rm×n

に対し積和計算
D ⇐ A×B+C (5)

を 行 う．A,B は 半 精 度4，C,D は 半 精 度 ま た
は 単 精 度5に 対 応 し て い る ．ま た (m,n, k) は
(16, 16, 16), (32, 8, 16), (8, 32, 16) の組み合わせのいず
れかである必要がある．WMMA API では fragment と
呼ばれるレジスタにメモリから行列をコピーし，1 Warp
(32 Threads)が協調して式 (5)を行う．
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Algorithm 1 Householder変換を用いた QR分解
Require: m,n ∈ N,M ∈ Rm×n

Ensure: Q ∈ Rm×m,R ∈ Rm×n

1: Q′ ⇐ I
2: R ⇐ M
3: for i ⇐ 0 to (min(n,m)− 1) do
4: u ⇐ [0 · · · 0 Ri,i · · ·Rm−1,i]

T

5: ui ⇐ ui ± |u|
6: H ⇐ I− 2uuT

|u|2 // Householder行列
7: R ⇐ HR
8: Q′ ⇐ HQ′

9: end for
10: Q ⇐ Q′T

2.3.1 Tensorコアの特長
Tensorコアには次の特長がある．
• ハードウェア的に行列積が実装されているため高速で
ある．

• 入力行列A,Bは半精度であるが，内部の足し込み処
理を単精度で行うため精度の劣化が抑えられる．

3 実装
行と列の大きさが 16以下の行列に対しTensorコアを用

いてQR分解を行う関数を実装した．Algorithm 1の 6，7
行目の行列積に Tensorコアを用いた．比較のため入出力
型，ノルム計算型，Tensorコアを用いたか否かで表 1の
6通りの実装を行った．Tensorコアを用いなかった場合，
半精度では SIMD(f16x2)を用いて行列積計算を行った．

計算モード名 入出力型 ノルム計算型 Tensorコア
HH-TC half half YES
HH half half NO
HF-TC half float YES
HF half float NO
FF-TC float float YES
FF float float NO

表 1: 計算モード一覧 : 型の halfは半精度，floatは単精
度を表す．ノルム計算型はAlgorithm1の 5，6行目のノル
ム計算の足し込みの際の型を表す．

4 実験
4.1 Tensorコアを用いたQR分解の精度と計算速度の

調査
表 1のそれぞれの計算モードで乱数で初期化した 16×16

の行列の QR 分解を行い，その精度と計算性能を調査し
た．精度の調査では入力行列Mと出力行列Q,Rに対し
フロベニウスノルム | · |F を用いて算出した誤差率 Rqr

Rqr =
|M−QR|F

|M|F
(6)

を用いて精度を評価した (図 1)． WMMA APIでは入力
A,Bが半精度である必要があるため，計算モードの入出
力型が単精度であっても行列積部分では半精度に変換する
必要がある．このため FF-TCでは FFに対して誤差率が
大きくなっていると考えられる．一方HH-TC，HF-TCで
はTensorコアを用いることでHH，HFに対し誤差率が小
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図 1: QR分解の誤差率 (128試行の平均)
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図 2: QR分解の計算時間 (128試行の平均)
さく抑えられている．これは Tensorコアが内部の足しこ
み処理を単精度で行っていることによると考えられる．ま
た，ノルム計算の精度を半精度から単精度に上げることで
誤差率を低く抑えられていることが分かる．
次にQR分解にかかる時間を調査した (図 2)．計算時間
の面では Tensorコアを用いた実装の方が高速に動作して
いることが分かる．

4.2 Tensorコアを用いたQR分解による固有値計算の
精度

固有値の計算手法の 1つである QR法では QR分解が
用いられる．Tensorコアを用いた QR分解の精度劣化が
実アプリケーションにどの程度の影響を及ぼすかを調査す
るため，表 1の各計算モードで固有値を計算し，その精度
を調査した (図 3)．固有値の正答は Eigen6の EigenSolver
を用いた．精度の評価は計算した固有値の絶対値を降順に
並べた数列 λi と Eigenで計算した正答の固有値の絶対値
を降順に並べた数列 λci を用いて計算した誤差率 Rλ，

Rλ =

√∑
i(λi − λci)2∑

i λc
2
i

(7)

を用いた．Tensorコアを用いた場合は用いなかった場合
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図 3: 固有値の誤差率 (128試行の平均)

に比べ固有値の精度の劣化が抑えられることが分かる．

4.3 Batched QR分解の計算時間と計算性能の調査
表 1の各計算モードのQR分解を複数の行列に対して並
列して行う Batched QR分解を実装し，複数個 (バッチサ
イズ)の 16× 16の行列に対し QR分解を行い，その実行
時間及び計算性能を調査した (図 4，5)． バッチサイズが
29程度までは実行時間は増加せず，210以上でバッチサイ
ズの増加とともに実行時間が増加していることが分かる．
これは 1度に並列実行可能な処理の数が 29 程度であるか
らであると考えられる．また，バッチサイズの増加ととも
に計算性能は上昇しており，バッチ処理により計算機を効
率よく利用できていると考えられる．
次に cuBLAS7の cublasSgeqrfBatched関数との計算時
間の比較を行った (図 6)．cublasSgeqrfBatched関数は入

6http://eigen.tuxfamily.org
7https://developer.nvidia.com/cublas
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図 4: Batched QR分解の計算時間 (128試行の平均)
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図 5: Batched QR分解の計算性能 (128試行の平均)
出力が単精度であるため，表 1の FF，FF-TCとのみ比較
を行った．また，cublasSgeqrfBatched関数は上三角行列
Rと Householder行列Hの生成に使用するために必要な
値 τ (Algorithm 1の 6行目: 2

|u|2 に相当)のみを計算し，
直交行列Qの計算を行わない．そこで直交行列Qを生成
しない実装 (*-noQ)との比較も行った．Tensorコアを用い
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図 6: cublasSgeqrfBatchedとの比較 (128試行の平均)

た Batched QR分解実装の場合，バッチサイズが大きく，
また Qの計算を行う場合でも cublasSgeqrfBatched関数
より高速であることが分かる．

5 結論
Tensorコアを用いた Batched QR分解では cuBLASよ

り高速に複数の行列に対するQR分解を計算できることを
確認した．また，Tensorコアでは精度の劣化を抑えなが
ら半精度行列積を計算するが，QR分解に用いた場合でも
単純な半精度演算に比べ精度の劣化が抑えられることを確
認した．

実験環境
Intel Core i9-7940X, NVIDIA Titan V

今後の課題
• 行と列の大きさが 16以上の行列に対するBatched QR
分解を実装し，その精度と計算時間を調査する．
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