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定理証明支援系Coqにおける不等式変形記法
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概要：数学定理やプログラムの性質の形式的証明では，自然数上の不等式についての証明が頻出する．し
かし，定理証明支援系 Coqでの不等式の形式的証明は，非形式的証明とは異なる記法で記述されるため，
数学的な直観がそのまま使えないことも多い．たとえば，非形式的証明では，不等式 L ≤ Rを証明するた
めに，しばしば L = M1 ≤ M2 = M3 ≤ · · · ≤ Mn = Rのように項を不等号で「鎖状」につなげて示す宣
言的な記法が用いられる．こうした記法は数学の教科書等でよく馴染んだ記法であり，直観的に理解・記
述することが可能である．一方，Coqにはそうした宣言的な記法は標準では用意されていないため，証明
の理解・記述が困難になっている．本論文では，Coq上で，自然数上の不等式変形を，非形式的証明のよ
うに「鎖状」に記述する手法を提案する．本手法の特徴は，タクティックライブラリによって「鎖状」記
法が実現されることにあり，それゆえ，提案記法はライブラリをモジュールとして読み込むだけで既存記
法とあわせて使うことができる．また，このタクティックライブラリを用いて，Ackermann関数の性質に
ついての不等式の証明を試みる．その結果，標準的な数学の教科書と近い記法で形式的証明を記述できる
ことを確認する．
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Abstract: Formal proofs of inequalities on natural numbers is important for formal proofs of mathematical
theorems and properties of programs. However, Coq’s notation of formal proofs of inequalities is different
from that of informal proofs. For instance, when we write an informal proof of inequality L ≤ R, we usually
use a declarative notation like a “chain” such that L = M1 ≤ M2 = M3 ≤ · · · ≤ Mn = R. Such notation is
common in textbooks, and thus it enables us to understand proofs intuitively. On the other hand, standard
Coq does not support such a declarative notation, so that we cannot understand proofs in Coq intuitively.
In this paper, we propose a novel approach to enable us to write formal proofs in the “chain” notation. One
of main features of our approach is that the chain notation is realized as a tactic library, so that we can
use it easily by only loading it as a module, and in conjunction with the conventional notation. We also try
writing formal proofs for properties of Ackermann function with our tactic library. The result shows that we
can write the formal proofs like informal proofs in a textbook.
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1. はじめに

プログラム検証や数学の定理証明検証といった文脈で，
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Coq [1]や Isabelle/HOL [2]等の定理証明支援系が有名であ

る．これらのツールは，ユーザが形式的証明を記述するの

を補助し，また型検査器によって証明を検証するものであ

る．典型的な成果としては，四色定理の証明の検証 [3]やC

コンパイラ [4]の検証が有名である．また最近，Coqおよ

びその拡張である SSReflect/MathCompについての日本

語の教科書 [5]が出版される等，国内でも注目されている．
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しかし，定理証明支援系 Coqでの形式的証明は，鉛筆

（あるいはボールペン，万年筆，. . .）でノート上に行う非

形式的証明とは異なる記法や構造で記述されるため，数学

的な直観がそのまま使えないことも多く，不便である．

本論文が目指す究極の目的は，証明を書く・証明を読む

という 2つの場面において，非形式と形式の間にある大き

な溝を埋めることにある．より具体的な目標は，以下の 2

点について，Coqにおける形式的証明と非形式的証明の溝

を埋めることである．

• 記述性：鉛筆等で紙上に証明を書くのと同じ感覚で，
Coq による形式的証明が作れるようになることを目

指す．

• 可読性：非形式的証明がそうであるように，完成した
Coqスクリプトが Coqと対話することなく読めるよ

うになることを目指す．

もとより，すべての証明において非形的証明と Coqの形式

的証明の差を埋めることは難しい．非形式的証明には，分

野ごとに特有の記法や常識があるからである．それゆえ，

まずはある特定の分野に絞って，非形式的証明と形式的証

明の差異について整理することが必要になってくる．

本論文が対象とするのは，自然数上の不等式である．数

学定理やプログラムの性質の形式的証明では，自然数上の

不等式についての証明が頻出する．また，自然数や不等式

は数学においてごく基本的な対象であるから，主定理が自

然数上の不等式ではなかったとしても，その主定理を示す

ための補題として自然数上の不等式が現れることもある．

身近な例としては，計算量の評価といった文脈で不等式上

の自然数が重要になることがある [6]．それゆえ，自然数上

の不等式について考察することは有用である．

では，自然数上の不等式の証明において，非形式的証明

と Coqによる形式的証明はどういった違いを孕んでいる

だろうか．例題を通して考察する．ここでは，不等式

∀ n : nat, 5 ≤ n → 2n+1 ≤ n! (1)

の証明を考える．この不等式の証明は様々な方法がありう

るが，非形式的な証明では図 1 のような証明，Coqでの

形式的証明では図 2 のスクリプトによる証明が，それぞれ

典型的な例だと考えられる．ただし，図 2 のスクリプトに

現れる n!は，Notationコマンドを使って定義したもので

ある．

図 1 と図 2 を見比べてみると，Coqスクリプトによる

形式的証明は，非形式的証明に対して以下のような短所を

もっていることに気づく．

• 形式的証明は，非形式的証明に比してより多くの変数
が現れており，しかもそれぞれの変数がどういう型を

持っているのかがスクリプト上からは分からない．こ

のことを定理証明という文脈でいい直せば，証明中に

仮定の名前がたくさん現れるが，それぞれの仮定が具

図 1 不等式 ∀ n : nat, 5 ≤ n → 2n+1 ≤ n! の典型的な非形式的

証明

Fig. 1 A typical informal proof for inequality ∀ n : nat, 5 ≤
n → 2n+1 ≤ n!.

図 2 不等式 ∀ n : nat, 5 ≤ n → 2n+1 ≤ n! を証明する典型的な

Coq スクリプト

Fig. 2 A typical Coq script for proving a inequality ∀ n : nat,

5 ≤ n → 2n+1 ≤ n!.

体的に何かは分からないということになる．たとえば，

図 2 の形式的証明では nのほかにも，Hといった変数

（仮定）が現れているが，Coqとの対話なしで Hが何

をさしているのか理解するのは難しい．これはスクリ

プトを証明として読む場合の可読性を大きく下げる原

因となっている．

• 非形式的証明では，「左辺を変形して右辺にする」と
いう方針で証明がなされている．そのため，不等式

L ≤ R を証明するために，L = M1 ≤ M2 = M3 ≤
· · · ≤ Mn = Rのように項を等号や不等号で鎖状につ
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なげて示す記法が用いられている（以下では，この記法

を鎖状記法という）．ここでは，M1, . . . , Mn といった

項に注目をして逐次的変形が進められることによって

証明が完成している．一方，形式的証明では，ゴール

の不等式全体に注目して，それを「自明な不等式に還

元する」ことで証明を完成させている．たとえば，図 2

のスクリプトの 8行目に現れている applyタクティッ

クと autoタクティックの連続は，Nat.add_le_mono

（∀ m m p q : nat, n ≤ m → p ≤ q → n + p ≤ m + q）

を用いて，現在のサブゴール

Γ � 2m+1 + (2m+1 + 0) ≤ m! + m · m!

を，より簡単な不等式

Γ � 2m+1 + 0 ≤ m · m!

へと書き換えている．もとより，非形式的証明におい

てもこうした「自明な不等式に還元する」方法が使わ

れないわけではなく，「左辺を変形して右辺にする」

方法と併用されているというべきであろう．しかし，

Coqの非形式的証明においては鎖状記法はそもそもサ

ポートされていないため，2つの記法が併用できる非

形式的証明に比して不自由な思考を強いてしまってい

るといえる．

以上，Coqにおける形式的証明の短所を 2点指摘した．

このうち前者については，適切にコメントやアノテーショ

ンを施すことによってある程度緩和することができる．た

とえば Hという変数が何を指しているか分からなければ，

スクリプト上に Hが何を指しているのかメモしておけばよ

いということである．

一方，後者はより深刻な問題である．「左辺を変形して

右辺にする」という証明の方針をサポートするためには，

ぜひとも鎖状記法をサポートするべきである．

本論文では，不等式の鎖状記法をサポートするためのタ

クティックライブラリを設計し，タクティック記述言語

Ltacを用いて実装した．このライブラリの使用例として，

不等式 (1)の証明を記述したスクリプトを図 3 に示す．こ

のスクリプトを例にして，本論文で実装したタクティック

ライブラリの特徴について説明する．このスクリプトの証

明では帰納法が用いられているが，base caseと induction

stepのそれぞれについて，左辺から右辺へ至る項の変形の

過程が明示的に書かれていることが分かる．特に，図 2 の

非形式的証明と同様に，

• ステップごとの変形の結果と，
• ステップごとの変形ができる理由（ただし自明な場合
は省略できる）

が明示的に表れている点に注目されたい．たとえば，ス

クリプトの 18 行目から 19 行目は，IHle を理由にして，

(2 * (S m + 1)) <= (2 * m !) なる不等式変形ができ

図 3 提案するタクティックライブラリを用いて不等式 ∀ n : nat,

5 ≤ n → 2n+1 ≤ n! を証明するスクリプト

Fig. 3 A script for proving ∀ n : nat, 5 ≤ n → 2n+1 ≤ n!

using novel tactic library.

ることを示している．また，アノテーションによって，現

在のサブゴールや重要な変数の型がスクリプト中に明示的

に現れていることにも注目されたい．たとえば，スクリプ

トの 8，14，15行目には，現在のサブゴールや変数 IHle

の型の情報が明示的に書かれている．このアノテーション

は単なるコメントではなく，Coqの型チェックを呼び出す

タクティックとして設計されており，現在のコンテクスト

と整合しない記述は型チェックによって弾かれるように

なっている．これらの機序によって，Coqを知らないユー

ザであっても，十分にこのスクリプトは理解できると考え

られる．

また本論文では，提案する手法の評価として，実装した

タクティックライブラリを用いて，Ackermann関数の諸性

質の形式的証明を，非形式的な証明に似た可読性の高い記

法で記述できることを示す．

なお，本論文を読むうえで，以下の点に注意されたい．

• 我々は，本論文で提案する手法を Coq 8.7.0で実装し

た．また，その実装が，少なくとも本論文で紹介した

例の範囲では Coq 8.7.1でも正しく動作することを確

かめた．

• 本論文中にはいくつか Coqのスクリプトが現れるが，

典型的なモジュールのインポートや notationの定義は
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省略している．

• 本論文で述べる手法の実装および，その実装の評価のた
めに作成した証明は，Web上の以下のURLで公開して

いる：https://github.com/MurataKosuke/Inequality

これ以降の本論文の構成は以下のとおりである．2章で

は，関連研究の紹介と，本論文との比較を行う．3章では，

タクティックライブラリの設計と実装の基本方針について

述べる．4章では，3章で述べた方針を受けて，タクティッ

クライブラリをさらに使いやすいものにするためのアイデ

アとその実装について述べる．5章では，本論文で提案す

るタクティックライブラリを用いた有意義な命題の例とし

て，Ackermann関数の性質についての証明について述べ

る．最後に，6章で本論文のまとめと将来の課題について

検討を行う．

2. 関連研究

本章では，本論文の関連研究について述べる．我々の知

る限りでは，不等式の証明や不等式変形の記述に特化した

ライブラリは先に例がない．しかし，等式変形や宣言的証

明といった観点から探してみると，いくつか関連研究を見

つけることができる．

2.1 等式変形について

等式変形の記述についての既存研究として，Tessonらの

プログラム運算のためのタクティックライブラリ [7]があ

げられる．プログラム運算とは，プログラムの代数的性質

を利用して意味を保存したままプログラムを変形し，高速

なプログラムを得る技法であり，Bird-Meertens formalism

（BMF）といわれる体系が有名である．Tessonらは，BMF

に基づく等式運算を，Birdによるプログラム運算のレク

チャーノート [8] に出てくるような形で書くためのタク

ティックライブラリを与えている．プログラム運算という

領域に特化したタクティックライブラリではあるが，等式

変形を記述するための枠組みとして使用することもでき

る．しかし，本論文でサポートするような不等式変形まで

は具体的にはサポートしていない．

本論文は，Tessonらのアイデアが，等式変形のみならず

自然数上の不等式変形にも部分的に適用可能であることを

示したものであり，また自然数上の不等式変形で生じる特

有の問題について考察を加えたものである．また，本論文

で実装したタクティックライブラリは，Tessonらのタク

ティックライブラリの実装を参考にしつつ，そのアイデア

を自然数上の不等式変形へと拡張したものである．

2.2 宣言的証明について

各ステップにおけるゴールを明示的に記述するような証

明の記法を，宣言的記法という．定理証明支援系において

宣言的記法を実現する試みはいくつかある．Isabelle/HOL

をベースにした宣言的証明記述言語の設計として Isar [9]

が有名であるが，Coqでも Corbineauによる新たな証明記

述言語の実装 [10]がある．この研究は，全体にわたって自

然言語に近い形で証明を記述できるように言語をデザイン

するものである．そのなかには，等式変形を鎖状に近い記

法で記述するためのシンタクスもあり，その点では本論文

と同じアプローチによる実装が含まれているといえる．

Corbineauによる手法 [10]では，Coqをベースにしつつ

も新たな言語を設計しなおしていた．それゆえ，処理系を

得るためには既存の Coq処理系を再コンパイルすること

が必要になる．一方，我々の手法では，新たな記法が Ltac

の範疇で実装したタクティックライブラリとして実現され

ており，既存の Coq処理系でタクティックライブラリを読

み込むだけで使用できるという点に特徴を持つ．

3. 鎖状記法の設計と実装

本章では，提案する手法の概要について述べる．

3.1 タクティックライブラリの設計の概要

本手法で提案するタクティックライブラリの設計につい

て，概要を述べる．本手法は，あとで述べるように，少し

注意すれば，

• 右辺から左辺に至る項の変形
• 等号 =および広義の不等号 ≤のみならず狭義の不等
号 <の現れる不等式変形

へ拡張することができるが，まずは「左辺から右辺に至る，

等号 =および広義の不等号 ≤が現れるような変形」を記
述する手法に絞って解説する．

本論文で提案する手法の核心は，以下の 4 つの

Tactic Notation*1（以下，単にタクティックという）か

らなる．

• タクティック 1 Left = 〈term〉 { 〈tactic〉 }

• タクティック 2 = 〈term〉 { 〈tactic〉 }

• タクティック 3 <= 〈term〉 { 〈tactic〉 }

• タクティック 4 = Right

これらのタクティックを用いて，Γ � t = sや Γ � t ≤ s

の形をしたサブゴールを示すことができる．具体的には，

タクティック 1からはじめて，タクティック 2，3を繰り

返し用い，タクティック 4 で証明を終える．これらのタ

クティックを並べると，あたかも項の変形の過程が鎖状に

記されているかのように見えるのが重要な点である．図 4

は，論理式 ∀ x y z : nat，x = y → y ≤ z → x ≤ z を示

すスクリプトであり，このスクリプトの 5–9行目では非形

式的証明のような不等式変形が書かれているように見える

が，よく見ると上の 4つのタクティックを並べているだけ

*1 Coq では，Tactic Notation 機能を用いると，タクティック記
述言語 Ltac を用いて，新たなタクティックとそのための記法を
柔軟に設計することができる．
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図 4 核心となるタクティックのみを用いた単純なスクリプトの例

Fig. 4 An example of simple script using important tactics.

であることが分かる．

これらのタクティックは，具体的には次のような動作を

する．

• タクティック 1 Left = 〈term〉 { 〈tactic〉 }

現在のサブゴール Γ � x ≤ y を，Γ � 〈term〉 ≤ y

に書き換える．ただし，その書き換えを行うため，

x = 〈term〉 をタクティック 〈tactic〉 を用いて示し，
それを使って現在のサブゴールに現れる左辺の x を

〈term〉へと rewriteする．つまり，以下のスクリプト

と同じである．

let Hre := fresh "H" in (

assert (x = 〈term〉) as Hre by 〈tactic〉;
rewrite Hre at 1; clear Hre).

なお，let Hre := fresh "H" inの部分は，一時的

におく仮定である x = 〈term〉にフレッシュな変数を
割り当てるために必要な記述である．

• タクティック 2 = 〈term〉 { 〈tactic〉 }

タクティック 1と同様である．

• タクティック 3 <= 〈term〉 { 〈tactic〉 }

現在のサブゴールΓ � x ≤ yを Γ � 〈term〉 ≤ yに書き

換える．ただし，その書き換えを行うため，x ≤ 〈term〉
をタクティック 〈tactic〉を用いて示し，それと ≤の推
移律から 〈term〉 ≤ y を導く．つまり，以下のスクリ

プトと同じである．

let Hre := fresh "H" in (

assert (x <= 〈term〉) as Hre by 〈tactic〉;
transitivity (〈term〉) ;

[ apply Hre | idtac ];

rewrite Hre; clear Hre).

• タクティック 4 = Right

reflexivityのいい換えである．

これらのタクティックは，いずれも Ltacを用いて容易

に実装することができる．というのも，Ltacには強力なパ

ターンマッチの機能が用意されており，現在のサブゴール

図 5 CoqIDE 上で図 4 を読み込んだときの対話の様子

Fig. 5 Progress of interactive proof in Fig. 4 on CoqIDE.

に現れる部分項を取得したり，その部分項を使って既存の

タクティックを動かすことができるからである．

再び図 4 のスクリプトを例にして，各タクティックの動

きについて説明する．このスクリプトを，CoqIDE上でタ

クティックごとに読み込んだ様子が図 5 である．

• Step 1は，Coq標準の introsタクティックを用いて

いるだけであるから問題ないだろう．

• Step 2では，サブゴールは何も変化していないが，実

際には assert (x = x) as H2 by reflexivity に

よって H2 : x = xなる項を型コンテキストに追加し，

rewrite H2 で書き換えを行ったあと，clear H2 で

H2を削除している．

• Step 3では，assert (x = y) as H2 by (exact H0)

によって H2 : x = yなる項を型コンテキストに追加

し，rewrite H2で書き換えを行ったあと，clear H2

で H2を削除している．

• Step 4では，assert (y <= z) as* H2 by (exact H1)

によって H2 : y <= zなる項を型コンテキストに追

加し，transitivity zによって，2つのサブゴール

“y <= z”と “z <= z”を得ている．前者は exact H0

によって証明を完了し，後者は idtacにより何もせず

そのままにしておいている．それゆえ，Step 4終了時

のゴールとしては，z <= zが残る．

• 最後に Step 5で，reflexivityを呼び出して，証明

c© 2018 Information Processing Society of Japan 5
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を終了している．

なお，こうした素朴な実装では，タクティック 1よりも

前にタクティック 2やタクティック 3が呼び出せてしまっ

たり，式変形中にタクティック 1が複数回呼び出せてしま

うという難点がある．もちろんそうしても正しい形式的証

明は得られるが，鎖状記法による証明として人間が読むに

は意味の分からないものになってしまう．それゆえ，ぜひ

ともこうした（スクリプトを人間が読むうえでは）意味の

分からないタクティックの適用順を排除する機序が欲しい．

実は，これは次節で述べる方法と同じ方法で実現できる．

3.2 右辺から左辺に至る記法への対応

前節では，左辺から右辺に至る方向（以下この変形の方

向を rightwardsという）への変形を記述するタクティック

について説明した．これとほぼ同様の手法で，右辺から左

辺に至る方向（以下この変形の方向を leftwardsという）へ

の変形を記述するためのタクティックを実装することがで

きる．具体的には，タクティック 1，タクティック 3，タ

クティック 4の代わりに以下の 3つのタクティックを実装

し，タクティック 2を左辺でなく右辺を書き換えるように

すればよい．

• タクティック 5 Right = 〈term〉 { 〈tactic〉 }

現在のサブゴールが Γ � x ≤ yのとき，y = 〈term〉を
〈tactic〉により示し，右辺 yを 〈term〉へ書き換える．

• タクティック 6 >= 〈term〉 { 〈tactic〉 }

現在のサブゴールが Γ � x ≤ y のとき，y ≤ 〈term〉
を 〈tactic〉により示し，≤の推移律を用いて右辺 yを

〈term〉へ書き換える．
• タクティック 7 = Left

reflexivityと同様．

ところが，問題となるのは rightwardsな変形と leftwards

な変形を同時にサポートしたい場合である．というのも，

タクティック 2を呼び出した時点での現在の変形の方向

が，leftwardsか rightwardsかどちらだったか覚えていな

いと，左辺と右辺のどちらを書き換えたら良いか分からな

くなるからである．

タクティックを正しい順序で呼び出している限り，right-

wardsな変形の最初はタクティック1で始まるし，leftwards

な変形の最初はタクティック 5で始まる．それゆえ，タク

ティック 1およびタクティック 5が呼び出された時点で，

変形の向きが rightwardsか leftwardsかを表すダミー項を

追加しておけば，書き換えの方向を覚えておくことができ

る．そのダミー項のための型として，2つのデータ型

Inductive state : Type :=

Rightwards : state

| Leftwards : state.

および

Inductive memo (cs : state) : Prop :=

s : memo cs.

を定義しておく．そのうえで，タクティック 1が呼び出さ

れたら，タクティック

pose ( memo Rightwards ).

を呼び出すようにすれば，型コンテクストに

P := memo Rightwards : Prop

という仮定が追加される．タクティック 5が呼び出された

場合も同様に memo Leftwardsなる項を型コンテキストに

追加する．そうしておけば，Ltacのゴールのパターンマッ

チを用いて，型コンテクストに memo Rightwards : Prop

があるか memo Leftwards : Propがあるか調べることで

現在の書き換えの向きが分かるわけである．それゆえ，タ

クティック 2を変形の向きに応じて書き換える向きを変え

たり，タクティック 3とタクティック 4を rightwardsな

書き換えのときにしか呼び出せないようにするといったこ

とが可能になる．

3.3 狭義の不等号

これまで，広義の不等号（すなわち，≤と ≥）における
鎖状記法について議論した．しかし，ゴールが L < Rの

ような狭義の不等号（すなわち，<と >）による不等式に

なっている場合について考えると，これまでのタクティッ

クだけでは対応できない．

ひとまず rightwardsな変形のみを考える．狭義の不等号

による不等式を鎖状記法により証明するために，以下の 2

点を拡張することが必要である．

( 1 ) タクティック 2を，< にも対応できるように拡張す

る．具体的には，タクティック 2 について，さらに

以下のルールを追加すればよい：現在のサブゴールが

Γ � x < y を Γ � 〈term〉 < y に書き換えるようにす

る．ただし，その書き換えを行うため，x < 〈term〉を
タクティック 〈tactic〉を用いて示し，それと <の推移

律から 〈term〉 < yをゴールにする．

( 2 ) 新たなタクティック

< 〈term〉 {〈tactic〉}
を実装する．このタクティックは，以下のような動作を

する：現在のサブゴール Γ � x < yを Γ � 〈term〉 ≤ y

に書き換えるようにする．ただし，その書き換えを行

うため，x < 〈term〉をタクティック 〈tactic〉を用いて
示し，それと，

x < 〈term〉 → 〈term〉 ≤ y → x < y (2)

が成り立つことから，〈term〉 ≤ yをゴールにする．

上の 2 点のうち 2 点目について，「現在のサブゴール

Γ � x < yを，（Γ � 〈term〉 < yではなく）Γ � 〈term〉 ≤ y
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にする」という点が重要である．つまり，このタクティッ

クが呼び出されたおかげで，ゴールに現れる不等号を<か

ら ≤へと変えるわけである．というのも，広義の不等号
は reflexivityが成り立たないので，<のままではタク

ティック 4（= Right.）で証明を終わることができないか

らである．幸いにして，式 (2)はつねに成り立つので，い

つでもこのような書き換えを行うことができる．

3.4 自明なタクティックの省略

図 4 のスクリプトの 5–6行目において，x = xを示すた

めのタクティックとして reflexivityタクティックを指

定しているが，この記述は冗長である．なぜならば，x = x

を示すために reflexivityを用いるのは当たり前だから

である．このように適用するタクティックが自明な場合に

は，{tactic}部を省略できるようにしたい．

そのためには，タクティック 1に加えて，新たに

• タクティック 1′ Left = 〈term〉
を実装すればよい．このタクティック 1′は，ほとんどタク

ティック 1と同様だが，x = 〈term〉の証明を 〈tactic〉で行
うのではなく，たとえば

(simpl;reflexivity) || easy || auto

で行うようにすればよい．これは，simpl;reflexivity，

easy，autoを順番に試すものである．これで自明なタク

ティックは省略できるようになる．

また，タクティック 1の 〈tactic〉の部分には，以下のパ
ターンもよく現れる．

• rewrite H

• assert t as H by 〈tactic〉;
rewrite H; clear H

これらについても，タクティック 1の実装の 〈tactic〉部分
を上記に置き換えた以下のようなタクティックを用意して

おくと便利である．

• タクティック 1′′ Left = 〈term〉{ by H }

• タクティック 1′′′

Left = 〈term〉{ because t by H }

タクティック 1のみならず，タクティック 2，タクティッ

ク 3，タクティック 6についても，同様に 〈tactic〉部を省
略したタクティックを作ることができる．

3.5 強力な自動証明タクティックとの併用

本論文で提案するライブラリは，強力な自動証明タク

ティックとあわせて使用することによって，変形の 1 ス

テップを人間が理解しやすい程度に大きなものにできるた

め，より分かりやすい証明を記述できるようになることが

期待される．具体的には，以下のようなタクティックと併

用すると良い．

omegaタクティック omegaタクティックは，加法のみ

からなる（したがって乗法を含まない）自然数上の

等式や不等式*2を自動証明するためのタクティックで

ある．

ringタクティック ringタクティックは，環（ring）や半

環（semiring）上の多項式の等式を自動的に証明する

タクティックである．Coqでの自然数型 natは半環で

あるため，自然数上の多項式についての等式は ring

タクティックを用いて自動的に証明できる．

3.6 アノテーション

1章で指摘したように，スクリプトの可読性を向上する

ために，現在のゴールや重要な変数の型等をスクリプト中

に明示しておくためのアノテーションが導入されるべきで

ある．そこで，以下の 2つのアノテーションを用意した．

• @ H : t

• @ goal : t

上は変数 H の型が tであることを表し，下は現在のサブ

ゴールが tであることを表す．このアノテーションも Ltac

による tactic notation として実装することができる．

具体的には，図 6 のようにすればよい．この実装では，パ

ターンマッチによってアノテーションの記述が現在のコン

テクストにあっているかどうかを検査し，あっていなけれ

ば適切なエラーメッセージを表示して失敗するようになっ

ている．

4. Generalized Rewritingの利用

本章では，Generalized Rewriting [11]を用いると，鎖状

記法を用いた証明記述がより直観的になる場合があること

を説明する．

4.1 問題提起

突然だが，図 7 のスクリプトは，

∀ x y : nat,
x ≤ y → S (S (S (x2))) ≤ S (S (S (y2)))

の証明である．しかし，12行目の (* ??? *)の部分が欠

けていて不完全である．この部分には，H : x ≤ y を仮定

として

S (S (S (x2))) ≤ S (S (S (y2))) (3)

を示すタクティックを記述することになるが，何を記述す

るのが良いだろうか？ もちろん，乗算を含む不等式なの

で omegaタクティックは使うことができない．

通常，式 (3) のような不等式を示すとき，多くの Coq

ユーザは，

*2 より厳密には，Presburger 算術の論理式として表せる範囲のも
のということになる．
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図 6 アノテーションの実装

Fig. 6 Implementation of annotations.

図 7 例題：∀ x y : nat, x ≤ y → S (S (S (x2))) ≤
S (S (S (y2))) を証明するスクリプト（ただし一部欠けて

いて不完全である）

Fig. 7 Example: a script of proving ∀ x y : nat, x ≤ y →
S (S (S (x2))) ≤ S (S (S (y2))) (Note that it is incom-

plete script, because of including a blank).

• ∀ x y : nat, x ≤ y → S x ≤ S y

• ∀ x y : nat, x ≤ y → x2 ≤ y2

のような命題の applyを繰り返して，仮定H : x ≤ yへと帰

結させるのではないだろうか．この方針で証明を書くとす

れば，仮に上の 2つの命題を S_monotoneと sq_monotone

として，(* ??? *)の部分に以下のようなタクティックを

書くことになる．

repeat apply S_monotone; apply sq_monotone

; exact H

しかし，これはまさに式 (3)の証明を構築するスクリプト

そのものであり，もとの鎖状記法の中にこのスクリプトを

書くのは不自然である．

直観的には，2乗 (−)2 も後者関数 S も ≤に関して単調
であるのだから，そのまま xを y に書き換えたい．実は，

そうした直観的な証明を Coq上で書く方法がある．端的

には generalized rewritingを用いればよいのだが，次節以

降でそれを詳しく説明する．

4.2 Generalized Rewriting

Coqの rewriteタクティックは，Coqのデフォルトの等

号 = が Leibniz equalityであることを利用して，t = sで

あるときゴールに現れる tを sに書き換えるものである．

実はこの rewriteタクティックは，Coq標準ライブラリに

ある Setoidモジュールを読み込むことで，等号のみなら

ず様々な二項関係へ一般化して使うことができる．様々な

二項関係といっても，同値関係へと一般化して使用するの

が普通であるが，実際には推移的な関係であれば同値関係

である必要はないし，本論文でも≤といった同値関係でな
い関係に拡張する．

Generalized Rewriting のアイデアについて，本論文に

関係する範囲で簡単に説明する．そのために，まずいくつ

か用語の定義をする．A，B を型とする．A上の 2項関係

Rおよび m : Aに対して，mが Rの morphismあるいは

proper elementであるとは，R m mが成り立つことであ

る．また，A上の 2項関係 Rおよび B上の 2項関係 R′に

対して，A → B 上の 2項関係 R ++→ R′ を以下のように

定義する：

λ (f g : A → B), ∀ (x y : A), R x y → R′ (f x) (g y).

特に，関数 f : A → Bが，A → B上の 2項関係R ++→ R′

の morphismであるとき，

∀ x y, R x y → R′ (f x) (f y)

が成り立つことに注意されたい．たとえば，後者 S は

≤ ++→ ≤の morphismである．なぜならば，

∀ (x y : nat), x ≤ y → S x ≤ S y

が成り立つからである．

Aを型とし，Rを推移的な二項関係とする．ひとたび関

数 f : A → Aが R ++→ Rの morphismだと示されると，

以下の 2つの推論ができるようになる：

Γ, R x y � R (f y) t

Γ, R x y � R (f x) t

Γ, R x y � R t (f x)
Γ, R x y � R t (f y)
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この推論が妥当であることは容易に示せる．重要な点は，

上の 2つの推論について，左の推論は R x yを理由にして

R (f y) tを R (f x) tに書き換えることができるといって

いると読めるし，右の推論はR x yを理由にしてR t (f x)

を R t (f y)に書き換えることができるといっていると読

めるという点である．これが Generalized Rewritingのア

イデアである．

上の規則について，分かりやすい例をあげておく．≤は推
移的な二項関係であるし，後者 Sは≤ ++→ ≤のmorphism

であったから，

Γ, x ≤ y � S y ≤ t

Γ, x ≤ y � S x ≤ t

Γ, x ≤ y � t ≤ S x

Γ, x ≤ y � t ≤ S y
(4)

なる書き換えが可能である．この書き換えの妥当性は直観

的に明らかだろう．

4.3 CoqにおけるGneralized Rewriting

Coqでは，標準ライブラリの Coq.Classes.Morphisms

上に，morphism（proper element）と ++→に対応する概
念として，それぞれ Proper型クラスと，++> 演算子が定

義されている．それゆえ，たとえば，後者 S が ≤ ++→ ≤
のmorphismであることを，Proper (le ++> le) Sのイ

ンスタンスをつくる形で宣言することができる*3．具体的

には，以下のスクリプトのようにして宣言できる．

Program Instance morphism_S_le :

Proper (le ++> le) S.

Next Obligation.

Proof.

simpl_relation.

Qed.

このインスタンスを作成した後では，rewriteタクティッ

クを用いて，式 (4)のような書き換えが可能になる．たと

えば，サブゴールが

x, y : nat

H : x <= y

============================

S (S (S x)) <= S (S (S y))

という状態で rewrite H を読み込むと，このサブゴー

ルは

x, y : nat

H : x <= y

============================

S (S (S y)) <= S (S (S y))

へと変化する．すなわち，xが yに書き換わっているので

ある．なお，この例から分かるように，morphismが複数

*3 ≤ は，Coq 上では関係 le として定義されている．

回適用されていても rewriteすることが可能である．

4.1 節の最初の質問に戻る．図 7 の (* ??? *) に当

てはまるタクティックは何がよいかという問題であっ

たが，以下の 2 つのインスタンスが作成されていれば，

“compute; rewrite H” と書くだけで済ませることがで

きる．

• Proper (le ++> le) S

• Proper (le ++> le) (fun x => x^2)

なお，compute タクティックはゴールをできるだけ簡約

するタクティックである．上のインスタンスにおける

(fun x => x^2)をゴール中の x^2にパターンマッチさせ

るために，computeタクティックを用いて簡約する必要が

ある．computeタクティックを用いなければならないのは

ユーザにとって冗長であるが，3.4節で述べたのと同様な

方法で，タクティックライブラリ側で適切な省略記法を定

義して隠蔽すれば，大した問題ではない．

4.4 提案タクティックライブラリでの利用

本論文で実装したタクティックライブラリには，自然数

上の不等式の証明でよく使うmorphismについて，あらか

じめインスタンスを作成している．それゆえ，1章で提示

した図 3 のスクリプトにおいて，18–19行目の変形および

20–22行目の変形を簡潔に記述することができている（な

お，該当箇所に現れている by· · · や because· · · by· · · に
ついては，3.4節を参照）．

5. 応用例：Ackermann関数の性質

本章では，情報科学において基本的な命題の証明を通し

て，本手法の有用性を検証する．具体的には，提案したタ

クティックライブラリを用いて Ackermann関数の性質を

いくつか示した．結果として，標準的な教科書（たとえば

文献 [12]）に現れる証明と似た記法で書くことができた．

5.1 Ackermann関数とその性質

Ackermann関数は，
⎧⎪⎨
⎪⎩

ack 0 y = S y

ack (S x) 0 = ack x 1

ack (S x) (S y) = ack x (ack (S x) y)

(5)

で定義される関数 ack : nat → nat → natのことであり，

計算可能であるが原始再帰的でない関数の例として有名で

ある*4．ack が原始再帰的でないことを示す方法はいくつ

かあるが，最も有名なものは，ack が任意の原始再帰的関

数よりも増加が早いことをいうものであり，そのなかでは，

*4 ここでいう「原始再帰的」な関数とは，1 階の（すなわち高階で
ない）関数 f : nat → nat であり，定数関数，後者関数，射影
関数から，1階の関数の関数合成および 1階の関数の原始再帰法
を繰り返し適用することによって得られるものを指す．厳密な定
義については，たとえば教科書 [12] を参照．
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補題として ack が満たす以下の等式や不等式を証明するこ

とになる．

補題 1 ∀ y : nat, ack 1 y = S (S y).

補題 2 ∀ x y : nat, S (S y) ≤ ack (S x) y

補題 3 ∀ x y : nat, y < ack x y

補題 4 ∀ x y : nat, ack x y < ack x (S y)

補題 5 ∀ x y : nat, ack x (S y) ≤ ack (S x) y

補題 6 ∀ x y : nat, ack x y < ack (S x) y

補題 7 ∀ c1 c2 : nat, ∃ c3 : nat , ∀ x : nat,

ack c1 (ack c2 x) ≤ ack c3 x

我々は，本論文で作成したタクティックライブラリで，有

用な命題について可読性の高い形式証明を書くことができ

ることを確かめるため，上にあげた 7つの等式・不等式の

証明を形式化した．以下では，その結果を述べる．

5.2 形式化

我々は，前節であげた 7つの等式・不等式の形式的証明

を記述するため，まずは以下のように Ackermann関数を

定義した．

Fixpoint ack (x y : nat) : nat :=

match x with

| 0 => S y

| S x’ => let fix ackx (y : nat) :=

match y with

| 0 => ack x’ 1

| S y’ => ack x’ (ackx y’)

end

in ackx y

end.

この定義には Fixpointコマンドを使っているが，このコマ

ンドには停止性の明らかな再帰関数しか定義できないとい

う制約がある*5．その制約により，この ackの定義は，式 (5)

で示した非形式的定義とは一見異なるものになっている．

しかし，この定義は，ackの定義中で，ackx = ack (S x’)

なる関数を局所的に定義して，現れる ack (S x’)を ackx

に置き換えただけで，実際には非形式的定義と同じもので

ある．実際，以下の 3つの補題が成り立つことが容易に示

せる．

• forall y, ack 0 y = S y

• forall x y, ack (S x) 0 = ack x 1

• forall x y,

ack (S x) (S y) = ack x (ack (S x) y)

この定義のうえで，先にあげた 7つの補題のうち，補題 1

および補題 2を示したスクリプトを，それぞれ図 8 およ

び図 9 に示す．

*5 具体的には，再帰呼び出しごとに引数が減少するような関数しか
定義できない．

図 8 ∀ y : nat, ack 1 y = S (S y) を証明するスクリプト

Fig. 8 A script for proving ∀ y : nat, ack 1 y = S (S y).

補題 2は，先にあげた 7つの不等式のなかで唯一，二重

帰納法を用いる証明であり最も複雑なものであると考えら

れるが，図 9 のスクリプトは，以下の点のおかげで，人間

が読んでも十分に理解可能なものになっている．

• 証明自体が宣言的な記法で書かれており，変形のス
テップを明確に理解することができる．また，アノ

テーションによって重要な変数とその型（今回の例で

あれば帰納法の仮定）が明示されており，どういう仮

定を用いたのかきわめて理解しやすいものになって

いる．

• アノテーションによって，帰納法のゴールごとにサブ
ゴールを明示しており，人間が証明を理解する助けに

なっている．

また，図 9 のスクリプトについて，次の点を指摘して

おきたい．この証明において，y についての帰納法の in-

duction step（21行目から 33行目）では，右辺から左辺

に至る方向（leftwards）の式変形により証明が進められて

いるが，このことが証明全体を分かりやすいものにしてい

ると考えられる．というのも，leftwardsな変形にしたこ

とにより，最初の変形（28行目から 29行目）が，ack の

定義を用いた書き換えというごく自然なものになってい

るからである．もし反対に rightwardsな変形で証明を書

こうとしたら，最初の変形は 32 行目から 31 行目を導く

（S (S (S y)) ≤ S (S (S (S y)))）という非常に「思いつ

きにくい」変形から始めなくてはならない．このように，

leftwardsな書き換えと rightwardsな書き換えの両方をサ

ポートすることは，証明の記述や理解という点において本

質的なサポートとなることがある．

ここでは誌面の都合で不等式（補題 2）のみスクリプト

を乗せたが，7つのすべての等式・不等式において，こう
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図 9 ∀ x y : nat, S (S y) ≤ ack (S x) y を証明するスクリプト

Fig. 9 A script for proving ∀ x y : nat, S (S y) ≤ ack (S x) y.

した可読性に優れたスクリプトを得ることができた．

6. おわりに

本章では，本論文のまとめと，今後の課題について述

べる．

6.1 まとめ

本論文では，Coq上で自然数上の不等式を形式的に証明

する際に，数学の教科書に現れるような記法で Coqスクリ

プト記述するための手法を提案した．具体的には，等式や

不等式の変形をそのステップごとに変形の結果と変形がで

きる理由を明記しながら鎖状に記す記法や，重要な項や現

在のサブゴールをアノテーションとしてスクリプト中に記

す記法が，タクティックとして実現できることを示し，実

際に Ltacを用いて容易に実装できることを提示した．こ

れにより，ユーザはタクティックライブラリを読み込むだ

けで，不等式変形を「鎖状」に記述することができるように

なることを示した．さらに，本論文で提案するタクティッ

クライブラリを用いて，Ackermann関数の諸性質という情

報科学において基本的な命題の証明を，スクリプトとして

の可読性の高い形で記述することができることを示した．

6.2 今後の課題

今後の課題として，以下の 4点をあげておく．

• 本論文では自然数 nat上の不等式に限定して議論し

たが，本論文で述べた手法の大部分は，そのまま他の

型上の不等式にも拡張可能であると考えられる．しか

し，自然数以外の型上の等式や不等式では，omegaタ

クティックや ringタクティックといった強力な自動

証明タクティックが動かないこともある．その場合，

証明が複雑になってしまいスクリプトの記述性および

可読性を下げる可能性が高い．それゆえ，自然数以外

の型でも非形式的証明と同じような感覚で有用な命

題を示せるようにするためには，その対象となる型ご

とに特有の知見が必要になってくると考えられる．特

に，実数上の不等式は応用上重要であるにもかかわら

ず，様々な演算が入り組んだ複雑な式が現れるため難

しい．このような，自然数以外の型への対応は重要な

今後の課題である．

• 本論文では，現在のサブゴールや重要な変数の型をメ
モするためのアノテーションを提案した．しかし，こ

のアノテーションは，たとえば CoqIDEを用いてスク

リプトを対話的に構築するといった場面では，単に冗

長なだけのものである．というのも，現在のサブゴー

ルや重要な変数の型は Goal windowに表示されてい

るのだから，わざわざスクリプト上に入力する必要が

ない．こうした無駄な入力を省略するために，IDEに

よる自動補完を充実させることが重要である．こうし

た IDE上の補完機能の設計は今後の課題である．

• 本論文で提案する記法によって，不等式の証明は，「自
明な不等式に還元する」方針と「左辺から右辺を導く

（あるいは右辺から左辺を導く）」という 2つの方針が

並立することになった．形式的証明において，これら

2つの方針の使い分けの明確な指針があるわけではな

い．そうした指針の模索は今後の課題である．

• 本論文では，不等式変形の記法を Coq上に実装する方

法を提案した．この成果が，Agda等の Coq以外の定

理証明支援系にも適用可能かどうかを調べるのも，今

後の課題である．
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