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Chebyshev基底通信削減CG法のマルチコア・メニーコア
計算環境における性能評価

大島 聡史1,a) 藤井 昭宏2 田中 輝雄2 深谷 猛3 須田 礼仁4

概要：大規模並列計算環境における共役勾配法 (Conjugate Gradient Method、以下 CG 法) は集団通信

(MPI Allreduce)の通信性能が性能ボトルネックとなることが指摘されている。この問題を解決するため、

計算順序を変更して集団通信回数を削減する手法や、非同期通信を活用する手法など、いくつかの先進的

な通信削減 CG法が提案されている。我々は Chebyshev基底通信削減 CG法に着目し、「京」コンピュー

タなどいくつかの計算機環境にて性能評価を行ってきた。本稿では、最新のマルチコア CPUやメニーコ

アプロセッサを搭載したスーパーコンピュータシステムを対象計算機として複数の Chebyshev基底通信削

減 CG法の性能を測定し、計算機環境の性能と得られた性能との関係について考察する。

1. はじめに

大規模な問題や複雑な問題を解くために、より高速な計

算機環境が必要とされている。一方でムーアの法則による

半導体集積度の向上が限界を迎えプロセッサ単体の性能向

上が難しくなっている今日、高い性能を持つ計算機環境を

構築するためには多数のプロセッサによる大規模分散並列

処理が必要である。しかし多数のノードによる集団通信は

長い時間を必要とすることがあり、大規模な計算を行う上

での性能向上阻害要因となる可能性がある。ネットワーク

ハードウェアの性能向上によりこれを解決することは、技

術的な問題やコスト的な問題で容易ではなく、また物理的

な限界も存在する。そのため、通信回数を削減するなど、

計算アルゴリズム側での解決も重要となっている。

一方、多くのアプリケーションにおいて連立一次方程式

Ax = bを解くことが必要とされており、正定値対称な行

列を係数に持つ場合には反復解法である CG法が広く用い

られている。CG法は 1反復中に 1回の疎行列ベクトル積

(SpMV)と 3回のベクトル加算 (axpy)および 2回の内積計

算を必要とするアルゴリズムである。CG法で用いる係数

行列をブロック行分割で分散環境向けに並列化すると、ベ

クトルを各プロセスに分散して保持することとなる。その

ため内積計算のたびにノード間でデータを集約・交換する

必要があり、1反復あたり 2回の集団通信 (MPI Allreduce)
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が必要となる。また、SpMV計算のたびに、他のプロセス

との 1対 1通信によるベクトルデータの交換も必要であ

る。使用するノード数 (MPIプロセス数)が増えると、1対

1通信の時間は大きく増加しない一方、集団通信の時間は

大きく増加し性能ボトルネックとなりやすい。

そこで、CG法の通信時間を削減する様々な手法が提案

されてきた。我々は過去の研究においてそれらの幾つかを

実装し、また新しい通信削減CG法アルゴリズムを提案し、

「京」コンピュータや FX10スーパーコンピュータシステム

において性能評価を実施してきた [1], [2]。本稿では、我々

がこれまで利用してきた計算機環境よりも新しい世代のマ

ルチコア CPU環境およびメニーコアプロセッサ環境を実

験環境として通信削減 CG法の性能評価を行い、演算と通

信の性能バランスの異なる環境における性能を評価する。

以下、2章ではこれまでに提案されてきた通信削減 CG

法についてまとめる。3章では対象問題と実験環境につい

てまとめ、4章では性能評価結果を示し考察を行う。5章

はまとめの章とする。

2. 通信削減CG法

CG法は対称正定値行列を係数とする連立一次方程式を

解くための反復法アルゴリズムである。多くの計算科学ア

プリケーションの主要な計算部分として用いられており、

大規模化・収束性改善・実行時間の短縮への要求は極めて

大きい。

CG 法には 1 反復あたり 2 回の MPI Allreduce を伴う

内積計算が含まれる (Algorithm 1, 4行目および 8行目)。

MPI Allreduceは大規模な計算 (多数の計算ノードを用い
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Algorithm 1 CG法のアルゴリズム
1: r0 := b−Ax0

2: p0 := r0

3: for i = 0, 1, 2, · · · until convergence do

4: Compute pT
i Api

5: αi := rT
i ri/pT

i Api

6: xi+1 := xi + αipi

7: ri+1 := ri − αiApi

8: Compute rT
i+1ri+1

9: βi := rT
i+1ri+1/rT

i ri

10: pi+1 := ri+1 + βipi

11: end for

た計算)を行う際には長い時間を要する重たい処理となる

ため、回数の削減や、計算とのオーバーラップによる必要

時間短縮のための取り組みが多数行われてきた。これらの

手法は通信時間をどのように削減するかによって色々な呼

称があるが、本稿ではまとめて「通信削減 CG法」と呼ぶ

ことにする。

Chronopoulosらは、CG法の計算順序を変えることで 2

回の内積計算に必要なMPI AllReduceを 1回にまとめて

行うCG法 (以降、C-CG法)を提案した [3](Algorithm 2)。

さらに Ghysels らは C-CG 法をもとに非同期集団通信向

けの Pipelined CG法を提案した [4]。また Chronopoulos

らは CG 法 s 反復分の計算を 1 反復にまとめて計算を

行い MPI Allreduce を CG 法の 1/s 回にする s-step CG

法も C-CG 法と同時に提案しており、本谷らも同様に

MPI Allreduceを 1/k回にする k段飛ばし CG法 [5]を提

案している。しかし、これらの手法は束ねる反復回数 (sま

たは kの値)を大きくすると収束性の低下や発散が生じる

といった不安定さが報告されている。

一方 Hoemmenは、Krylov部分空間を多項式基底でま

とめて生成する Communication-avoiding CG法 (CA-CG

法)を提案している [6]。また須田らは、CA-CG法の一種と

して、Chebyshev多項式を基底として Krylov部分空間を

まとめて生成する Chebyshev基底共役勾配法 (CBCG法)

を提案している [7] (Algorithm 3, 2行目と 9行目に対応す

る Krylov部分空間は Algorithm 4)。CA-CG法と CBCG

法については CG法と同程度の反復回数で収束するといっ

た数値的安定性が報告されている。

さらに、通信削減 CG 法に現れる (Ar,A2r, ..., Akr) の

計算に必要な通信回数を削減する Matrix Powers kernel

(MPK)が Demmelらにより提案されている [8]。MPKの

適用には通信回数の削減というメリットがある一方で、プ

ロセス間での重複計算を追加で行わねばならないというデ

メリットもある。MPKは CBCG法や CA-CG法に対して

適用が可能である。熊谷らは、「京」コンピュータおよび

FX10スーパーコンピュータシステムにおいて FlatMPI並

列での CBCG法が高並列時に CG法よりも高速になるこ

とを明らかにした。さらに、CBCG法に対して 1反復あ

Algorithm 2 C-CG法のアルゴリズム
1: r0 := b−Ax0

2: α0 := rT
0 r0/rT

0 Ar0

3: β−1 := 0

4: for i = 0, 1, 2, · · · until convergence do

5: pi := ri + βi−1pi−1

6: Api; = Ari + βi−1Api−1

7: xi+1 := xi + αipi

8: ri+1 := ri + αiApi

9: Compute rT
i+1ri+1, rT

i+1Ari+1

10: βi := rT
i+1ri+1/rT

i+1ri+1

11: αi+1 := rT
i+1ri+1/(rT

i+1Ari+1 − βirT
i ri/αi)

12: end for

Algorithm 3 CBCG法のアルゴリズム
1: r0 := b−Ax0

2: S0 := (T0(A)r0, T1(A)r0, · · · , Tk−1(A)r0)

3: Q0 := S0

4: for i = 0, 1, 2, · · · until convergence do

5: Compute QT
i AQi, QT

i rik

6: ai := (QT
i AQi)−1QT

i rik

7: x(i+1)k := xik +Qiai

8: r(i+1)k := rik −AQiai

9: Si+1 := (T0(A)r(i+1)k), T1(A)r(i+1)k, · · · , Tk−1(A)r(i+1)k)

10: Compute QT
i ASi+1

11: Bi := (QT
i AQi)−1QT

i ASi+1

12: Qi+1 := Si+1 −QiBi

13: end for

Algorithm 4 Chebyshev多項式を基底とした Krylov部

分空間の生成方法
1: η := 2/(λmax − λmin)

2: ζ := (λmax + λmin)/(λmax − λmin)

3: s0 := rik

4: s1 := ηAs0 − ζs0

5: for j = 2 to k do

6: sj := 2ηAsj−1 − 2ηsj−1 − sj−2

7: end for

8: Si := (s0, s1, · · · , sk−1)

9: ASi := (As0, As1, · · · , Ask−1)

Algorithm 5 CBCGR法のアルゴリズム
1: r0 := b−Ax0

2: S0 := (T0(A)r0, T1(A)r0, · · · , Tk−1(A)r0)

3: a0 := (ST
0 AS0)−1ST

0 r0

4: B0 := 0

5: for i = 0, 1, 2, · · · until convergence do

6: Qi := Si −Qi−1Bi−1

7: AQi := ASi +AQi−1Bi−1

8: x(i+1)k := xik +Qiai

9: r(i+1)k := rik −AQiai

10: Si+1 := (T0(A)r(i+1)k), T1(A)r(i+1)k, · · · , Tk−1(A)r(i+1)k)

11: Compute ST
i+1ASi+1, QT

i ASi+1, ST
i+1r(i+1)k, Q

T
i r(i+1)k

12: Bi+1 := (QT
i AQi)−1QT

i ASi+1

13: QT
i+1AQi+1 := ST

i+1ASi+1 − ST
i+1AQiBi+1

14: QT
i+1r(i+1)k := ST

i+1r(i+1)k −BT
i+1Q

T
i r(i+1)k

15: ai+1 := (QT
i+1AQi+1)−1QT

i+1r(i+1)k

16: end for
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たり 2回のMPI Allreduceを 1回に削減する CBCGR法

(Algorithm 5)を提案している。そのうえで、CBCGR法

にMPKを適用し FX10スーパーコンピュータシステムに

て性能評価を行い、2次元 Poisson方程式に由来する問題で

は性能向上が得られるケースがあった一方、3次元 Poisson

方程式に由来する問題では重複計算の影響が大きく性能向

上を得られなかったという結果を報告している [1], [2]。

一方CarsonもHopperシステムにおいて、FlatMPI並列

での Newton多項式を基底とする CA-CG法が高並列時に

CG法よりも高速となることを報告している [9]。Idomura

らは、実際のアプリケーションで現れる問題に関して、

CACG法の性能を評価している [10]。また、非対称行列向

けの通信削減型反復法である CA-GMRESの評価について

も報告が行われている [11]。

以上のように、通信削減 CG法には様々な種類が存在す

るが、基本的には、多ノード実行時に実行時間が大きくな

るMPI Allreduceの回数を減らし、その分を追加の計算や

通信 1 回あたりの量の増加によって肩代わりするもので

ある。そのため対象問題や実行する計算機システムの性能

(通信のレイテンシと計算性能のバランス) により効果の度

合いが大きく変わる可能性がある。本稿では、最近の世代

の 3つのスーパーコンピュータシステムを用いて、いくつ

かの通信削減 CG法の性能を測定し評価を行う。

3. 問題設定

3.1 実験環境

本稿では表 3.1に示すスーパーコンピュータシステムを

用いて性能評価を行う。

マルチコア CPU 環境として、名古屋大学情報基盤セ

ンターに設置されている FX100 スーパーコンピュータ

システム (以下 FX100)[12] および九州大学情報基盤研究

開発センターに設置されている ITOスーパーコンピュー

タシステム (バックエンドサブシステム A)(以下 ITO)[14]

を用いる。FX100 ではコンパイラとして富士通コンパ

イラ (Fujitsu C/C++ Compiler Driver Version 2.0.0 P-

id: T01815-01 (Dec 1 2017 16:57:22))、MPI として富士

通 MPI(FUJITSU MPI Library 2.0.0) を用いる。主なコ

ンパイラオプションは-Kfast,openmp である。1 ノード

に対して常に 1MPI プロセスを割り当て、1MPI プロ

セスあたり 32 スレッドによる OpenMP 並列処理を行

う。ITO ではコンパイラとして Intel コンパイラ 2018

(icc 18.0.0)、MPI として MVAPICH2 2.2 を用いる。主

なコンパイラオプションは-O3 -qopenmp -no-prec-div

-fp-model fast=2 -xCORE-AVX512 である。1 ノードに

対して常に 1MPIプロセスを割り当て、1MPIプロセスあ

たり 1ソケット 18スレッド (NICが接続されている CPU

ソケットのみ使用)による OpenMP並列処理を行う。

メニーコアプロセッサ環境として、JCAHPCに設置されて

いる Oakforest-PACS(以下 OFP, 東大情報基盤センター側

の制度で利用)[13]を用いる。コンパイラとして Intelコンパ

イラ 2018 Update 1 (icc 18.0.1)、MPIとして Intel MPI Li-

brary 2018 Update 1を用いる。主なコンパイラオプション

は-O3 -qopenmp -xMIC-AVX512 である。MPI Allreduce

の性能向上を狙って実行時に I MPI FABRICS=tmi:tmiを

指定しているが、この指定の有無による性能差について

は未調査であり今後調査を行う予定である。1ノードに対

して常に 1MPIプロセスを割り当て、1MPIプロセスあた

り 64 スレッドによる OpenMP 並列処理を行う。メモリ

モードは Flatモード、MCDRAMのみを使用している。ク

ラスタリングモードは Quadrantモードである。(OFPは

Quadrantモードのみ提供している。)

いずれの環境においても、今回は 16ノードおよび 128

ノードの 2つの並列度にて性能を測定し分析・評価する。

これらの結果を用いて、将来的には千ノード規模以上での

性能評価を目指す。

3.2 対象とする計算手法

本稿では以下の計算手法について性能を測定・比較する。

各手法の具体的なアルゴリズム等の説明については、前章

および前章にて提示しているそれぞれの文献を参照され

たい。

( 1 ) 通常の CG法

( 2 ) C-CG法 (1反復あたりのMPI Allreduceを 2回から

1回に削減した CG法)

( 3 ) CBCG法 (Chebyshev基底 CG法、Krylov部分空間

を 1反復ごとに k次元ずつ拡大しながら近似解を目指

す手法)

( 4 ) CBCGR 法 (CBCG 法における k 反復あたり 2 回の

MPI Allreduceを 1回に削減した手法)

( 5 ) CBCGR-MPK 法 (CBCGR 法に MPK を導入した

手法)

いずれもプログラムは C言語で記述されており、OpenMP

とMPIによりハイブリッド並列化されている。

計算対象となる行列については、不均質な多孔質媒体中

の地下水の流れを Poisson方程式によって解く問題 [16]か

ら得られる行列を用いる。領域は 128x128x128、未知数の

数は 2,097,152である。16ノード実行時には 4x2x2に分割

(32x64x64の領域ごとに分割)し、128ノード実行時には

8x4x4に分割 (16x32x32の領域ごとに分割)する。収束条

件は相対残差が 10−12 未満となることとした。前処理には

対角スケーリングを用いている。CBCG法で必要となる最

大・最小固有値はべき情報で推定した値と 0を設定してい

る。各種の時間計測には omp get wtime関数を用いた。

3.3 MPI性能の確認

性能評価の際の参照情報として、各実験環境における
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表 1 実験環境

プロセッサ Fujitsu SPARC64XIfx Intel Xeon Gold 6154 Intel Xeon Phi 7150

搭載システム名 FX100 ITO サブシステム A Oakforest-PACS (OFP)

ノードあたりソケット数 1 2 1

動作周波数 2.2 GHz 3.0 GHz - 3.7 GHz 1.4 GHz - 1.6 GHz

1 ソケットあたりコア数 32 + 2 † 18 68 ‡

1 ソケットあたり HPL 性能 約 1.0 TF 約 1.1 TF 約 1.6 TF

メモリ種別と 1 ソケットあたり容量 HMC 32 GB DDR4 96 GB MCDRAM 16 GB

1 ソケットあたり STREAM Triad 性能 105 GB/s 95 GB/s 495 GB/s

ノード間接続 Fujitsu Tofu2 Mellanox InfiniBand EDR Intel Omni-Path

100 Gbps 100 Gbps 100 Gbps

6 次元メッシュ/トーラス Fll Bisection BW Fat Tree Full Bisection BW Fat Tree

† 「+ 2」コアは通信補助用コアであり計算には使わない
‡ 性能評価時には 64 コアのみを使用

MPI性能を確認する。各ノード数における 1対 1通信およ

びMPI Allreduce集団通信の性能の差を確認するのが目的

であるため、測定項目はOSU Micro-Benchmarks 5.4.2 (以

下 OSU)の osu allreduceと、Intel MPI Benchmarks (以

下 IMB)[15]の sendrecvと allreduceとする。sendrecvは

MPI Sendrecv関数による 1対 1通信の性能を測定するベ

ンチマークであり、CG法における近接領域とのデータ交

換を想定している。ただし、今回用いた実際のコードで

は persistent通信を用いた 1対 1通信が記述されており、

sendrecvベンチマークとは挙動が異なる可能性もある。よ

り実際のコードに近いベンチマークとの比較については

今後の課題とする。OSUの osu allreduceおよび IMBの

allreduceは MPI Allreduce関数による集団通信の性能を

測定するベンチマークであり、CG 法における内積計算

のためのデータ集約・交換に対応する。通信削減 CG 法

におけるMPI Allreduceで重要なのはレイテンシのため、

osu allreduceの値を主に確認し、バンド幅を測定する IMB

の allreduceは参考値とする。

図 1から図 3には osu allreduceの結果、図 4から図 6

には allreduceの結果、図 7から図 9には sendrecvの結果

を示す。いずれも横軸はプロセス数 (=ノード数)、縦軸は

実行時間である。*1

CG法およびC-CG法の実装にて行われる allreduceは単

純な内積計算のみであり、double型変数 1要素に対する通信

のみが用いられる。一方 CBCG/CBCGR/CBCGR-MPK

法における allreduceは拡大幅 kに対して k × k 要素分程

度 (k=20の際に 20×20×8byte×2組 +α=6KB強)の通信

を要する。ただし、通信削減 CG 法にて特に重要なのは

MPI Allreduceのレイテンシが削減されることとされてい

る。そこで、allreduceの結果は、幾つかの結果をグラフに

示した。

*1 ITOと FX100ではスケジュールの都合上、一部のデータの収集
ができなかったため、測定できた範囲のみ掲載する。

osu allreduceの結果 (レイテンシ)は、測定された結果

のうち 4Byteから 16KByteまでを適宜間引いて折れ線グ

ラフに示している。いずれの実験環境についても allreduce

のレイテンシはプロセス数や転送サイズが増えるに従って

増加しているが、その度合いには環境差がある。ITOと

FX100は 32プロセスまでしか測定できなかったが、この

範囲で比較する限り、最も高速なのは ITO、最も低速なの

は OFPである。OFPは最も低速ではあるが、少なくとも

256プロセスまでは急激に時間が増加することはないよう

である。

IMBの allreduceの結果は、折れ線グラフがベンチマー

ク結果の avg、誤差バーの上下端がそれぞれベンチマーク

結果の maxと minに対応している。この結果からも、や

はり ITO, FX100, OFPの順に実行時間が短いことがわか

る。0byte以外の allreduceの実行時間はプロセス数に比例

に近い形で増加し、概ね 32ノード程度以上のノード数で

は実行時間のばらつきも目立つことが確認できる。

一方 sendrecvについては、各 CG法の実装にて行われ

る 1対 1通信のサイズに幅があることから、1Byte, 16KB,

64KB, 128KB, 256KBの 5種類のサイズについて、allre-

duce 同様に avg スコアを中心に max と min を誤差バー

として示している。sendrecv については、同一の通信サ

イズであればプロセス数の影響は小さいことが確認でき

る。当然であるが通信サイズが大きくなればそれだけ通信

時間も必要である。sendrecvと allreduceは同じ容量でも

実行時間には大きな差があり、例えば OFP と FX100 の

128プロセスに注目すると、64KBの allreduceと 8Byteの

allreduceが同程度の時間を要する。

4. 性能評価

4.1 全体実行時間の比較

各実験環境における、MPIプロセス数 (=ノード数)16と

128の 2つの実行条件における実行時間を比較する。
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図 1 FX100 の osu allreduce 実行時間 図 2 ITO の osu allreduce 実行時間 図 3 OFP の osu allreduce 実行時間

図 4 FX100 の IMB allreduce 実行時間 図 5 ITO の IMB allreduce 実行時間 図 6 OFP の IMB allreduce 実行時間

図 7 FX100 の sendrecv 実行時間 図 8 ITO の sendrecv 実行時間 図 9 OFP の sendrecv 実行時間

はじめに、疎行列反復法ソルバー全体の実行時間を比較

する。図 11に FX100の実行時間 (上段に 16ノード、下段

に 128ノード、以下同様)、図 12に ITOの実行時間、図 13

に OFPの実行時間をそれぞれ示す。いずれも縦軸は疎行

列反復法ソルバー全体の実行時間、横軸には測定に用いた

手法をとっている。CBCG/CBCGR/CBCGR-MPK法に

付記された数値は次元の拡大幅 kに対応する。実行時間の

ばらつきについても確認するため、いずれも何回か実行し

たうちの 3回分の実行時間をグラフに示している。実行時

間はいずれも全プロセスのなかでもっとも時間がかかった

プロセスの時間を採用しているが、ソルバー全体で見た場

合には MPI Allreduce がバリアの役割を果たすことなど

からプロセス間の時間差は軽微であった。また収束までの

反復回数については、並列計算の順序による誤差が生じる

ため全計算機環境・全試行において完全に一致するわけで

はないが、使用する計算機やノード数の影響はほとんどな

く、手法によって大きく変化する。OFPにおける全手法

の収束回数を図 10に示す。ソルバーの反復回数自体は k

が増加するに従って減少するが、ソルバーの反復回数に k

を乗じた値 (CG法と C-CG法では kを 1とみなす)を比

べるとほぼ一定となっている。CBCG/CBCGR/CBCGR-

MPK法では元の CG法における k回の反復における k回

のMPI Allreduceを 1回に減らすとともにソルバーの反復

図 10 ソルバーの収束までの反復回数の比較

回数も k分の 1に減らしているが、ソルバーの反復回数×k

がほぼ一定ということは、計算順序や通信回数を変えても

反復法ソルバーとしての収束にはほぼ影響がないことを示

していると言える。

まず全体的な傾向としては、CBCGR-MPKの kの値が

大きい際に実行時間が大きく増加しやすいことがわかる。

この傾向は FX100の 16ノード及び 128ノード、ITOの 16

ノード、OFPの 16ノードで顕著である。OFPの 16ノー

ドについては CBCGおよび CBCGRについても同様に k

の値が大きい際に実行時間が長い。また、実行回毎に異な

るポイントで実行時間の低下が発生している。このような

実行時間の低下は何らかのランダムな処理を含んでいたり
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システム側のプロセスの割り込みなどで生じることがある

が一概には説明し難い問題であり、現時点では原因は明ら

かになっていない。各実験環境における最速ケースとその

実行時間は表 2の通りである。全体的な傾向としては、16

ノードでは CG法や C-CG法が高速であるのに対して 128

ノードでは CBCGR法が高速となっており、また計算機間

の性能差については、ITOが最速で OFPが最遅という結

果となっている。

表 2 最速ケース
16 ノード 128 ノード

FX100 CG 法 2.50e-1 秒 CBCGR 法 (16) 8.59e-2 秒

ITO C-CG 法 8.99e-2 秒 CBCGR 法 (4) 5.63e-2 秒

OFP C-CG 法 3.06e-1 秒 CBCGR 法 (14) 1.24e-1 秒

4.2 実行時間内訳の調査

つづいて、実行時間の内訳についてさらに詳細に調査を

行う。従来の研究から、各手法において長い実行時間を占

める処理や多ノードでの実行時に影響が大きな処理はおお

よそ明らかになっている。そこで、全体の実行時間および

それらの主要な処理の時間を測定し、内訳を確認する。主要

な処理としては、疎行列ベクトル積 SpMV(CBCGR-MPK

法では他の手法と傾向が異なることがわかっていたため、

SpMV MPK として区別した)、BLAS 関数呼び出しで

あるGEMMおよびGELS、内積処理に必要な集団通信

MPI Allreduce、SpMV計算の際に近接ノードと 1対 1通

信をするための通信時間 SpMV COMM(SpMV関連の

通信)およびMPK COMM(SpMV MPK関連の通信)を

とりあげ、それぞれ該当する計算や通信を omp get wtime

関数で囲んで差を確認するという方法で時間を測定した。

疎行列反復法ソルバー全体の実行時間から上記の和を減じ

た残りは etc.とした。測定対象は 0番プロセスとしてお

り、試行ごとやプロセス間の実行時間にある程度のばらつ

きがあることから、上記の全体実行時間とは差が生じてい

る部分がある点には注意されたい。

図 14に FX100の実行時間内訳 (上段に 16ノード、下

段に 128ノード、以下同様)、図 15に ITOの実行時間内

訳、図 16に OFPの実行時間内訳をそれぞれ示す。

全体的な傾向を確認すると、3つの実行環境ともに共通

して、CG法, C-CG法, CBCG法, CBCGR法の 4つは 16

ノード実行では特に SpMVとGEMMといった計算に由来

する時間の占める割合が大きいのに対して、128ノード実

行では MPI Allreduce や SpMV COMM といった通信に

由来する時間の占める割合が長いことがわかる。これは 16

ノード実行では各ノードの担当領域の大きさがある程度大

きいために計算時間の割合が多いのに対して、128ノード実

行では担当領域の大きさが十分小さくなったために計算時

間は目立たなくなり、代わりに通信時間が目立ってきたと

考えると納得できる結果である。CBCGR-MPK法につい

ては、16ノード実行と 128ノード実行ともに SpMV MPK

が一定の大きな割合を占め、それに加えて 16ノード実行

では GEMM、128ノード実行ではMPI Allreduceなどの

時間が目立つ結果となっている。さらに、ITOと OFP(特

に ITO)の 128ノード実行についてはMPI Allreduceの時

間が乱高下しているようにも見える。

ここで、計算手法によって反復法ソルバー全体の反復

回数が異なる (CBCG/CBCGR/CBCGR-MPK 法では元

の CG法に対して 1/k回程度となる)ことを考慮し、元の

CG法における 1反復相当あたりの実行時間、すなわち、

全体の実行時間を反復法の反復回数で除算したうえでさら

に kによって除算した時間を比較することにする。図 14、

図 15、図 16をそれぞれ上記のとおり計算し、軸と軸ラベ

ルを整理して横に並べて視覚的に比較しやすくしたものを

図 17に示す。さらに、縦軸の範囲を統一して実行環境の

違いによる性能差を分かりやすくしたものを図 18、図 18

から通信に関する部分だけを抽出したものを図 19に示す。

図 17を用いて元のCG法における 1反復相当の時間を比

較すると、16ノード実行のグラフは SpMVや SpMV MPK、

GEMM といった計算に由来する割合が目立つのに対し

て、128 ノード実行ではそれらの占める割合が減少し、

MPI Allreduceや SpMV COMMおよびMPK COMMと

いった通信に由来する割合が大きくなることがあらためて

確認できる。また、従来研究で既に示されているように、

CBCGR-MPK法における SpMV MPKの割合は kの値が

大きな場合を中心に常にかなりの割合を占めており、MPK

による重複計算の影響が大きいことが再確認された。

一方、MPI Allreduceの時間についてみてみると、CBCG

法および CBCGR法と、CBCGR-MPK法では状況が大き

く異なっている。CBCG法および CBCGR法については、

kの値を増やすに従って 1反復あたりの所要時間が明確に

減少している。16ノードと 128ノードを比べても、kの値

がある程度大きい場合のMPI Allreduceの所要時間には大

きな差がなく、担当領域サイズの減少に伴って 1対 1通信

の時間も減少していることもあり、通信時間全体で比較し

ても 128ノードの方が 16ノードより短いという期待通り

の結果が得られている。

ところが、CBCGR-MPK 法については期待したよう

な結果が得られておらず、k の値が増加するとむしろ

MPI Allreduce の要する時間が延びているように見える

という結果となった。さらに分析を行ったところ、これは

負荷の不均衡と測定方法の組み合わせによる問題である

ことがわかった。すなわち、MPI Allreduce関数の前後の

時刻を見て実行時間を確認した場合、MPI Allreduce関数

への到達が早いプロセスは他のプロセスの到着を待つ時

間も測定対象に入ってしまうため、測定結果として見え

る MPI Allreduce の時間が不当に長くなってしまう。そ
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図 11 FX100 の実行時間 図 12 ITO の実行時間 図 13 OFP の実行時間

図 14 FX100 の実行時間内訳 図 15 ITO の実行時間内訳 図 16 OFP の実行時間内訳

こで、MPI Allreduceの前にMPI Barrierを挿入し、バリ

ア同期後からMPI Allreduce終了後までの時間を OFPに

て測定し直したところ、図 20に示すように CBCG法や

CBCGR法と同様の傾向が見られるようになった。

最後に、各計算環境の演算性能や通信性能と本性能評価

にて得られた性能とを照らし合わせて考察を行う。今回用

いた 3つの計算機環境は、いずれも理論上のノード間通信

性能が 100Gbpsに揃っている。プロセッサあたりの演算

性能とメモリ転送性能については、FX100と ITOが HPL

性能・STREAM Triad性能ともにほぼ同程度、OFPは他

の 2 機種よりも大きく突出している。しかし実際の実行

時間を見ると、全手法のうちで最も実行時間が短かった

ケースの実行時間が短い順に、ITO, FX100, OFPとなっ

た。CBCG/CBCGR/CBCGR-MPK法の効果の程につい

ては、いずれも 16ノード小規模実行では効果が発揮され

ず元の CG法や C-CG法の方が高速であったが、128ノー

ド実行では最適な kこそ環境により異なるものの、いずれ

も CBCGR法が最も良い性能を得た。最も高速な手法と

それに対応する kの値が算出できると有用であると思われ

るが、MPI Allreduceの実行時間に振れ幅があることもあ

り、現時点では達成できていない。

5. おわりに

大規模並列計算環境における CG 法においては集団通

信 (MPI Allreduce) の実行時間 (レイテンシ)が並列高速

化の阻害要因となることが指摘されており、それを解消す

るために様々な通信削減 CG 法が提案されている。我々

は Chebyshev基底通信削減 CG法に着目して研究を進め

ており、本稿では従来研究よりも新しい世代のスーパー

コンピュータシステム 3種 (FX100, ITO, OFP)にて通信
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図 17 全実験条件の実行時間内訳の比較 (元の CG 法の 1 反復相当あたり)

図 18 全実験条件の実行時間内訳の比較 (元の CG 法の 1 反復相当あたり)：縦軸統一版

図 19 全実験条件の実行時間内訳の比較 (元の CG 法の 1 反復相当あたり)：通信時間のみ

性能の測定と評価を行った。現時点では 16ノードと 128

ノードという小さめの規模での評価しか行えていないが、

いずれの対象計算機においても、16ノードでは CG法や

C-CG法の性能が高いのに対して 128ノードではCBCG法

や CBCGR法が高速になるという妥当な結果が得られた。

今回は条件を揃えて計算機環境同士の違いを確認したい

という要求があったために 128 ノードまでの小規模な性

能評価を行ったが、今後は 1000ノード以上の環境で実行

し、多ノード実行時の性能評価を行いたいと考えている。

また、現在は対象としている問題 (行列)が非常に単純であ

り、大きく異なる問題を用いた場合の性能についても評価

を行いたい。さらに、小規模実行時の性能評価結果を用い
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図 20 CBCGR-MPK法にMPI Allreduce前にバリア同期を入れ

た場合を加えた通信時間の比較 (元の CG法の 1反復相当あ

たり)

て大規模実行時の性能予測ができれば実用上有用であるこ

とから、性能予測式の検討なども行いたい。
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