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1.1 研究背景 

 近年,統計学,機械学習の分野でスパース推定

に関する研究が数多く行われている[1].他方,多

項式回帰モデルは古くから研究されているモデ

ルで,様々な応用研究が行われている.最近の研

究では,多項式回帰モデルとスパース推定を組み

合わせることで,実データに対して有効性がある

場合が報告されている[2].しかし,従来の多項式

回帰モデルに対するスパース推定では,最大次数

をあらかじめ固定する必要があった. 

 そこで本研究では,最大次数が未知の多項式回

帰におけるスパース推定法を提案する.また,人

工データと実データに対する数値実験により,提

案手法の有効性を示す. 

1.2 問題設定 

まず,本研究の問題設定を説明する.i 番目の説

明変数を𝒙𝑖 = (1, 𝑥𝑖1, ⋯ , 𝑥𝑖𝑝)𝑇,目的変数を𝑦𝑖とす

る.ただし,𝑇は転置を表すとする.また,𝑥𝑖𝑗 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ

とする. 𝑓𝑑(𝒙, 𝜷)を d 次の多項式関数とし, 𝜷を係

数ベクトルとする. 

例えば,p = 2, d = 3のとき, 
𝑓3(𝒙, 𝜷) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽11𝑥1

2 + 𝛽12𝑥1𝑥2

+ 𝛽22𝑥2
2 + 𝛽112𝑥1

2𝑥2 + 𝛽122𝑥1𝑥2
2

+ 𝛽111𝑥1
3 + 𝛽222𝑥2

3 
となる. 

本研究では, 
y = 𝑓𝑑(𝒙, 𝜷) + 𝜀 (1) 

で表されるd次多項式回帰モデルの回帰係数𝜷を

推定することを目的とする.ただし,本研究ではd

は未知で,𝜷は非ゼロの係数が少ない疎なベクト

ルであると仮定する.ここで,説明変数の行列𝑋を 

𝑋 = [

𝒙𝟏

⋮
𝒙𝒏

] = [

1 𝑥11 ⋯ 𝑥1𝑝

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥𝑛1 ⋯ 𝑥𝑛𝑝

] (2) 

と定義する. また,目的変数のベクトル𝐲を 
𝐲 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑖 , ⋯ , 𝑦𝑛)𝑇 (3) 

と定義する. 
 

 

 

 

 

1.3 従来研究 

Huang[1]らは,多項式回帰モデルに対するスパ

ース推定を行うために,SPORE-LASSO を提案し

た.まず,LASSO[2]を用いて,少数の変数を𝑋から

選択する.次に残った変数をd次展開する.最後に

Adaptive-LASSO[3] を 用 い て 係 数 を 推 定 す

る.Adaptive-LASSO は変数間に相関がある場合に,

用いられるスパース推定法である. 

この手法では, d をあらかじめ固定しておく必

要がある.また,d を大きくとると d 次展開により

指数的にパラメータ数が増えるという問題があ

る. 

2 提案手法 

従来の手法では,最大次数を固定したもとでの

み多項式回帰モデルのパラメータの推定が行わ

れていた.一方,提案手法では,最大次数が未知の

場合におけるパラメータの推定手法を提案する. 

ここで,2 つ関数を定義する.Sはインデックス

を表し, 
Ω(𝑋, S) (4) 

は元の行列𝑋からインデックスのある列のみ抽出

することを表す.例えば, 
S = {1,2,3} 

のときには, 

Ω(𝑋, S) = [
1 x11 x12

⋮ ⋮ ⋮
1 xn1 xn2

] 

となる. 

次に, 
expan(𝑋′, 𝑋) (5) 

を定義する.後ろの行列の各列を前の行列の各列

に掛けて,列ベクトルを得た後,それらを結合し

て新しい行列を得ることを表す.例えば, 

𝑋′ = [
𝑥11

2 𝑥11𝑥12

⋮ ⋮
𝑥𝑛1

2 𝑥𝑛1𝑥𝑛2

] , 𝑋 = [
 1
⋮

 1

 𝑥11

⋮
 𝑥𝑛1

 𝑥12

⋮
 𝑥𝑛2

 𝑥13

⋮
 𝑥𝑛3

] 

とすると, 
expan(𝑋′, 𝑋)

= [
𝑥11

2  
⋮

𝑥𝑛1
2  

𝑥11𝑥12 
⋮

𝑥𝑛1𝑥𝑛2 

𝑥11
3

⋮
𝑥𝑛1

3

𝑥11𝑥12
2  

⋮
𝑥𝑛1𝑥𝑛2

2  

𝑥11
2 𝑥12 

⋮
𝑥𝑛1

2 𝑥𝑛2 

𝑥11
2 𝑥13 

⋮
𝑥𝑛1

2 𝑥𝑛3 

𝑥11𝑥12𝑥13

⋮
𝑥𝑛1𝑥𝑛2𝑥𝑛3

 ] (6)
 

となる. 
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 [提案 1] 
1. 𝑋𝑜𝑙𝑑 = 𝑋 

2. 𝜷̃ = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛
𝛃

‖𝒚 − 𝑋𝜷‖2
2 + 𝜆1‖𝜷‖1 

3. S = {𝑗: 𝜷̃ ≠ 0} 

4. 𝑋′ = Ω(𝑋, S) 
5. 𝑋𝑛𝑒𝑤 = 𝑒𝑥𝑝𝑎𝑛(𝑋′, 𝑋) 

6. 𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑋𝑛𝑒𝑤 ≠ 𝑋𝑜𝑙𝑑 
I. 𝑋𝑜𝑙𝑑 = 𝑋𝑛𝑒𝑤 
II. 𝜷′̃ = 𝑎𝑟𝑔 min

𝛽
‖𝒚 − 𝑋𝑛𝑒𝑤𝜷‖2

2 + 𝜆1 ‖𝜷‖1 

III. S′ = {𝑗: 𝜷′̃ ≠ 0} 

IV. 𝑋′ = Ω(𝑋𝑛𝑒𝑤, S′) 
V. 𝑋𝑛𝑒𝑤 = 𝑒𝑥𝑝𝑎𝑛(𝑋′, 𝑋) 

収束したときの𝜷′̃ = 𝜷̂とする. 

ただし,収束しない場合は任意の繰り返し回数で

打ち切る. 

[提案 2] 

提案 2 は 6.内のⅡを(7)式に置き換えたものと 

する. 

𝜷′̃ = 𝑎𝑟𝑔 min
𝜷

‖𝒚 − 𝑋𝑛𝑒𝑤𝜷‖2
2 + 𝜆2 ∑ |

𝛽𝑗

𝑤𝑗
|𝑗 (7)

重みベクトル𝑤𝑗は, 

𝑤𝑗 = (𝑋𝑛𝑒𝑤
𝑇𝑋𝑛𝑒𝑤 + 0.001𝐼)

−1
𝑋𝑛𝑒𝑤

𝑇𝒚 (8) 

で求める.また,𝜆1, 𝜆2はハイパーパラメータであ

る. 

このように繰り返し行列の更新を行うことで

最大次数が未知の場合にも多項式回帰モデルに

対するパラメータの推定が可能になる. 

3 有効性の検証 

3.1 人工データによる実験 

提案手法の有効性を検証するためシミュレー

ション実験を行う. あらかじめパラメータを設定

した多項式回帰モデルに対して,人工的に発生さ

せたデータによってパラメータの推定を行っ

た.𝑋とεは正規分布に従って発生させた.サンプ

ル数n = 500,変数の数p = 3とした.また, 本研究

では,𝜆1は誤差が最小の 1 標準誤差以内になるよ

うに設定し,𝜆2は BIC を最小にするように設定し

た.そのもとで,2 つの提案手法によって推定され

た値と真のパラメータ𝜷の値をプロットした図を,

図 1 に示す. 

図 1 より,提案 1,2 共に非ゼロの係数を良く推

定できていることが分かる.また,提案 2 の方が提 

 

案 1 に比べて比較的推定値が真の値に近いことが 

分かる. 

 
図 1:多項式回帰モデルに対する実験結果(p=3,n=500) 

3.2 実データに対する実験 

次に, UCI Machine Learning Repository のベン

チマークデータに対し,提案手法を用いた実験を

行う.  

まず,実験の手順について説明する.データを

学習データとテストデータに分け,学習データで

パラメータを推定し,そのもとでテストデータの

目的変数を予測する.最小二乗誤差(MSE)によっ

て提案手法の有効性の評価を行う.実験結果を表

1 に示す. 

表 1 より,特定のデータに対して提案手法の予

測性能が良いことが分かる.また,提案 1 の方がシ

ミュレーションと異なり優れていることが多い.

さらに,提案 1 は収束することが多いのに対し,提

案 2 は収束することが少なかった. 

4 まとめと今後の課題 

本研究では,最大次数が未知の多項式回帰に対

するスパース推定法を提案し,提案手法に対する

シミュレーションと実データにおける検証結果

を行った.今後の課題として,収束基準の検証や,

変数間の相関の強さが提案手法に及ぼす影響の

検討などが挙げられる. 
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手法 Auto MPG 
Concrete Slump 

Test(slump) 
Concrete Slump 

Test(flow) 
Concrete Slump 
Test(strength) 

Airfoil 
Yacht 

Hydrodynamics 

Lasso(重回帰) 0.2306 0.8258 0.5145 0.1570 25.1340 0.4017 

最小二乗法(重回帰) 0.2022 0.8699 0.5863 0.1132 22.9356 0.3881 

ランダムフォレスト 0.1634 0.7156 0.5617 0.3659 15.4423 0.1128 

SPORE-Lasso(d=2) 0.1652 0.8306 0.5417 0.0400 17.5981 0.0918 

SPORE-Lasso(d=3) 0.1747 1.1076 0.5331 0.1985 15.4192 0.0164 

提案 1 0.1648 0.7424 0.4876 0.0822 19.5461 0.0041 

提案 2 0.3030 0.9283 0.8556 0.2472 17.3880 0.1259 

表 1:実データに対する分析結果 
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