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シュタイナー三項系のサンプリングと　
マルコフ連鎖の高速混合

河本 和也1,a) 来嶋 秀治1,2

概要：本研究は，Steiner triple system(以下，STS)の高速な一様サンプリングが目的である．これまでに，

マルコフ連鎖を用いて一様サンプリングを行うことを目的とした研究は存在するが，定数サイズ以上大き

な頂点数に対して状態空間の既約性をもつマルコフ連鎖は知られていない．本発表では STSを拡張した状

態空間上の一様分布を定常分布に持つマルコフ連鎖を構築し,高速混合であることを示す.拡張された状態

空間の大きさは STSの数と比較して指数関数的に大きいが,素朴な方法で構築できるマルコフ連鎖の状態

空間と比べると指数的に小さい.

1. はじめに

本研究ではマルコフ連鎖を用いたシュタイナー三項系

(Steiner triple systems: STS)のサンプリングを行う問題

を扱う．STSとはハイパーグラフの一種であり，少ない頂

点数に対しても組み合わせ爆発によって多くの STSが存在

することが知られている．TonchevとWeishaar[5]は，頂

点数 19の STSが 1348410350618155344199680000個存在

することを証明した．これより頂点数の大きい STSの具体

的な数は不明であるが，Wilson[6]や Linialと Luria[4]は

頂点数 nの STSの数 |Ξn|について，
(

n

e23
3
2

)n2

6 ≤ |Ξn| ≤(
(1 + o(1)) n

e2

)n2

6 であることを示している．

以上のように STSの具体的な数を知ることは困難であ

るため，マルコフ連鎖によるサンプリングを試みる先行研

究が存在する．Cameron[1]は，STSと似た構造の和集合

を状態空間とするマルコフ連鎖を提案し，Kaskiら [2]は，

Switching(要素の入れ替え)による STSのみから成る状態

空間上のマルコフ連鎖を提案している．しかしながら，い

ずれも大きな頂点数に対する既約性は未解決である．

本研究では，STS を拡張した状態空間上の一様分布を定

常分布に持つマルコフ連鎖を構築し,高速混合であること

を示す.本論文の構成は以下の通りである．2章ではサンプ

リング対象である STSの定義を示す．3章ではマルコフ連

鎖の構築方法と，その定常分布を示す．4章では 3章で構

築したマルコフ連鎖の混合時間を解析する．
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2. 準備

2.1 Steiner triple system

STSとは，頂点集合 V の三つ組の集合 T ⊆
(
V
3

)
の事で

ある．ただし V の各二つ組 (対)は，T の三つ組のちょう

ど一つに含まれる．頂点数 nの STSの集合 Ξn について，

n ≡ 1, 6 (mod 6)の時，かつその時に限り STSが存在する

こと，三つ組の数 m = |T | = n(n−1)
6 であること，各頂点

の数 s = n−1
2 であることが知られている．また，|Ξn|の上

界・下界について，(
n

e23
3
2

)n2

6

≤ |Ξn| ≤
(
(1 + o(1))

n

e2

)n2

6

(1)

である [4], [6]．

2つの STSに対し，各ブロックを要素とする頂点集合を

U1, U2 とし，同じ対を有する 2ブロックを要素とする辺集

合を E として，2部グラフ G = (U1, U2;E)を定義する．

この 2部グラフについて，以下が成り立つ．

定理 1. 上述の G = (U1, U2;E)は完全マッチングをもつ．

証明. ブロック v1k ∈ U1とブロック v2k ∈ U2が対を 2つ

以上共有すると仮定すると，各ブロックは３つの頂点から

構成されるので，v1k = v2k である．したがって，v1k, v2k

が対を共有する際は必ず 1つか 3つの共通の対を有する．

3つ共通の頂点を有する組み合わせが存在する場合，その

2ブロックをマッチングにおけるペアとみなせる．この時，

各ブロックは 3 つの対を含んでいる事から残りの頂点の

集合は，全ての頂点の次数が 3である 2部グラフとなる．

Hallの結婚定理より，本グラフは完全マッチングを有する．
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Algorithm 1: Decide next state MCSTS

1 if w.p. 1/2 then

2 i←M からブロックをランダムに選択;

3 a← mi から要素をランダムに選択;

4 b← V から要素をランダムに選択;

5 M ′ ← update(M, i, a, b) if M ′ ∈ Ξ′
n then

6 return M ′;

7 return M ;

2.2 ラベル付き STS

ラベル付きSTSとは，ブロック間に順序があるとしたSTS

の事である．すなわちラベル付き STS T = (t1, t2, ..., tm) ∈(
V
3

)m
は {t1, ..., tm} ∈ Ξn を満たす．

定義 1. ラベル付き STS 全体の集合を Ξn
∗ = {T =

(t1, t2, ..., tm)|ti ∈
(
V
3

)
, ζ(T ) ∈ Ξn} とする．ただし，

ζ(T ) =
∪

i∈{1,...,m}{ti}とする．
任意のラベル付き STS I = (i1, ..., im) ∈ Ξn

∗ について，

Ξn
∗(I) = {T ∈ Ξn

∗|∀j ∈ {1, ...,m}|ij ∩ tj | ≥ 2} (2)

と定義する．

補題 2. 写像 ζ : Ξn
∗ → Ξn は Ξn

∗(I)から Ξn への全射で

ある．

証明. 定理 1より，2つの STSからなる 2部グラフには

必ず完全マッチングが存在する．これは，各ブロックに一

つ存在する，マッチングに使用されていない頂点を変更す

ることで，任意の STSに遷移できることを示している．し

たがって，あるラベル付き STS I について，各ブロック

の頂点を高々一つ変更すれば任意の STSとなるので，ζ は

Ξn
∗(I)から Ξn への全射である．

ただし，ζ は Ξn
∗(I)から Ξn への単射ではない．Ξn か

らの一様サンプリングを行うためには，Ξn
∗(I)からの一様

サンプリングを行った後，Ξn から Ξn
∗(I)への単射である

関数を用いて，その妥当性を判定する必要がある．そのよ

うな関数の一例を付録 Aに示す．

3. MCSTS(I)

本章では，マルコフ連鎖MCSTS(I)を定め，その極限分

布を議論する．

3.1 状態空間Θn
∗(I)

MCSTS(I) の状態空間は Θn
∗(I) = {T ′ ⊆

(
V
3

)
||T ′| =

m, ∀k ∈ {1, ...,m}|ik∩t′k| ≥ 2}とする．明らかにΞn
∗(I) ⊂

Θn
∗(I)である．

3.2 状態遷移

MCSTS の状態遷移は，現在の状態について 1つの頂点

を変更することで行う．状態M について，i番目のブロッ

クに含まれる aを bに書き換えた状態を返す関数を

update(M, i, a, b) = (m1,m2, ..., (mi \ a ∪ b), ...,mm)

(3)

とし，1ステップの状態遷移は Algorithm1に記載する．

3.3 定常分布

本節では，以下の定理を証明する．

定理 3. πM = 1/|Θn
∗(I)| で定義される確率分布 π は

MCSTS の定常分布である．

補題 4. MCSTS が状態M からM ′(̸= M)に遷移する確

率 pMM ′ が 0でないとき，pMM ′ = 1
6nm

証明. Algorithm1の手順ごとにM からM ′に遷移する確

率を求める．

• 手順 1 M にとどまらない確率 1/2

• 手順 2 M ′ に遷移するブロックが選択される確率 1
m

• 手順 3 M ′ に遷移する要素が選択される確率 1
3

• 手順 4 M ′ に遷移する要素が選択される確率 1
n

したがって以上の積から，pMM ′ = 1
6nm．

補題 5. 任意のM,M ′ について，詳細均衡条件 pMM ′ =

pM ′M を満たす．

証明. M とM ′ の関係に従って，場合分けを行う．M と

M ′で 2か所以上値が異なる場合，一度の update関数の適用

によって遷移することはできないので，pMM ′ = pM ′M = 0

である．また，M と M ′ で 1 か所のみ値が異なる場合，

M ′ = update(M, i, a, b)とするとM = update(M ′, i, b, a)

なので，4 より pMM ′ = pM ′M = 1
6nm．以上より，

pMM ′ = pM ′M．

補題 6. MCSTS は既約である．

証明. 任意の状態 T ′ から初期状態 I に遷移可能である

ことを示す．任意の k ∈ {1, ...,m}について |ik ∩ t′k| ≥ 2

より，各ブロック t′k に ik と異なる頂点 ik \ t′k が高々

一つ存在する．したがって，∀k ∈ {1, ...,m} について，
Mk = update(Mk−1, k, t

′
k \ ik, ik \ t′k)とすると，T ′ から I

への経路 {T ′ = M0,M1, ...,Mm = I}を得られる．各遷移
において，Mk の j 番目のブロックmkj = ij となるので，

この遷移によって Θn
∗(I)に属さない状態に遷移すること

はない．したがって，任意の状態 T ′ から I に遷移するこ

とが可能である．

補題 7. MCSTS はエルゴード的である．

証明. Algorithm1の手順 1より，自己遷移確率 pMM ≥ 1
2

であるため，MCSTS は非周期的である．補題 6 より，

MCSTS は既約である．したがって，MCSTS はエルゴー

ド的である．
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Algorithm 2: γXY

1 j ← 0; 　

2 M0 ← X; 　

3 for k ∈ {1, ..., n} do
4 if |mk ∩ yk| = 1 then

5 Mj+1 ← update(Mj , ik \ yk, ik \mk); j ++;

6 if |mk ∩ yk| = 2 then

7 Mj+1 ← update(Mj , xk \ yk, yk \mk); j ++;

エルゴード的で詳細均衡条件を満たすことから ([3] 参

照)，補題 5,補題 7より定理 3が示される．

3.4 Θn
∗(I)と Ξn の関係

MCSTS(I)の状態空間の大きさ |Θn
∗(I)|は，|Ξn|の関

係について言及しておく．

定理 8. |Ξn|
|Θn

∗(I)| >

(
1

3
5
2 e2

)n2/6

証明. 式 (1)より，|Ξn| ≥
(

n

e23
3
2

)n2

6

．また，Θn
∗(I)の定

義より，T ∈ Θn
∗(I)の各ブロックについて，I と異なって

よいのは高々一つの頂点である事，その値は高々 n通りで

あることから，|Θn
∗(I)| < 3mnm < (3n)n

2/6．以上より，

|Ξn|
|Θn

∗(I)| >

(
1

3
5
2 e2

)n2/6

4. MCSTS(I)の混合時間

本章では，MCSTS(I)の混合時間について以下の定理を

示す．

定理 9. MCSTS(I) の混合時間 τ(δ) = O(n6(n2 log n +

log δ−1))

まず，混合時間の見積もりのために必要な補題を示す．

補題 10. X = (x1, x2, ..., xm), Y = (y1, y2, ..., ym) ∈
Θn

∗(I)について，∀k ∈ {1, ..., n}, |xk ∩ yk| ≥ 1

証明. Θn
∗(I) の定義より，∀k ∈ {1, ..., n}|ik ∩ xk| ≥

2．∀k ∈ {1, ..., n}|xk ∩ yk| = 0 と仮定すると，∀k ∈
{1, ..., n}|ik ∩ yk| ≤ 1 となり，Θn

∗(I) の定義と矛盾す

る．したがって，補題が成り立つ．

X ∈ Θn
∗(I)から Y ∈ Θn

∗(I)への正準経路 γXY : X =

M0,M1, ...,Mk = Y を Algorithm 2のように構成する．

補題 11. γXY に従ったとき，遷移する全ての状態はΘn
∗(I)

に属する．

証明. まず，4行目の遷移については，除外する頂点，追

加する頂点共に ik に属するので，mk ∩ ii に属する頂点が

減少することはない．また 5行目の条件より，xk と yk は

異なる頂点を一つ有し，6行目の遷移によってmk = yk と

なることがわかる．|ik ∩ yk| ≥ 2より，|ik ∩mk| ≥ 2．し

たがって，補題が成り立つ．

補 題 12. 任 意 の X = {x1, x2, ..., xm}, Y =

{y1, y2, ..., ym} ∈ Θn
∗(I) について，γXY は X から

Y への経路である．

証明. |mk ∩ yk| = 1より，|ik ∩ yk \mk| = 1.したがって，

ik \mk ∈ yk．また，ik \ yk /∈ yk なので，|mk ∩ yk| = 1で

ある時，4行目の遷移によって |mk ∩ yk| = 2となる．さら

に，yk \ xk ∈ yk，xk \ yk /∈ yk より，|mk ∩ yk| = 2である

時，6行目の遷移によって |mk ∩ yk| = 3となる．したがっ

て，|mk ∩ yk|がどのような値でも，mk = yk となる．

補題 11と補題 12から，γXY はX から Y への正準経路

となっている．

γXY の集合 Γ の混雑度 ρ(Γ) を計算する．正準経路

中に MM ′ を含むような X,Y の集合を cp(M,M ′) =

{(X,Y )|(M,M ′) ∈ γXY } と し て ，写 像 ηMM ′ :

cp(M,M ′) → Ξn を，

ηMM ′(X,Y ) =
∪

k∈{1,...,m}

(xk∩yk)∪((xk⊕yk)\mk) (4)

と定義する．

補題 13. ηMM ′ は単射である．

証明. mk,m
′
k, ηMM ′(X,Y )kから，xk, ykを復元できるこ

とを示す．簡単のため，ηk = ηMM ′(X,Y )kとする．ηMM ′

の定義より，xk ∩ yk = ηk ∩mk，xk ⊕ yk = ηk ⊕mk．し

たがって，ηk ⊕mk の各頂点が xk, yk のどちらに属するか

を判別できればよい．

まず，Algorithm2が操作するブロックの順番は決まって

いるので，M,M ′間で操作されていないブロックに関して

は，操作済みであるかの判定が可能である．M,M ′間で操

作されているブロックについては，場合分けして考える．

|mk ∩ ηk| = 2 である場合は，M,M ′ 間で操作されて

いる頂点以外，そのブロックで操作されるものはない．

|mk ∩ ηk| = 1である場合は，2つの頂点を操作する必要が

ある．このブロックは，Algorithm 2における 4行目と 6

行目両方で遷移を行うことになるが，4行目では除外・追

加する頂点共に ik に属するのに対し (図 1)，6行目の操作

では属していない (図 2)．この性質を用いて，ηk ⊕mk に

属しているが，M,M ′間で操作対象となっていない頂点が

操作済みであるかどうかの判定が可能である．

以上の議論より全ての頂点が操作済みであるか否かを判

定できるので，mk に属し操作済みでない頂点と，ηk に属

し操作済みである頂点は xk に，その他の頂点は yk に属

することがわかる．したがって，mk,m
′
k, ηMM ′(X,Y )kか

ら，xk, yk を復元できる．

補題 14. ρ(Γ) = O(n3)
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図 1: x, yの復元 1

図 2: x, yの復元 2

証明.

ρ(Γ) = max
(M,M ′)∈E(Ωmn)

1

πMpMM ′

∑
(X,Y )∈cp(M,M ′)

πXπY

= max
(M,M ′)∈E(Ωmn)

1
1

|Θn|
1

6nm

∑
(X,Y )∈cp(M,M ′)

1

|Θn|
πηMM′ (X,Y )

補題 13より， (5)

= max
(M,M ′)∈E(Ωmn)

1
1

|Θn|
1

6nm

1

|Θn|

=
n2(n− 1)

2

= O(n3)

Jerrumと Sinclairは，混雑度と混合時間の関係につい

て，以下を示している ([3]参照)．

定理 15. Ω を状態空間とするマルコフ連鎖の混合時間

τ(δ) = O(ρ(Γ)2(log |Ω|+ log δ−1))．

以上より，MCSTS(i)の混合時間の上界が示せる．

定理 9の証明.

τ(δ) = O(ρ(Γ)2 log |Ω|+ log δ−1)

= O(n6(
n2

6
log n+ log δ−1))

= O(n6(n2 log n+ log δ−1))

5. おわりに

本研究では，STSの一様サンプリングを行うためのマル

コフ連鎖を示し，大きな頂点数に対しても既約性を保証し，

高速混合であることを示した．今後の課題は，STSの数に

対して指数関数的に大きい状態空間の縮小と，混合時間の

短縮である．
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Algorithm 3: get canonical stateI(T )

1 mat← find matching(ζ(I), T )

2 for k ∈ 1, 2, ...,m do

3 t∗k ← find counterpart(mat, ik);

4 return {t∗1, t∗2, ..., t∗m};

付 録

付録A ΞnからΞn
∗(I)への単射

Ξn から Ξn
∗(I)への単射である関数の一例を Algorithm

3に示す．ここで，find matchingは 2つの STSからなる

2部グラフにおける，完全マッチングを決定的に一つ探索

する関数であり，find counterpartはあるマッチングにお

けるある頂点の片割れを探索する関数である．

補題 16. T ∗ = get canonical stateI(T ) とすると，T =

ζ(T ∗)

証明.

(右辺) = ζ(T ∗) =
∪

i∈{1,...,m}

t∗k

=
∪

i∈{1,...,m}

find counterpart(mat, ik)

=
∪

i∈{1,...,m}

tk = T = (左辺)

定理 17. get canonical stateI(T )は Ξn から Ξn
∗(I)への

単射である．

証明. 任意の T1, T2 ∈ Ξn(T1 ̸= T2) について，

get canonical stateI(T1) = get canonical stateI(T2) =

T ∗ と仮定する．この時，補題 16より，T1 = T2 = ζ(T ∗)．

これは仮定と矛盾するので，get canonical stateI は単射

である．
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