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ヘテロなクラスタ環境における
Strassenの行列積アルゴリズムの並列化

大 滝 雄 介† 高 橋 大 介††

朴 泰 祐†† 佐 藤 三 久††

本論文では n × n 行列積の演算量が O(nlog2 7) である Strassenの行列積アルゴリズムをヘテロ
なクラスタ環境向けに並列化し，CPUヘテロなクラスタ環境上で性能評価を行った．CPUヘテロな
クラスタ環境においては，各プロセッサの性能に応じた負荷分散を行うことが全体の性能向上のため
に必要不可欠である．一方，Strassenアルゴリズムは再帰的に計算することで，再帰 1回あたり演算
量が約 7/8 に減少するため，再帰回数が演算量に大きく影響する．したがって，負荷分散だけでな
く再帰回数も考慮する必要がある．本論文では各プロセッサの CPU性能のほかに，通信や Strassen
の行列積アルゴリズム中における再帰回数を考慮して負荷分散を行うことにより，実行時間の最小化
を図った．その結果，ヘテロ化を行っていない従来のアルゴリズムと比べ最大で約 20%の性能向上が
得られた．

Implementation of Strassen’s Matrix Multiplication
Algorithm for Heterogeneous Clusters

Yuhsuke Ohtaki,† Daisuke Takahashi,†† Taisuke Boku††

and Mitsuhisa Sato††

In this paper, we evaluate the performance of Strassen’s matrix multiplication algorithm
in a heterogeneous clustering environment. In the heterogeneous clustering environment, an
appropriate data distribution is the most important to achieve maximum performance as a
whole. However, Strassen’s algorithm reduces a total operation count to about 7/8 times per
one recursion and hence recursion level has an effect on a total operation count. Thus, we need
to consider not only load balancing but recursion level in Strassen’s algorithm. In order to
minimize execution time, we consider CPU performance, communication and recursion level
in the Strassen’s algorithm. As a result, we achieved nearly 20% speedup in a heterogeneous
clustering environment compared to the conventional parallel Strassen’s algorithm.

1. は じ め に

クラスタ型計算機はコモディティハードウェアを用

いることによるコストパフォーマンスの良さとそのス

ケーラビリティという点で，近年，非常に注目されて

いる並列計算機である．クラスタ型計算機は，複数の

PCやワークステーションなどの汎用計算機をネット

ワークで接続したものであり，PCを多数並べてネッ

トワークでつないだ PCクラスタが主流になっている．
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クラスタ型計算機は，プロセッサを段階的に増設し

たり，グリッド環境上で複数のクラスタを使用したり

する場合に，CPUやネットワーク，キャッシュなどの

ハードウェア性能が異なるノードが混在することにな

り，本質的にヘテロジニアス環境を含んでいる．各プ

ロセッサのハードウェア性能がホモジニアスな環境に

おいては，各プロセッサの演算性能が同等であること

から，均等に負荷分散を行うだけでロードバランスを

保て，比較的容易に高速化が実現する．しかし，それ

らの性能が異なるプロセッサが混在するヘテロジニア

スなクラスタ環境においては，各プロセッサに均等に

負荷分散を行ってしまうと，同期が起こるたびに性能

の低いプロセッサが高いプロセッサの足を引っ張り，

全体の処理効率が著しく低下する．したがって，ヘテ

ロジニアスなクラスタ環境上で計算を行う場合は，各
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プロセッサの演算性能を考慮した負荷分散を考えるこ

とが重要である．

Strassenの行列積アルゴリズム1)は，n 次の行列積

を O(nlog2 7) の演算量で行うことのできるアルゴリ

ズムとして知られており，nが大きいときには非常に

有効なアルゴリズムである．

ヘテロジニアス環境（以下，ヘテロ環境と呼ぶ）に

おいては，笹生らが Linpackのベンチマークプログラ

ムであるHPLを，CPU性能に応じて割り当てるデー

タサイズを変更するという手法を用いてヘテロ環境向

けに最適化しており，ヘテロ環境でも高い性能が出る

ことが報告されている2)．岸本らは，HPLについて，

CPU性能に応じた数のプロセスを起動するマルチプ

ロセス法によってロードバランスをとるという手法を

用い，最適なプロセッサ構成およびマルチプロセス数

を予測するモデルを構築している3)．また，Beaumont

らは，O(n3) の行列積について，ロードバランスを取

りつつ，通信量を最小化する問題をヒューリスティッ

クな手法で解き，通信時間を削減することに成功して

おり4)，Dovolnovらはヘテロ環境におけるデータ分

割方法を提案している5)．

Strassen の行列積アルゴリズムの並列化も試みら

れており，並列計算機上においても通常の行列積アル

ゴリズムと比べ高速に計算できることが知られてい

る6),7)．

しかし，ヘテロ環境における Strassenアルゴリズ

ムの研究は，まだ十分に行われていないのが現状であ

る．また，再帰的なアルゴリズムである Strassenア

ルゴリズムは，その再帰回数が演算回数に大きく影響

するため，ロードバランスをとるという手法のみでは，

各プロセッサの足並みが揃ったとしても演算回数の増

加が原因で結果的に性能が低下する場合があり，演算

回数も考慮した最適化手法が必要である．

そこで本論文では，Strassenアルゴリズムにおける

演算回数，各プロセッサの CPU 性能，そして通信量

を考慮することにより，実行時間の最小化を図り，ヘ

テロ環境向けの並列化を行う．また，CPUヘテロな

クラスタ環境上で性能評価を行う．

2. Strassenの行列積アルゴリズム

n × n 行列積の演算量は通常の方法では O(n3) で

あるが，以下に示す Strassenの行列積アルゴリズム1)

（以下，Strassen アルゴリズムと呼ぶ）を用いると，

O(nlog2 7)で計算可能である．Strassenアルゴリズム

では，n 次正方行列 A，B，C について，C = AB を

以下のような 2 × 2 の行列どうしの積として考える．

(
C11 C12

C21 C22

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)(
B11 B12

B21 B22

)

通常，2× 2 の行列どうしの積は 8回の乗算と 4回

の加算が必要となるが，Strassenはこれを 7 回の乗

算と 18 回の加算で計算できることを示した1)．n 次

正方行列どうしの乗算は O(n3)，加算は O(n2) の演

算量であるから，nが大きくなれば乗算回数の少ない

Strassenアルゴリズムの方が演算回数が少なくなる．

本論文では，Winogradが加算を 18回から 15回に削

減した以下のWinograd variation 8) を用いる．

S1 = A21 + A22 P1 = S2S6 T1 = P1 + P2

S2 = S1 − A11 P2 = A11B11 T2 = T1 + P4

S3 = A11 − A21 P3 = A12B21 T3 = P5 + P6

S4 = A12 − S2 P4 = S3S7

S5 = B12 − B11 P5 = S1S5 C11 = P3 + P2

S6 = B22 − S5 P6 = S4B22 C12 = T1 + T3

S7 = B22 − B12 P7 = A22S8 C21 = T2 − P7

S8 = S6 − B21 C22 = T2 + P5

P1 ∼ P7 の乗算には Strassenアルゴリズムを再帰的

に適用していくことが可能であり，行列サイズが n0

になるまで Strassenアルゴリズムを適用した場合の

演算回数を Ts(n) とおくと，

Ts(n) = 7Ts

(
n

2

)
+ 15

(
n

2

)2

≈ c · nlog2 7 (1)

となる．ただし，c = (2n3
0 + 5n2

0)/n
log2 7
0 である．

また，n = 32のとき，通常の行列積アルゴリズムの

演算回数は 2·323である．一方，Strassenアルゴリズム

を 1回適用した場合の演算回数は，7·2·163+15·162 ≈
1.87 · 323 となるから，n ≥ 32 ならば Strassenアル

ゴリズムを 1回適用した場合に，通常の行列積と比べ

演算回数が少なくなる．しかし，Strassenアルゴリズ

ム中における変数の添字処理や再帰呼び出し，加算の

オーバヘッドなどのため，nをさらに大きくしなけれ

ば通常の行列積より速くはならない．gcc 2.96でコン

パイルし，BLASに ATLAS 3.4.1を用いて最適化し

た O(n3)の行列積と Strassenアルゴリズムを，Xeon

2.4 GHz上で実行した場合の実行時間を図 1 に示す．

Strassenアルゴリズムが通常の行列積よりも速くなる

のは，n ≥ 1760 のときであった．

3. 従来の並列行列積アルゴリズム

3.1 Strassenアルゴリズムの並列化

Foxらによる BMR（Broadcasting Multiply Roll）

法9)において，各プロセッサが行列積を計算する部分

に Strassenアルゴリズムを適用することで Strassen

アルゴリズムを並列化できる6)．ここでは，その手法
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図 1 Strassen アルゴリズムと通常の行列積アルゴリズムの実行
時間

Fig. 1 Execution times of Strassen’s algorithm and

traditional algorithm.

n

n
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n/4
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図 2 プロセッサのマッピング例
Fig. 2 An example of data distribution.

を述べる．ここで，プロセッサ台数を p とする．

BMR 法では，行列 A，B，C を図 2 のように
√

p × √
p のメッシュに分割し，各プロセッサに割り

当てる．このとき，Aij，Bij，Cij が割り当てられて

いるプロセッサを Pij(1 ≤ i, j ≤ √
p) と呼ぶことに

すると，Pij は，

Cij = Ai1B1j + Ai2B2j + · · · + Ai
√

pB√
pj

を計算することになる．

まずはじめに，プロセッサ Pi1 が Ai1 を行方向に，

プロセッサ P1j が B1j を列方向に broadcast する．

図 3 にその例を示す．この通信により，各プロセッ

サが Ai1B1j を計算することができる．次にプロセッ

サ Pi2 とプロセッサ P2j が同様の broadcastを行え

ば，Ai2B2j が計算できる．つまり，プロセッサ Pik

が行方向に Aik を，プロセッサ Pkj が Bkj を列方

向に broadcastしてから AikBkj を計算するという

ステップを k = 1, 2, · · · ,√p として繰り返すことに

より，各プロセッサが Cij を計算することができる．

図 3は，p = 16で k = 1 の場合の broadcastの例で

ある．図 4 に BMR 法による並列行列積アルゴリズ

ムを示す．

各ステップで現れる行列積には Strassenアルゴリ

A B
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P21 P22 P23 P24

P31 P32 P33 P34

P41 P42 P43 P44

P11 P12 P13 P14

P21 P22 P23 P24

P31 P32 P33 P34

P41 P42 P43 P44

図 3 broadcast の例（k = 1）
Fig. 3 An example of broadcast (k = 1).

procedure BMR Parallel MM
k := 1;
begin

while k <=
√

p do begin
プロセッサ Pik が Aik を行方向に，プロセッサ Pkj

が Bkj を列方向に broadcast する．
Cij = Cij + AikBkj

k := k + 1;
end

end;

図 4 BMR 法による並列行列積アルゴリズム
Fig. 4 BMR algorithm.

ズムを適用することができ，これによって Strassen

アルゴリズムは並列化される．BMR法では，行列は
√

p×√
p 個のメッシュに分割されるので，各プロセッ

サはサイズが n/
√

p の行列積を
√

p 回計算する．し

たがって，全体の演算回数を Tcomp(n, p) とおくと，

Tcomp(n, p) = p · √p · Ts

(
n√
p

)

=
√

plog2
8
7 · Ts(n) (2)

となる．このことから，並列 Strassenアルゴリズム

では行列を
√

p×√
p 個に分割すると，逐次で計算す

る場合と比べ，演算回数が
√

plog2(8/7) 倍になり，細

かく分割すればするほど演算回数が増えてしまうこと

が分かる．また，通信量については (
√

p−1)(n/
√

p)2

個の変数が行列 A，B についてそれぞれ
√

p 回通信

されるので，通信量を Tcomm(n, p) とおくと，

Tcomm(n, p) = 2
√

p · (√p − 1)

(
n√
p

)2

=
2(
√

p − 1)√
p

· n2 (3)

である．

また，行列を分割せずに Strassenアルゴリズム自

体を並列化する手法も提案されている6)．しかし，通

信量が O(nlog2 7) となるため，n が大きくなるにつ

れ BMR法より通信量が多くなることが分かる．した
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がって，演算速度と通信速度に大きな差がある現在の

クラスタ環境には適用しても効果はないと考えられる．

3.2 ヘテロ環境での問題点

並列行列積アルゴリズムでは，各プロセッサに均等

にデータを割り当てるため，ホモジニアス環境におい

てはロードバランスをとることができる．しかし，各

プロセッサの演算性能が異なるヘテロ環境では，演算

性能の高いプロセッサが演算性能の低いプロセッサの

計算が終了するのを待ってから broadcastが行われる

ため，性能の高いプロセッサに待ち時間が発生してし

まい，全体の性能が著しく低下する．たとえば，Xeon

2.4GHz×7 + Athlon MP 1.53 GHz× 1という環境

で並列行列積を計算すると，2.4 GHzのプロセッサは，

1.53GHzのプロセッサが計算を終了するのを待つこ

とになり，この時間の分だけ CPU資源を無駄にする

ことになると考えられる．

3.3 ヘテロ化された行列積アルゴリズム

3.3.1 ロードバランシング

ヘテロ性には CPU性能，ネットワーク性能，メモ

リ容量など，さまざまなものが考えられ，各プロセッ

サの性能に応じた負荷分散が必要である．3.2節で示

したように，ヘテロ環境において並列行列積アルゴリ

ズムの性能が低下する原因は，性能の低いプロセッサ

が性能の高いプロセッサの足を引っ張っていることに

ある．したがって，演算性能に応じた負荷分散を行う

ことによって，ロードバランスをとれるようにすれば

良いと考えられる．

BMR法を用いた並列行列積アルゴリズムでは，各

プロセッサに等しい個数の行列を割り当てていたが，

これを改良し，性能の高いプロセッサに低いプロセッ

サよりも多くの行列を割り当てればロードバランスを

とることができる．たとえば，8 台のプロセッサ P0

～P7 で構成されるクラスタ環境があり，各プロセッ

サの演算性能比が P0～P3 : P4～P7 = 7 : 9 であると

する．このようなヘテロ環境上で行列積を計算する場

合，図 5 のような割当てを行えば，演算性能に応じ

て負荷分散がされるので，ロードバランスがうまくと

れ，演算性能の高い P4～P7 が他のプロセッサを待つ

時間はなくなる．演算性能に応じた負荷分散を行う手

法は，行列積に限らず全体の実行時間の多くが演算時

間であるアルゴリズムではよく用いられ，naiveな実

装方法である．

3.3.2 単一サイズ分割の問題点

図 5 のように，g × g 個の均一な小行列に分割して

各プロセッサに割り当てる方法を単一サイズ分割と呼

ぶことにする．図 5について，各プロセッサが逐次で

n

n

n/8

P0

P1

P2 P3

P4 P5

P6 P7

図 5 演算性能のみを考慮した分割の例
Fig. 5 An example of heterogeneous data distribution

proportional to computational performances.

行列積を計算する部分に Strassenアルゴリズムを適

用することを考えると，式 (2)より演算回数 T1(n)は

T1(n) = 8log 2(8/7) · Ts(n)

=
(

8

7

)3

· Ts(n) (4)

となる．Ts(n) は逐次の Strassenアルゴリズムの演

算回数であり，(8/7)3 ≈ 1.49 であるから，図 5 のよ

うな負荷分散を行って計算すると，逐次で計算する場

合に比べ，演算量がかなり増えることが分かる．これ

は行列を細かく分割しているため，Strassenアルゴリ

ズムによる演算回数の削減量が減少していることが原

因である．また，通信量は通信の方法を工夫すること

によって削減できる可能性があるので一概にはいえな

いが，行列を g× g 個に分割した場合の通信量は g に

比例して多くなるため，図 5のような負荷分散では通

信のオーバヘッドも大きくなることが予想される．一

方，一般に行列積では図 5のように行列を細かく分割

した方が，分割された行列の個数が多くなるので，各

プロセッサの演算性能に応じた負荷分散が行いやすい．

したがって，Strassenアルゴリズムをヘテロ環境向

けに並列化する場合は，ロードバランスをとることと

演算回数および通信量を減少させることがトレード

オフになり，ロードバランスをとるだけで全体の性能

が向上するとは限らない．また，演算性能について最

も高いプロセッサと最も低いプロセッサとの差が小さ

い環境（以下，ヘテロ性が小さい環境と呼ぶ）におい

て性能を向上させるためには，より細かなロードバラ

ンシングが必要不可欠であるが，このような環境上で

行列を細かく分割して負荷分散を行うと，演算回数お

よび通信量の増加により逆に性能が低下する可能性が

ある．
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図 6 再帰回数を考慮した分割の例
Fig. 6 An example of recursive data decomposition.

4. 提案する並列 Strasssenアルゴリズム

4.1 再帰的分割

Strassenアルゴリズムをヘテロ環境向けに最適化す

る場合は，ロードバランス，再帰回数，通信量をすべ

て考慮して，最も性能が高くなる負荷分散を決定する

必要があり，また再帰回数を減少させずに負荷分散を

柔軟に行える分割方法が必要である．

そこで，本論文では行列を単一サイズに分割する

のではなく，サイズの異なる行列に再帰的に分割する

手法を提案する．この手法は行列を細かく分割する

ことを避けることにより，行列サイズを大きく保ち，

Strassenアルゴリズムによる演算回数の削減量を増加

させると同時に，分割した行列の一部分をさらに細か

く分割することによって，ロードバランスをとりやす

くするためのものである．3.3.2 項であげた CPUヘ

テロなクラスタ環境に対する分割方法を図 6 に示す．

図 6では，行列を 32 個の小行列に分割し，各プロセッ

サに 1個ずつ割り当て，余った 1個をさらに 22 個の

行列に分割し，演算性能が高い P4～P7 に割り当てて

いる．この手法により，再帰回数を減少させずに大部

分の小行列の積を計算でき，一部の小行列をさらに細

かく分割することにより，各プロセッサへの負荷の調

整を柔軟にできると考えられるが，サイズが n/6 で

ある右下の部分自体が並列行列積であり，新たに通信

が発生するという欠点がある．図 6では，各プロセッ

サがサイズ n/3 の行列積を 1 回計算し，P4～P7 は

さらにサイズ n/3 の行列積 1回を並列に計算し，こ

れを 1サイクルとして 3回繰り返す．P4～P7 が担当

する n/3 の並列行列積では，各プロセッサがサイズ

n/6の行列積を 2回計算するので，総演算回数 T2(n)

は，

T2(n) = 4 · 3Ts

(
n

3

)

+4 · 3
{

Ts

(
n

3

)
+ 2Ts

(
n

6

)}
≈ 1.255Ts(n) < T1(n) (5)

となり，演算回数は図 5 の方法より少ないことが分か

る．したがって，複数の異なる行列サイズに分割する

本手法は，分割された行列の中にサイズの大きいもの

が含まれるので，演算回数が少なくなり，場合によっ

ては，単一サイズに分割する手法よりも有効である可

能性がある．本論文では，行列サイズの種類を最大で

2種類まで考えることとし，2種類以上の大きさの小

行列に分割する手法を再帰的分割と呼ぶことにする．

Strassenアルゴリズムをヘテロ環境向けに最適化す

るとき，以下の 3つの方法が考えられ，個々のヘテロ

環境に最適な方法を選択する必要がある．

• 単一サイズ分割を用いる方法
ヘテロ性が大きい環境では，負荷分散を厳密に行

わなくても十分な性能向上が得られる場合も考え

られ，単一サイズの分割で十分な場合がある．

• 再帰的分割を用いる方法
ヘテロ性が小さい環境など，負荷分散を細かくし

なければ性能向上を見込めない場合に有効だと考

えられる．

• 均一に負荷をかける方法
ヘテロ性が非常に小さい環境では，演算性能に応

じた負荷分散によって削減できる演算時間よりも

通信のバランスが崩れることや通信量そのものの

増加による通信時間の増加量が大きくなり，単一

サイズ分割や再帰的分割を適用しても逆に性能が

悪化することがある．このような場合は均一に負

荷をかける従来の方法を変更するべきではなく，

最適化が困難なケースであるといえる．

4.2 最適化手法

ここでは，演算時間・通信時間を含めた総実行時間

を予測することにより，最適な分割方法を決定するア

ルゴリズムについて述べる．ある N について，N×N

の行列を通信するのにかかる時間 Tc およびプロセッ

サ i が N × N の行列積を 1 回実行するのに要する

時間 Tmul(i)がすでに分かっているとき，プロセッサ

i が n × n 行列積を Strassenアルゴリズムを用いて

計算するのに必要な時間は，Strassenアルゴリズムが

O(nlog2 7)であることを用いると，Tmul(i) ·7log2(n/N)

と推定することができる．同様にして，n× n の行列

を通信するのに必要な時間は，Tc · 4log2(n/N) と予測

できる．本論文では，Tc および Tmul(i) を入力とし

て評価関数に与え，総実行時間の予測を行う．
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4.2.1 g2 個の小行列を演算性能に応じて割り当て

るアルゴリズム

行列を g × g 個に分割してできた小行列を p 個の

プロセッサに割り当てるとき，ヘテロ環境では最も演

算に時間のかかるプロセッサを他のプロセッサが待つ

ことになる．したがって，各プロセッサの演算時間の

最大値が最小になるように割当てを行えばよい．この

アルゴリズムを図 7に示す．図 7において，Tcomp(i)

はプロセッサ i が小行列 1 個の計算を担当した場合

に必要な演算時間であり，小行列 1個を担当したプロ

セッサがサイズ n/g の行列積を g 回計算することお

よび Tmul(i) を用いて求めている．T (i) はプロセッ

サ i の予測演算時間であり，Tnext(i) は仮に割当てが

1個増えた場合のプロセッサ i の演算時間である．つ

まり，Tnext(i) = T (i) + Tcomp(i)である．また，s(i)

は各プロセッサの小行列の割当て個数である．

このアルゴリズムでは，s(i)および T (i)を 0として

開始し，現在の各プロセッサの演算時間 T (i)から，仮

に割当てが 1個増えた場合の演算時間 Tnext(i)を求め，

Tnext(i)が最小であるプロセッサの割当てを 1個増や

す処理を g×g 回繰り返して負荷分散を行う．一例とし

て，演算性能比が {P0 : P1 : P2 : P3} = {1 : 2 : 3 : 4}
となっている CPU ヘテロな環境に対し，g2 = 9

としてこの処理を適用した結果を表 1 に示す．ただ

し，演算性能比から，行列積 1回あたりの演算時間は

Tcomp = {40, 30, 20, 10} となっているものとする．
また，表 1において，第 j ステップは j 個目の小行列

を割り当てるステップである．j = 1，すなわち 1個目

の小行列を割り当てる第 1ステップの開始時では，ま

だ割当てが行われていないので，s(i) = 0 (0 ≤ i ≤ 3)

である．Tnext(i) (0 ≤ i ≤ 3)は小行列の割当てが 1個

増えた場合の演算時間を示す．この時点では，Tnext(3)

が最小であるから，プロセッサ 3の割当て個数 s(3)

を増やし，T (3) を更新する．太字で示した部分は各

ステップにおいて行列の割当てが 1個増えた場合の演

算時間 Tnext(i) (0 ≤ i ≤ 3)が最小になるプロセッサ

を示す．第 2ステップ（j = 2）では，プロセッサ 3に

すでに小行列が 1 個割り当てられている状態となり，

Tnext(i)，s(i) (0 ≤ i ≤ 3) は表に示したようになる．

したがって，Tnext(2)が最小となり，プロセッサ 2の

割当て個数 s(2) を増やす．このアルゴリズムは，つ

ねに各プロセッサの演算時間の最大値が最小となるよ

うに割り当てていくので，この処理を 9回繰り返すこ

とで演算性能に応じた負荷分散が得られる．行列の割

当て個数は {P0, P1, P2, P3} = {1, 1, 2, 5}，予測演
算時間 M は，第 9 ステップ（j = 9）において各プ

procedure Algorithm1
begin

Tcomp(i) := Tmul(i) · 7log2(n/gN) · g; (0 ≤ i ≤ p − 1)
for j = 1 to g2

Tnext(i) が最小になるプロセッサ i を探す．
s(i) をインクリメントし，T (i) を更新する．

end for
M = max(T (0), · · · , T (p − 1))

end;

図 7 g2 個の小行列を演算性能に応じて割り当てるアルゴリズム
Fig. 7 Optimal data distribution algorithm for g2 blocks

over p processors.

表 1 演算性能比が {P0 : P1 : P2 : P3} = {1 : 2 : 3 : 4} とな
るヘテロ環境に図 7 のアルゴリズムを適用した結果

Table 1 The result of Algorithm1 when relative performa-

ces of processors are {P0 : P1 : P2 : P3} = {1 : 2 :

3 : 4}.
Pi \ j 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tnext(0) 40 40 40 40 40 40 80 80 80

P0 s(0) 0 0 0 0 0 1 1 1 1

T (0) 0 0 0 0 0 40 40 40 40

Tnext(1) 30 30 30 30 60 60 60 60 60

P1 s(1) 0 0 0 1 1 1 1 1 1

T (1) 0 0 0 30 30 30 30 30 30

Tnext(2) 20 20 40 40 40 40 40 60 60

P2 s(2) 0 1 1 1 1 1 2 2 2

T (2) 0 20 20 20 20 20 40 40 40

Tnext(3) 10 20 20 30 30 40 40 40 50

P3 s(3) 1 1 2 2 3 3 3 4 5

T (3) 10 10 20 20 30 30 30 40 50

ロセッサの演算時間 T (i) の最大値である 50となる．

4.2.2 単一サイズ分割における負荷分散アルゴリ

ズム

Strassenアルゴリズムにおいては，ロードバランス

と演算量・通信量がトレードオフの関係にあり，図 7

のアルゴリズムをある特定の行列分割個数 g2 につい

て適用しただけでは，最適な負荷分散にならないと考

えられる．このため，行列分割個数を 1 × 1，2 × 2，

· · · ，G×G と変化させながら通信時間を含めた全実

行時間を予測し，それが最小となる負荷分散を求める

ことにする．G × G は行列の分割個数の上限値であ

り，行列サイズに応じて設定する．

単一サイズ分割において演算性能に応じて負荷分散

を行うアルゴリズムを図 8に示す．このアルゴリズム

は行列の分割個数 g2 を 1 × 1, 2 × 2, · · · , G × G と

増加させながら繰り返し，最適な分割個数 gopt，予測

実行時間 Topt およびプロセッサ i における小行列の

割当て個数 sopt(i) を求める．

図 8 において，演算時間については図 6のアルゴ

リズムを適用することにより，ある特定の g について
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procedure Algorithm2
g := 1;
Topt := ∞;
begin

while g × g ≤ G × G do begin
call procedure Algorithm1
行列 A, B について，各プロセッサ i の通信回数を
計算，その回数を ai, bi とおく．
Tcomm := max

i
(ai + bi) · 4log(n/gN) · Tc;

M := M + Tcomm;
if M < Topt

sopt(i)，Topt，gopt を更新する．
g := g + 1;

end
end;

図 8 単一サイズ分割における負荷分散アルゴリズム
Fig. 8 Data distribution algorithm which gives

appropriate number of blocks.

最適化され，予測演算時間 M が求まる．

次に予測通信時間 Tcomm を求める．通信について

は，ある特定の g について演算時間が最小化された

時点での負荷分散より，どのプロセッサが何回送受信

を行うか求めることができる．通信時間は通信が最も

集中するプロセッサの通信時間が全体の通信時間とな

るため，その通信回数と通信 1回あたりに必要な通信

時間から全体の通信時間を求めることができ，通信 1

回あたりのコストは N ×N の行列を通信するのにか

かる時間 Tc から予測することができる．

演算時間および通信時間の予測値から全実行時間が

予測され，この値が最も小さくなるような分割個数 g2

を選択し，負荷分散を行う．

4.2.3 再帰的分割の適用

再帰的分割が必要なケースは，小行列の個数が少

ないことなどにより，単一サイズ分割ではロードバ

ランスがそれほどうまくとれない場合である．そこ

で，本論文では，単一サイズ分割を行った時点で，

ロードインバランスがある閾値を上回った場合にの

み，再帰的分割を適用することにする．ロードイン

バランスの尺度は，M = max(T (0), · · · , T (p − 1))，

m = min(T (0), · · · , T (p − 1)) とおき，M/m の値に

よって与えることにする．

再帰的分割では，M の値をもとに，最も足を引っ

張っているプロセッサおよびそれに近い演算時間を必

要とするプロセッサの割当てを 1個減らすという処理

を行い，減らしたことによって余った小行列をさらに

分割して各プロセッサに割り当てる．図 6 において，

サイズが n/6 である右下の部分がこれにあたる．以

下，余った小行列をさらに分割してできた小行列を再

T

P0~P3

P4

P5

P6

P7

broadcast : computation :

M1

M2

図 9 図 6 における各プロセッサの処理
Fig. 9 The process of each processor when we assign

blocks like those in Fig. 6.

分割した小行列と呼ぶことにする．

単一サイズ分割と再帰的分割の最も異なる点は，再

分割した小行列が同期をともなって計算されることで

ある．したがって，これを割り当てられたプロセッサ

の演算時間がどのように変化するかを考える必要が

ある．演算性能比が P0～P3 = 14，P4 = P5 = 18，

P6 = P7 = 21であるようなヘテロ環境において，図 6

のような分割を行った場合の，最初の broadcastから

次の broadcast までの各プロセッサの処理を図 9 に

示す．図 9において，M1 は P0～P3 の演算時間の最

大値，M2 は P4～P7 について，小行列の演算時間の

最大値と，再分割した小行列の計算時間の最大値の和

である．

図 9 では，P0～P3 に関しては，小行列を計算し次

の broadcastを待つことになる．P4～P7 については

各プロセッサは小行列の積をまず計算し，その後に再

分割した小行列の積を並列に行う．再分割した小行列

の計算は通信をしながら行われるので，再分割した

小行列の計算に入る前に同期がとられ，再分割した小

行列の計算中にも通信によって同期がとられる．した

がって，P4～P7 については，次の小行列の broadcast

までにかかる時間は，小行列の演算時間の最大値と再

分割したの小行列の計算時間（ただし，通信を含む）

の最大値の和となることが分かる．したがって，次の

broadcastまでにかかる時間は

M ′ = max(M1, M2)

として求められる．したがって，これが最小となるよ

うに小さい方の小行列の計算を担当させるプロセッサ

を決定すればよい．本論文では，M ′ が最小となるよ

うな分割を求め，各プロセッサに割り当てている．
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5. 性 能 評 価

5.1 ヘテロ性の定量化と性能向上率の上限値

ここで，性能評価の前にヘテロ性の大きさについて

の尺度を定義することにする．

演算性能比が a1 : a2 : · · · : ap (a1 < a2 < · · · <

an) となっているヘテロ環境があるとき，ヘテロ環境

向けに最適化を行わない場合，演算性能が a1 である

プロセッサがボトルネックとなり，演算性能が a1 の

プロセッサが p 台ある環境と演算性能は変わらない．

したがって，ヘテロ環境向けの最適化を行ったことで，

ロードインバランスが完全に解消されたと仮定すると，

演算性能の向上率 s は，

s =
a1 + a2 + · · · + ap

a1 × p

となる．これは最適化を行った場合と行わない場合の

演算速度の比を表しており，この値が大きいほど最適

化の効果が高い．sをヘテロ性の大きさとして定義し，

この値と評価結果をもとに考察を行うことにする．

理想的なヘテロ化は，ヘテロ化によってロードイン

バランスが完全に解消され，かつ通信時間がまったく

増えないことである．ヘテロ環境向けに最適化を行っ

た場合の実行時間を Thetero，最適化を行っていない

場合の実行時間を Thomo とおく．Thomo における演

算時間と通信時間の比が 1− t : tであるとすると，通

信を含めた全処理の速度向上率は，

Thomo

Thetero
=

(1 − t) + t

(1 − t)/s + t
=

1

(1 − t)/s + t
(6)

となり，この値に近づくほど性能が引き出せていると

いえる．

5.2 性能評価環境

表 2に示す Xeonクラスタおよび Athlon MPクラ

スタのうち 8プロセッサを使用して 3種類のヘテロ環

境を設定し，性能評価を行った． プログラムのコン

パイル環境は以下のとおりである．Athlon 1.53GHz，

Xeon 2.4 GHz，Xeon 3.06 GHzでの Strassenアルゴ

リズムの性能は，n = 4000で演算回数を 2n3に換算し

た場合，それぞれ 2.259 GFLOPS，3.065GFLOPS，

3.820GFLOPS となった．ここで，BLASで用いた

ATLAS は各 CPU 向けに最適化したものを用いて

いる．これらの値を各プロセッサの演算性能比と

して用いることにする．以下，Athlon 1.53 GHz を

Ath1.53GHzと書き，Xeon 2.4 GHz，Xeon 3.06 GHz

を単に 2.4 GHz，3.06GHzと書くことにする．以下

に，3種類の環境の特徴を示す．

評価環境 1：2.4 GHz×4+3.06GHz×4

表 2 性能評価環境
Table 2 Cluster specification.

Xeon クラスタ Athlon MP クラスタ
CPU Xeon 2.4GHz×2 Athlon MP

Xeon 3.06GHz×2 1.53GHz ×2

# of Nodes 15 22

Memory 1GB DDR SDRAM 1 GB DDR SDRAM

L1 I-Cache 12Kµops 64Kµops

L1 D-Cache 8Kµops 64Kµops

L2 Cache 512 Kµops 256 Kµops

Network
1000Base-T

Gigabit Ethernet

1000Base-T

Gigabit Ethernet

Compiler gcc 2.96 gcc 3.2.2

OS Linux(Kernel 2.4.18) Linux(Kernel 2.4.18)

mpich version 1.2.5 version 1.2.5

BLAS ATLAS 3.4.1 ATLAS 3.4.1

プロセッサの演算性能の差が小さく，ヘテロ性が小

さい環境であり，単一サイズ分割では最適化が困難

な環境であると考えられる．本論文で提案した再帰

的分割の効果があるかを見るために，この環境を設

定した．s = (3.065×4+3.820×4)/(3.065×8) ≈
1.123 である．

評価環境 2：2.4 GHz×7+3.06GHz×1

8プロセッサで構成した場合，ヘテロ性が最も小

さい環境である．このような環境で再帰的分割

によって性能向上が得られるのなら，ヘテロ性

の大小にかかわらず，さまざまなヘテロ環境上

で再帰的分割が有効であると考えられる．s =

(3.065 × 7 + 3.820 × 1)/(3.065 × 8) ≈ 1.031 で

ある．

評価環境 3：Ath1.53GH+2.4 GHz×3+3.06 GHz ×4

ある程度のヘテロ性を持つ環境であり，単一サイ

ズ分割でも性能向上が見込める環境である．単一

サイズ分割と再帰的分割による性能向上の差を見

るために，この環境を設定した．s = (2.259×1+

3.065 × 3 + 3.820 × 4)/(2.259 × 8) ≈ 1.535 で

ある．

5.3 性能評価方法

再帰的分割を用いてヘテロ環境向けに最適化した

Strassenアルゴリズム（以下，H-Strassen-Rと書く），

単一サイズ分割を用いて最適化した Strassenアルゴ

リズム（以下，H-Strassen），最適化を行っていない

Strassenアルゴリズム（以下，Strassen）の性能の比

較を行うことで，最適化による効果および再帰的分割

の有効性を検証する．従来の Strassenアルゴリズム

は，プロセッサ数が平方数でなければならない．8プ

ロセッサで性能を評価するため，図 10 の左のように

行列を 4× 4 個に分割し，小行列を 2個ずつ割り当て

たものと比較を行うことにする．また，並列 Strassen
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Fig. 10 The data distributions to processors, using

“Strassen” (left), and using “H-Strassen-R” (right)

on Environment 1.
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H-Strassen に用いた負荷分散（右）

Fig. 11 The data distributions to processors, using “H-

Strassen-R” (left), and using “H-Strassen” (right)

on Environment 3.

アルゴリズムは，分割方法によって演算回数が異なる

ので，単純に FLOPS値を比較しただけでは，ヘテロ

化により性能向上が得られているかが分かりにくい．

そこで，並列 Strassenアルゴリズムの演算回数を分

割方法によらずに通常の行列積の演算回数である 2n3

と見なし，FLOPS値を算出して比較を行うことにす

る．この比較方法は実行時間を比較しているのと同値

である．

5.4 評 価 結 果

• 評価環境 1

評価結果を図 12 に示す．

Strassen の負荷分散は図 10 の左のようになり，

この負荷分散は全評価環境共通で用いている．ま

た，H-Strassen-Rの負荷分散については図 10の

右のようになった．なお，図 10 において，P0～

P3 が 2.4 GHz，P4～P7 が 3.06GHzである．H-

Strassen-Rのピーク性能は n = 12000 のとき約

20.88GFLOPS であり，Strassen のピーク性能

0

5

10

15

20

25

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

G
F

LO
P

S
(O

(n
3 ))

matrix size

H-Strassen-R
H-Strassen

Strassen

図 12 評価環境 1 における各手法の性能
Fig. 12 Performance results on Environment 1.
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図 13 評価環境 2 における各手法の性能
Fig. 13 Performance results on Environment 2.

は n = 12000 のとき約 20.01GFLOPS である

から，最適化によって約 4.3%性能が向上してい

る．一方，H-Strassenについては評価関数が最適

と判断した負荷分散が図 10 の左にある Strassen

のものと一致してしまい，最適化の効果は現れな

かった．

• 評価環境 2

評価結果を図 13 に示す．

この環境上では，Strassenと H-Strassen-R，H-

Strassenすべての負荷分散が一致し，図 10の左の

ようになったので，最適化の効果は現れなかった．

ピーク性能は Strassen，H-Strassen，H-Strassen-

Rともに，n = 12000のとき，約 20GFLOPSで

ある．

• 評価環境 3

評価結果を図 14に示す．また，実際に行われた

負荷分散を図 11に示す．なお，図 11 において，

P0 が Ath1.53GHz，P1～P3 が 2.4 GHz，P4～

P7 が 3.06 GHzである．H-Strassen-Rのピーク

性能は n = 12000 のとき約 19.24 GFLOPSで
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Fig. 14 Performance results on Environment 3.

あり，Strassenのピーク性能は n = 12000 のと

き約 16.04GFLOPSである．したがって，最適

化によって約 20.0%性能が向上している．また，

H-Strassenのピーク性能は n = 12000 のとき約

17.96GFLOPSであるから，Strassen と比較し

て約 12.0%性能が向上しているが，H-Strassen-R

よりは劣っている．

5.5 考 察

ヘテロなクラスタ環境を 3種類設定し，性能評価を

行ったところ，評価環境 1では最適化により約 4.3%，

評価環境 3では約 20%の性能向上が得られた．しか

し，評価環境 2では，最適化の効果は現れなかった．

表 3，表 4 に行列サイズを n = 12000 とした場合

の，評価環境 1 および評価環境 3での各手法の実行

時間の内訳を実測値で示す．各表において，「演算」は

演算時間を示している．ただし，再帰的分割を行った

H-Strassen-Rについては，再分割してできた小行列で

発生する通信時間を演算時間に含めてある．「通信」は

小行列の broadcastにかかる通信時間であり，「同期」

は通信フェイズを待つことで発生する待ち時間である．

また，最適化が行われたものに対しては，実測時間の

下に評価関数が導出した予測時間を太字で示した．

この表から，H-Strassen，H-Strassen-R ともに，

ロードインバランスが完全には解消できていないこ

とが分かる．これは，ロードインバランスを完全に解

消するために行列の分割を細かくすると，演算回数・

通信量ともに増加するため，評価関数がロードバラン

スをある程度とりつつ，全体として実行時間が最小と

なるような負荷分散を選択した結果であると考えられ

る．たとえば表 4において，H-Strassenの通信時間に

着目すると，Strassenと比較してかなり増加している

が，これは Strassenと比較して行列を細かく分割し

ていること，そして通信のバランスが崩れていること

表 3 評価環境 1 における実行時間の内訳（n = 12000，単位
（秒））

Table 3 Detail of execution times on Environment 1 (in

second).

演算 通信 同期 実行時間
Strassen 2.4 GHz 132.4 40.3 0 172.7

3.06 GHz 105.9 40.3 27.5 172.7

H-Strassen-R 2.4 GHz 109.7 41.3 14.5 165.5

（予測） 108.1 38.1 14.5 160.7

3.06 GHz 124.2 41.3 0 165.5

（予測） 122.6 38.1 0 160.7

表 4 評価環境 3 における実行時間の内訳（n = 12000，単位
（秒））

Table 4 Detail of execution times on Environment 3 (in

second).

演算 通信 同期 実行時間
Strassen Ath1.53 GHz 172.9 42.6 0 215.5

2.4GHz 130.0 42.6 42.9 215.5

3.06GHz 106.4 42.6 66.5 215.5

H-Strassen Ath1.53 GHz 112.5 59.9 20.0 192.4

（予測） 117.1 54.9 20.3 192.3

2.4GHz 123.8 59.9 8.7 192.4

（予測） 128.8 54.9 8.6 192.3

3.06GHz（P4～P5） 101.1 59.9 32.4 192.4

（予測） 103.0 54.9 34.4 192.3

3.06GHz（P6～P7） 132.5 59.9 0 192.4

（予測） 137.4 54.9 0 192.3

H-Strassen-R Ath1.53 GHz 85.6 49.6 44.4 179.6

（予測） 87.6 45.1 40.9 173.6

2.4GHz 130.0 49.6 0 179.6

（予測） 128.5 45.1 0 173.6

3.06GHz 127.2 49.6 2.8 179.6

（予測） 126.1 45.1 1.4 173.6

が原因である．したがって，ロードインバランスを完

全に解消するためにさらに行列を細かく分割すると，

それ以上に通信時間が増加し，全体としては逆に性能

が低下することが予想される．したがって，図 11 の

右の負荷分散が最善であると評価関数は判断したと考

えられる．

単一サイズ分割を用いた H-Strassenと再帰的分割

を用いたH-Strassen-Rを比較すると，評価環境 1，評

価環境 3では H-Strassen-Rの方が優れている．評価

環境 1はヘテロ性が小さいので，H-Strassenでは最

適化を行うためには行列を細かく分割しなければなら

ないが，これは逆に性能が低下するため，評価関数は

最適化を行わなかった．一方，H-Strassen-Rでは再

帰的分割によって，演算回数を増加させずにロードバ

ランスの向上が達成できたため，わずかではあるが性

能向上が見られた．評価環境 3では，双方で性能向上

が達成された．H-Strassenではロードインバランスが

ある程度解消されているものの，通信時間の増加が原
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因でそれほど性能が向上していないが，H-Strassen-R

では Ath1.53GHz以外のプロセッサはほとんど待ち

時間がなく，かつ通信時間がそれほど増加していない

ので，さらに高い性能向上が得られたといえる．

また，理論的な性能向上の上限値と比較すると，評価

環境 1では表 3における演算時間の最大値および通信

時間より式 (6)での t の値は t ≈ 0.233である．評価

環境 2の場合，Strassenの性能は 2.4GHzのプロセッ

サがボトルネックとなるので図 12における Strassen

の性能と同じになり，t ≈ 0.233 である．また，評価

環境 3では t ≈ 0.198である．したがって，評価環境

1～3においては，ヘテロ化によってロードバランス

が完全にとれ，通信時間がまったく増加しないという

理想的な場合において，Thomo/Thetero より，それぞ

れ，およそ 9.1%，2.4%，38.7%の性能向上が得られ

ると予想できる．

しかし，実際には評価環境 1では約 4.3%の性能向

上であり，評価環境 2では性能が向上せず，評価環境

3では約 20.0%の性能向上にとどまった．この理由と

しては，先に述べたとおり，ヘテロ化によって通信が

不均衡になることやロードインバランスが完全に解消

されていないことが原因である．また再帰的分割の適

用により小さい方の小行列について通信が新たに発生

するので，全体として通信量が増えていることも理由

としてあげられる．また，評価環境 2で性能が向上し

なかったのは，ヘテロ性が非常に小さいことから，最

適化による待ち時間の減少量よりも，演算量や通信量

が増加することによる演算時間・通信時間の増加量が

大きくなると予想され，最適化が行われなかったから

だと考えられる．また，評価関数が予想した性能向上

率は，評価環境 1では 172.7/160.7より約 7.5%，評

価環境 3では 215.5/173.6より 24.1%となっており，

実際の結果に近い値となっている．

6. お わ り に

本論文では，Strassen の行列積アルゴリズムをヘ

テロ環境向けに最適化，実装およびその性能評価を

行った．

性能評価結果では，負荷分散を考慮することにより，

ヘテロ性が小さな環境上においても性能の向上が見ら

れ，また，最適化しない場合に比べ最大で約 20%の性

能向上が得られた．

一般に，通信が非常に少なく，負荷分散が容易に行

えるアプリケーションでは，ヘテロ化が容易であり，

ヘテロ性が小さな環境上でも性能向上が得られる場合

が多い．しかし，並列 Strassenアルゴリズムの場合

は，負荷分散を細かく調整するために分割を細かくす

ると，通信量・演算量共に増加するため，ヘテロ性が

小さい環境では逆に性能が低下する可能性がある．

したがって，Strassenアルゴリズムをヘテロ環境向

けに最適化する場合は，ロードバランスをとりつつ，

行列の分割をできるだけ粗くすることが重要であり，

この問題を解決するため，本論文では再帰的分割を提

案し，その有効性を示した．

アプリケーションをヘテロ環境向けに並列化する場

合に，各プロセッサの演算性能に応じた負荷分散を行

うという手法がよく採られるが，ロードバランスをと

ることだけでなく，通信量や個々のアプリケーション

の特性を考慮したうえで最適な負荷分散を行うことが，

性能を向上させるためには重要であると考えられる．

今後の課題としては，CPU性能のほかにも物理的

なネットワーク性能が異なる場合や，メモリ，キャッ

シュ性能がヘテロな場合の性能評価も必要であると思

われる．また，さまざまなアプリケーションをヘテロ

環境向けに並列化することを通して，ヘテロ環境に対

する一般的な負荷分散手法の研究が必要であると考え

られる．
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