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A–直交過程に基づくRIF前処理の効率化について

池 田 優 介† 藤 野 清 次††

柿 原 正 伸† 井 上 明 彦†

近年，A–直交化過程に基づいて近似逆行列分解を行う前処理が注目され，その中でも特に安定化近
似逆行列分解前処理が CG 法の収束の安定化と効率化を実現する有用な方法として評価されてきた．
そして，その分解過程において “副産物”として得られる不完全分解因子を利用する RIF 前処理が，
従来の不完全コレスキー分解因子では十分持ち得なかった分解のロバスト性を兼ね備えていることが
分かってきた．そこで，本研究では，行列のスパース性の保持のための dropping 処理に着目し，こ
のロバスト性をより発揮させるために，dropping 処理を分解過程で二重に行うことによって，RIF
前処理の有効性をよりいっそう高める方法を提案し，数値実験によりその有効性の検証を行う．

An Enhancement of Efficiency for Robust Incomplete Factorization
Preconditioning Based on A-orthogonalization Process

Yusuke Ikeda,† Seiji Fujino,†† Masanobu Kakihara†

and Akihiko Inoue†

A sparse stabilized approximate inverse preconditioning is used as an explicit and effec-
tive proconditioning technique for the conjugate gradient computation. The lower triangular
matrix L of matrix A can be obtained as a by-product of the A–orthogonalization process,
at no extra cost. In this paper, we adopt double dropping strategy in the process of the A–
orthogonalization for enhancement of effectiveness of RIF preconditioning for the CG method.
Our experiments indicate that this preconditioning strategy can insure quick convergence of
the PCG iteration.

1. は じ め に

大型の疎行列を係数行列 A に持つ連立一次方程式

A� = �は，前処理つき反復法によって解かれること

が多い．特に A が正定値対称行列のとき，共役勾配

法（Conjugate Gradient method，以下 CG 法と略

す）がよく用いられる6),16)．現在，前処理行列の構成

方法は，大きく 2つの考え方に分けることができる．

1つは係数行列 A を近似する不完全分解，もう 1つ

は逆行列 A−1 を近似する近似逆行列分解である．前

者では不完全コレスキー分解がよく知られている13)．

後者では，A–直交化過程に基づいて逆行列 A−1 を近

似する近似逆行列分解（Approximate INVerse，以下

AINVと略す）が最近知られてきた1)．AINVでは，

前処理行列のスパース性を保つために，dropping 処

理と呼ばれる操作が行われる．dropping処理とは，あ
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らかじめある閾値を設定し，分解過程で生まれた非零

要素に対してその値が閾値よりも大きいときのみそれ

を残し，小さいときは零と見なして以降の分解を行う

という処理を指す．dropping 処理は，計算量やメモ

リ量の削減という観点から AINVでは不可欠な操作

である1)．しかし，この操作によって，前処理行列の

正定値性が失われ，CG法の収束性に悪影響を及ぼす

ことがある2)．そこで，分解中の計算方法を工夫し，

CG法の収束の安定化を図ったものが安定化近似逆行

列（Stabilized-AINV，以下 SAINVと略す）前処理

である2),10)．SAINVでは，分解に必要な計算量を増

加させることなく，分解の安定性を実現している．

近年，SAINVの分解過程において得られた逆行列

A−1 の近似分解因子が，行列 A の通常の不完全分

解因子 L と数学的に等しい，という事実を利用した

新しい前処理が提案された3)．この前処理においても

SAINVの優れた特徴を受け継いで安定した不完全分

解ができる．そのため，この前処理は RIF（Robust

Incomplete Factorization）と呼ばれる．この前処理

では，余計な計算を付加せずに不完全分解因子 Lが得

られ，元の近似分解因子を用いた前処理に比べて，よ

りいっそう有効な前処理になることが知られている3)．
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我々は前報（文献 7)）において，SAINV前処理の

性能向上のために，近似分解中に dropping処理を二

重に行う double dropping 技法を提案し，その有効

性を数値実験で実証した7),8)．そこで，本研究では，

double dropping 技法を RIF 前処理に適用し，その

有用性を検証する．さらに，Matrix Marketなどの行

列データベースに収納された問題だけでなく，エンジ

ニアリングの分野において用いられた，実際のコンク

リート橋の梁（BEAM）やケーブル定着部における応

力解析から生じた行列に対しても double droppingつ

き RIF 前処理を適用し，より具体的な問題に対する

有効性の検証を試みる．

本論文の構成は以下のとおりである．まず，2章で

不完全分解および近似逆行列分解による前処理つき

CG法について記述する．3章では，A–直交化に基づ

く近似逆行列分解について述べる．続く 4章で，近似

逆行列分解からロバスト不完全分解が導かれる過程を

示す．そして，5章で数値実験結果を示しその考察を

行う．最後に，6章でまとめを述べる．

2. 前処理つき共役勾配法

正定値対称行列を係数行列 Aに持つ連立一次方程式

A� = � (1)

を前処理つき CG法で解くことを考える．ここで，A

は n×n の正方行列，�，�は次元数 n の解および右

辺ベクトルとする．不完全分解を用いた前処理では，

係数行列 A を

A � LDicL
t (2)

のように分解する．ここで，L は対角要素が 1 の下

三角行列，Dic は対角行列，上付き添字 tは転置を表

す．また，下付き添字 ic は対角行列が不完全コレス

キー分解の因子であることを表す．このとき，不完全

分解前処理つき CG法の算法は以下のように表すこと

ができる．�0 は初期近似解，ε は収束判定値である．

算法 1 不完全分解前処理つき CG法

�0 = �− A�0, �0 = (LDicL
t)−1�0,

for m = 1, 2, . . .

αm =
(�m−1, (LDicL

t)−1�m−1)

(�m−1, A�m−1)
,

�m = �m−1 + αm�m−1,

�m = �m−1 − αmA�m−1,

if ||�m||2/||�0||2 ≤ ε stop

βm =
(�m, (LDicL

t)−1�m)

(�m−1, (LDicLt)−1�m−1)
,

�m = (LDicL
t)−1�m + βm�m−1,

end for.

一方，近似逆行列による前処理は，逆行列 A−1 を，

A−1 � ZD−1
ainvZt (3)

のように近似する．ここで，Z は対角項が 1 の上三

角行列，Dainv は対角行列とする．不完全分解のとき

と同様に，下付き添字 ainv は対角行列が近似逆行列

の因子であることを表す．近似逆行列分解を用いた前

処理つき CG法の算法は以下のように表される．

算法 2 近似逆行列分解前処理つき CG法

�0 = �− A�0, �0 = ZD−1
ainvZt�0,

for m = 1, 2, . . .

αm =
(�m−1, ZD−1

ainvZt�m−1)

(�m−1, A�m−1)
,

�m = �m−1 + αm�m−1,

�m = �m−1 − αmA�m−1,

if ||�m||2/||�0||2 ≤ ε stop

βm =
(�m, ZD−1

ainvZt�m)

(�m−1, ZD−1
ainvZt�m−1)

,

�m = ZD−1
ainvZt�m + βm�m−1,

end for.

3. 逆行列分解

3.1 近似逆行列分解

A–直交化過程に基づく逆行列分解（AINV）では，

以下に示す分解によって Z および Dainv を構成す

る1)．

分解 1 近似逆行列分解

for j = 1, 2, · · · , n
�

(0)
j = �j

end for

for i = 1, 2, · · · , n
for j = i, i + 1, · · · , n

dj = �t
i�

(i−1)
j

end for

for j = i + 1, j + 2, · · · , n
�

(i)
j = �

(i−1)
j − dj

di
�

(i−1)
i

end for

end for

上記の近似逆行列分解において，�(i)
j は反復 i 回目

における行列 Z の第 j 番目の列ベクトル，�j は第 j

番目の要素が 1 である単位ベクトル，dj は対角行列

Dainv の第 j 番目の対角要素，�t
i は行列 Aの第 i 番

目の行ベクトルをそれぞれ表す．このとき，dj の計算

では指標 j の動く範囲が i ≤ j ≤ n であることから，

反復 i 回目の分解では Dainv の第 i 番目の要素 di

が確定することが分かる．また，下線をつけた部分は
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�
(i−1)
j の更新を行う箇所であり，最終的に逆行列の近

似分解の因子 Z が得られる．このとき，行列のスパー

ス性を保つために，あらかじめ設定した閾値の値より

も小さい要素は捨てられる．この処理を dropping，

閾値のことを drop tolerance value（以下，tolと

略す）と呼ぶ．上記の分解中で下線をつけた部分は，

dropping 処理が行われると以下のようになる．ただ

し，dropping 処理は要素ごとの操作となるため，列

ベクトル �
(i−1)
j の第 k 番目の要素を z

(i−1)
kj と表記

することにする．

処理 1 dropping 処理

for k = 1, · · · , i
if |z(i−1)

kj − dj

di
z
(i−1)
ki | > tol

z
(i)
kj = z

(i−1)
kj − dj

di
z
(i−1)
ki

else

z
(i)
kj = 0

end if

end for

(4)

AINVでは，このようにして近似逆行列因子 Z お

よび対角行列 Dainv を構成し，前処理行列として前

節で示した近似逆行列分解前処理つき CG 法に適用

する．

3.2 分解の安定化

AINVでは，dropping処理の影響で対角行列 Dainv

の要素が負の値になることがある．そこで，分解の安定

化を図るため，安定化近似逆行列（SAINV）が提案

された2),10)．SAINVの分解は次のように表せる．分

解中の下線部分が前述の AINVと異なる部分である．

分解 2 安定化近似逆行列分解

for j = 1, · · · , n
�

(0)
j = �j

end for

for i = 1, · · · , n
� = A�

(i−1)
i

for j = i, · · · , n
dj = �t�

(i−1)
j

end for

for j = i + 1, · · · , n
�

(i)
j = �

(i−1)
j − dj

di
�

(i−1)
i

end for

end for

ここで，�は中間ベクトルである．A–直交化過程に基づ

く近似逆行列分解において，対角 dj の計算式 �t
i�

(i−1)
j

は，(�
(i−1)
i )tA�

(i−1)
j と等しいことが分かっている．そ

こで，SAINVでは，(�
(i−1)
i )tA�

(i−1)
j を用いて dj を

計算する．このとき，di = (�
(i−1)
i )tA�

(i−1)
i となり，

係数行列 Aが正定値行列ならば，任意の �
(i−1)
i に対

して対角項 di はつねに正の値となり安定して分解が

行われる．実際の計算は，中間ベクトル � を使って，

上に示した安定化近似逆行列分解の中の下線部に示す

ように 2段階に分けて行われる．

3.3 Double Droppingつき SAINV

我々は，前報（文献 7)）において SAINV の分解

過程で二重の droppingを行い，CG法の収束性を大

幅に改善させる改良型の（Improved）SAINVを提案

した7),8)．以下において，この前処理を ISAINVと

呼ぶ．この二重の dropping（以下，double dropping

と呼ぶ）処理では，小さな値の要素を棄却する従来の

dropping処理のほかに，ベクトル �
(i−1)
j を更新する

かどうかを判定するための新たな dropping処理を追

加する．そして，追加された dropping処理のために

閾値 tol ddを導入し，更新の可否判定には �
(i−1)
i に

掛ける比率 dj

di
の絶対値が使用される．したがって，

�
(i−1)
j の更新を表す式 (4)は式 (5)に置き換わる．こ

こで，下線部分が double dropping にあたる部分で

ある．

処理 2 double dropping処理

if | dj

di
| > tol dd

for k = 1, · · · , i
if |z(i−1)

kj − dj

di
z
(i−1)
ki | > tol

z
(i)
kj = z

(i−1)
kj − dj

di
z
(i−1)
ki

else

z
(i)
kj = 0

end if

end for

end if

(5)

SAINVでは，係数行列 Aの正定値性を利用して任

意の �
(i−1)
i に対して対角項 di の値を正に保ち，分解

の安定性を実現している．したがって，double drop-

ping処理によって z
(i)
j が変化しても，SAINVと同様

に安定して分解を行うことができる．

4. 近似逆行列からロバスト不完全分解へ

4.1 完 全 分 解

本節では，係数行列 Aとその逆行列 A−1 を完全分

解することを考える．完全分解では，式 (2)と式 (3)

は各々次のように表すことができる．
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A = L̄D̄icL̄
t, (6)

A−1 = Z̄D̄−1
ainvZ̄t. (7)

ここで，L̄，D̄ic，Z̄，D̄ainv は完全分解因子をそれぞ

れ表す．ただし，L̄ および Z̄ の対角項は 1 となるよ

うに D̄ic と D̄ainv を定める．特に，式 (6)は完全コ

レスキー分解に相当し，その逆行列は，

A−1 = L̄−tD̄−1
ic L̄−1 (8)

となり，式 (7)および式 (8)が同じ構成をしているこ

とに気がつく9),14)．したがって，式 (6)で示した完全

コレスキー分解においては，分解が一意に定まること

から，完全分解因子と逆行列因子の間には次のような

関係が成り立っていることが分かる．

Z̄t = L̄−1, (9)

D̄ainv = D̄ic. (10)

これらの等式から，式 (6)と式 (7)は両方とも次の

ように変形できる5)．

L̄ = AZ̄D̄−1
ainv (または L̄D̄ainv = AZ̄). (11)

この式 (11)は，数学的に AZ̄D̄−1
ainv と完全分解因

子 L̄が同じであること，すなわち逆行列因子 Z̄ から

完全分解因子 L̄ が計算可能であることを意味してい

る．この関係を不完全分解に対して適用すると，不完

全分解因子 L を近似逆行列因子 Z から，

L← AZD−1
ainv (または LDainv ← AZ). (12)

のようにして計算する方法が考えられる．A–直交化

過程に基づく不完全分解とは，式 (12)を基に近似逆

行列因子 Z から不完全分解因子 Lを計算し，前処理

行列を構成する方法である3),4)．

4.2 A–直交化に基づくロバスト不完全分解（RIF）

ここで，近似逆行列分解中に現れる dj

di
( =

�t
i�

i−1
j

di
)

は，AZD−1
ainv(= L) の要素に等しいことに注目する．

分解中，近似逆行列因子 Z の代わりに dj

di
の値を保

存すれば，不完全分解因子 L を構成することができ

る．この分解は，従来の不完全コレスキー分解とは異

なる考えに基づくため，A–直交化過程に基づく不完

全分解と呼ばれる．

また，この不完全分解因子 L に対応する対角行列

Dic は，近似逆行列分解における対角行列 Dainv に等

しい☆．したがって，AINV分解ではなく SAINV分解

において不完全分解因子 Lを構成することで，Dainv

と同様に Dic の要素もつねに正の値となり，安定して

分解を行うことができる．そのため，SAINVを通し

て得られる不完全分解は RIF（Robust Incomplete

Factorization）と呼ばれる3)．具体的には，因子 Lの

☆ RIF の導出については，本文で述べた方法とは異なる別の導出
方法が考えられ，その方がより理解がしやすいと思われる．詳
細は付録 A.1 参照．

要素の保存は，次の式 (13) 中に示した下線部のよう

に行われる．このとき，以下のように不完全分解因子

L の要素となる dj

di
に対しても dropping処理を適用

し，L の疎性を保つ必要がある．

処理 3 dropping処理（RIF）

if | dj

di
| > tol

lji =
dj

di

end if

for k = 1, · · · , i
if |z(i−1)

kj − dj

di
z
(i−1)
ki | > tol

z
(i)
kj = z

(i−1)
kj − dj

di
z
(i−1)
ki

else

z
(i)
kj = 0

end if

end for

(13)

ここで，要素 lji は不完全分解因子 L の j 行 i 列の

要素を表す．ただし，この lji を保存する操作におい

て，指標 j の動く範囲は i + 1 ≤ j ≤ n であること

に注意する．したがって，i = j のとき，すなわち不

完全分解因子 L の対角項 lii は上記の過程では得られ

ないことが分かる．ここでは，RIFでは，逆行列因子

Z̄ とコレスキー因子 L̄ の関係式 (9)を利用し，L の

対角項を Z の対角項と同様に 1 として不完全分解因

子 L を構成する．

4.3 改良型（double droppingつき）RIF

提案する改良型の (Improved）RIFを IRIFと呼

ぶ．IRIFでは，A–直交化過程に基づく不完全分解の

過程において double droppingを適用する．したがっ

て，IRIFでは，�(i−1)
j の更新の処理は次の式 (14)，

そしてその double dropping 処理は下線部分で示さ

れる．

処理 4 double dropping処理（IRIF）

if | dj

di
| > tol

lji =
dj

di

end if

if | dj

di
| > tol dd

for k = 1, · · · , i
if |z(i−1)

kj − dj

di
z
(i−1)
ki | > tol

z
(i)
kj = z

(i−1)
kj − dj

di
z
(i−1)
ki

else

z
(i)
kj = 0

end if

end for

end if

(14)
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上の式 (14)の中で，dj

di
の値は，double dropping

において，�(i−1)
j を更新するかどうかの判定をするた

めの値であると同時に，不完全分解因子 Lの要素自体

の値にもなっていることに注意を要する．閾値 tol dd

は要素の更新を行うかどうかの判定に使用し，閾値 tol

は小さな値の棄却の判定に使用する．新しい IRIFで

は，このようにして得られた因子 L および対角行列

Dic を用いて前処理行列を構成し，それらを不完全分

解前処理つき CG法の反復計算で使用する．

5. 数 値 実 験

5.1 計算機環境と計算条件

数値実験は，1つの問題に対して前処理なしの CG

法と，フィルインを考慮しない不完全コレスキー分解，

SAINV，ISAINV，RIF，IRIFの 5つの前処理つき

CG法の合わせて 6種類の CG法を適用し，その収束

性を比較した．計算機環境は以下のとおりである．

• 計算機：富士通 Prime Power 850

• 使用 PE数（総 PE数）：1（16）

• CPU（クロック周波数）：SPARC64（1.3 GHz）

• メモリ：24GByte

• 使用言語：C言語

• コンパイラ：富士通 C compiler version 5.3

• 最適化オプション：-Kfast

計算はすべて倍精度演算で行い，最大反復回数は各

行列の次元数 n としそこで計算を中断させた．収束

判定値 ε は相対残差 L2 ノルム ||����2	���0��2 の値

が 10−9 以下になったときとした．初期近似解 �0 は

すべて 0とした．また，行列は対角スケーリングを用

いて対角項を 1に正規化した．メモリ量は，近似分解

の反復ごとに前処理に必要なメモリ量が異なるため，

最もメモリ量を必要とした反復における配列を合計し

算出した．ただし，フィルインを考慮しない不完全コ

レスキー分解に必要なメモリ量は，対角成分を格納す

る次元数 n の配列のみである．

また，閾値 tolの範囲は文献 2)，3)において有効

であると報告された値（0.1前後）を参考に次のよう

に定めた．すなわち，SAINVと RIFにおいては，閾

値 tolは 0.01～0.16 まで 0.01 刻みで 16 通り変化さ

せた．一方，ISAINVと IRIFでは，閾値 tol ddは

閾値 tolの値の 1.0～5.0倍を 0.5刻みで全部で 9通り

変化させ合計 144通り（16× 9 = 144）の閾値の場合

の CG 法の収束性を調べた．その試行数 144は以下

の問題 1と問題 2で共通である．

表 1 問題 1 のテスト行列の特徴
Table 1 Description of tested matrices for Problem 1.

行列 次元数 非零要素数 問題（対象物）
BCSSTK24 3562 81736 固有値問題
BCSSTK35 30237 740200 自動車座席

の構造解析
NASASRB 54870 1366097 シャトルロケ

ットブースタ
TUBE1-2 21498 459277 タイヤチュー

ブの構造解析

表 2 問題 2 のテスト行列の特徴
Table 2 Description of tested matrices for Problem 2.

行列
項目 BEAM CABLE

次元数 10626 59002

非零要素数 233268 1986094

平均バンド幅 576 1741

総ノード数 1977 20194

総要素数 2832 16084

5.2 テスト行列

以下の 2つの問題をテスト用の問題として取り上げ

た．行列は全部で 6種類である．

• 問題 1：3つの疎行列データベースから選んだ行

列 4種類．

• 問題 2：実際のコンクリート橋梁の応力解析で使

用された行列 2種類．

5.2.1 問 題 1

問題 1で数値実験に用いた行列 4種類の特徴と解いた

問題（対象物）を表1に示す．行列BCSSTK24はMa-

trix Market12)から，行列BCSSTK35と NASASRB

はフロリダ大学の疎行列データベース18) から，行列

TUBE1-2は R. Kouhia11)の Home pageから各 ダ々

ウンロードして数値実験で使用した．また，右辺項は

厳密解がすべて 1 となるように定めた．

5.2.2 問 題 2

問題 2では，より現実的な問題に対する評価をする

ために，実際にコンクリート橋の設計に使用された応

力解析の問題を取り上げ，そこで得られた 2つの行列

を数値実験で使用した．また，右辺項は設定された加

重条件を元に離散化によって得られる値を用いた．2

つの行列を各々BEAMおよび CABLEと呼ぶ．その

特徴を表 2 に示す．

まず，行列 BEAMは橋梁の間にトラック荷重を課

したときの応力解析の問題で，解析モデルはシェル要

素（プレート要素，ビーム要素，トラス要素）のみで

構成される．一般に，シェル要素による離散化行列の

解析は難しく，収束までに多くの反復回数が必要にな

るとされる15),19)．一方，行列 CABLEはコンクリー
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図 1 応力（x-y 成分）分布（行列 BEAM）
Fig. 1 Distribution of stress of x-y component for matrix

BEAM.

図 2 応力（x-y 成分）分布（行列 CABLE）
Fig. 2 Distribution of stress of x-y component for matrix

CABLE.

ト橋におけるケーブル定着部の応力解析で生じた問題

で，ソリッド要素だけで離散化が行われた．ソリッド

要素による離散化の場合は，シェル要素の場合と比較

して，問題は解きやすいことが多く，反復法の収束も

早いとされる．しかし，行列の次元数は一般に多くな

る傾向がある17)．

図 1に行列 BEAMのときの応力（x-y 成分）分布

の様子を，図 2に行列CABLEのときの応力（x-y 成

分）分布の様子を各々示す．これらの図は，トラック

による荷重やケーブル定着部の荷重点と近い位置に大

きな応力が発生していること，その応力が設計強度の

範囲内であることを表している．特に図 2からは，荷

重点となるケーブル定着部から離れた位置に逆方向の

応力が見られ，解析結果が妥当であることが分かる．

5.3 実験結果と考察

5.3.1 問 題 1

表 3に，問題 1の 4種類の行列に対して 6つの前処

理をそれぞれ適用した CG法の実験結果を示す．ただ

し，行列はすべて対角項を 1に正規化してあるため，

前処理なし CG法は実質的に対角スケーリング CG法

にあたる．また，フィルインを考慮しない IC分解で

は正定値性を保つために，対角項がすべて正の値にな

るまで対角項の値を修正して分解を行った．SAINV，

ISAINV，RIF，IRIFの 4つの前処理つき CG 法に

ついては，調べた閾値の範囲において最も計算時間が

少なかったときの実験結果である．

表 3において，“tol”，“tol dd”は各閾値の値，“メ

モリ量”とは前処理で必要なメモリ量（単位：MByte）

の最大値，“非零要素比”とは各前処理によって得られ

た前処理行列 Z または Lが持つ非零要素数と元の係

数行列が持つ非零要素数との比，“時間比”とは RIF

つき CG 法の収束までの計算時間を 1.0としたとき

の各前処理つき CG法の計算時間の比を各々表す．表

中，“∞” 印は最大反復回数までで収束しなかったこ

とを指す．また，“前処理時間”とは不完全分解に要

した時間を表し，“CG時間”とは，CG法の算法と，

各反復で実行される前処理行列とベクトルの積の合計

時間である．時間の単位はすべて秒である．表の中で

太字表記の数字は改善効果が著しかったときの数字を

指す．

表 3 の結果から，以下のことが分かる．

• 前処理なしの CG法や IC分解つき CG法は，2

種類の行列で収束せず，収束した場合でも多くの

反復回数や計算時間が必要になる．

• A–直交化に基づく 4つの前処理つきCG法は，調

べた 4種類の行列で収束し，前処理なし CG法や

IC分解つき CG法より計算時間が少ない．

• すべての行列において，提案する IRIFは 6 つ

の反復法の中で計算時間が最も少なく，従来の

RIFと比べても計算時間の比が 0.42～0.57と半

減する．

• メモリ量も，double dropping つき ISAINV と

IRIFは，それぞれ従来のものに比べて多くの場

合で分解に必要なメモリ量が少なくて済む．

5.3.2 問 題 2

表 4 に，問題 2の行列に対する 6つの前処理つき

CG法の数値実験結果を表す．表 4において，各項目

の表記や表中に用いた記号の意味は表 3と同じである．

表 4 の結果から，以下のことが観察される．

• 行列 BEAMでは，前処理なしの CG法が収束せ

ず，IC分解つき CG法も収束までに多くの反復

回数が必要である．

• 問題 1のときと同様に，IRIF前処理つき CG法

が 6つの反復法の中で計算時間が最も少ない．

• 分解に必要なメモリ量も，IRIFは従来の RIFに

比べて少ない．
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表 3 問題 1 の行列に対する 6 つの前処理つき CG 法の数値実験結果
Table 3 Numerical results of several kinds of preconditioned CG methods for Problem 1.

行列 前処理 tol tol dd メモリ量（MB） 非零要素比 反復回数 前処理時間 CG 時間 合計時間 時間比
なし – – – – ∞ – – – –

IC – – 0.03 1.00 ∞ 0.07 – – –

BCSSTK24 SAINV 0.10 – 7.00 0.45 1061 0.84 2.29 3.13 1.59

ISAINV 0.13 0.455 2.26 0.12 1044 0.16 1.64 1.80 0.91

RIF 0.10 – 6.90 0.22 666 0.85 1.12 1.97 1.00

IRIF 0.04 0.100 3.40 0.42 289 0.38 0.56 0.94 0.48

なし – – – – ∞ – – – –

IC – – 0.23 1.00 15176 1.66 727 729 4.73

BCSSTK35 SAINV 0.13 – 27.9 0.43 13848 12.0 426 438 2.84

ISAINV 0.14 0.420 21.3 0.24 11199 5.46 272 277 1.80

RIF 0.02 – 53.5 1.07 1991 59.2 94.4 154 1.00

IRIF 0.01 0.030 34.9 1.25 1098 31.2 57.4 88.5 0.57

なし – – – – 14605 – 468 468 1.80

IC – – 0.42 1.00 5477 1.93 491 493 1.93

NASASRB SAINV 0.12 – 43.8 0.34 7761 16.6 392 408 1.56

ISAINV 0.15 0.750 36.6 0.07 7923 13.1 285 298 1.15

RIF 0.08 – 46.8 0.40 4155 18.4 241 259 1.00

IRIF 0.02 0.100 50.9 0.86 1405 20.5 111 132 0.51

なし – – – – 13832 – 146 146 2.24

IC – – 0.16 1.00 5746 0.77 167 168 2.58

TUBE1-2 SAINV 0.13 – 35.3 0.32 4134 25.9 68.0 93.8 1.44

ISAINV 0.05 0.250 15.0 0.51 2050 4.48 42.0 46.5 0.71

RIF 0.15 – 35.7 0.15 2558 27.0 38.0 65.1 1.00

IRIF 0.04 0.200 15.5 0.53 1094 5.26 22.7 27.9 0.42

表 4 問題 2 の行列に対する 6 つの前処理つき CG 法の数値実験結果
Table 4 Numerical results of several kinds of preconditioned CG methods for Problem 2.

行列 前処理 tol tol dd メモリ量（MB） 非零要素比 反復回数 前処理時間 CG 時間 合計時間 時間比
なし – – – – ∞ – – – –

IC – – 0.08 1.00 7620 0.3 102 102 6.46

BEAM SAINV 0.11 – 11.8 0.47 3166 2.68 28.6 31.2 1.97

ISAINV 0.08 0.280 6.83 0.23 1468 0.85 10.4 11.2 0.71

RIF 0.11 – 11.5 0.25 1735 2.70 13.1 15.8 1.00

IRIF 0.02 0.070 9.33 0.56 447 1.67 4.49 6.16 0.39

なし – – – – 7330 – 314 314 2.92

IC – – 0.45 1.00 3024 2.24 376 378 3.41

CABLE SAINV 0.07 – 75.3 0.27 1470 36.0 96.6 133 1.20

ISAINV 0.06 0.060 58.7 0.32 1388 23.9 96.7 121 1.10

RIF 0.04 – 88.1 0.38 786 49.2 61.9 111 1.00

IRIF 0.04 0.080 61.2 0.37 785 28.9 61.3 90.2 0.81

特に，一般に解きにくいとされるシェル要素による

離散化で生じた行列 BEAMに対して，IRIFが大き

な改善効果があったということは注目に価する．

図 3に，行列 BEAMにおいて，収束した 5つの前

処理つき CG法の相対残差の履歴を示す．横軸は反復

回数，縦軸は相対残差（常用対数目盛）で表す．図か

ら分かるように，IRIFの収束は他の前処理に比べて

格段に早い．

図 4 に，行列 BEAM において閾値 tol の値が適

切であった場合（0.01，0.02のとき）および不適切で

あった場合（0.15，0.16のとき）について，IRIFの

CPU時間を示す．図において，横軸に閾値 tol dd（閾

値 tolに対する倍率），縦軸に CPU時間（単位：秒）を

とった．また，閾値 tol ddが零のときの結果は double

droppingを行わない RIFの実験結果にあたる．同様

に，図 5 に行列 CABLEに対する CPU時間を示す．

図から分かるように，閾値 tol の値が適切な場合，

IRIFは閾値 tol ddの値が 2～5倍のとき計算時間が

激減する．逆に閾値 tol の値が不適切であった場合，

閾値 tol ddの値が 1～2倍の範囲でしか計算時間が少

なくならず，それ以上閾値 tol dd の値を大きく設定

すると計算時間が増加することが分かる．
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5.3.3 考 察

表 3 と表 4 から分かるように，テストに用いたす

べての行列に対して IRIFは ISAINVよりも計算時

間が少なかった．これは，逆行列分解の逆行列因子 Z̄

の非零要素数が完全コレスキー分解の完全分解因子 L̄

の非零要素数に比べてきわめて多く，droppingによっ

て前処理行列の非零要素を棄却した場合，不完全分解

因子 Lが近似分解因子 Z と比べて相対的に厳密な分

解となるためである．実際に，行列 BEAMにおいて

閾値 tolを 0.0 として完全分解を行うと，SAINVで

は非零要素比が 645，RIFでは同比 69.3となり，Z

の非零要素が L よりも非常に多いことが分かる．こ

の傾向は他の 5種類の行列でも同様であった．一方で，

近似逆行列分解は反復に逐次計算を含まない前処理で

あるという利点があり，そのため，現在では並列化お

よびその応用研究が精力的に行われている4)．

また，表 3 と表 4 から，IRIFにおいて有効な閾

値 tolは，RIFの場合と比べて小さい値（0.01～0.04）

に多いことが分かる．したがって，IRIF は従来の

RIF に比べてより厳密な分解であるといえる．これ

は，IRIFの非零要素比が RIFよりも大きく，非零要

素数が多いことからも分かる．このことから，IRIF

では，従来の RIFでは不完全分解に時間がかかるた

め，計算時間の短縮という観点から有効でなかった小

さな値の閾値 tolによる分解が，double droppingに

よって現実的になったためであると考えられる．その

結果，IRIFつき CG法では，収束性が大幅に改善し，

計算時間が減少したと推測される．このことは，図 4

と図 5 から，小さな値（0.01，0.02 のとき）の閾値

tolによる分解と大きな値（0.15，0.16のとき）の閾

値 tolによる分解の前処理つき CG 法の計算時間が，

double droppingによって逆転していることからも読

み取ることができる．

ただし，IRIFと同様に double droppingを適用し

た ISAINVでは，最適な閾値 tolの値が従来の SAINV

と同様に 0.1 前後の値であることが多く，非零要素比

が小さくなっているにもかかわらず反復回数が減少す

る例（行列 BCSSTK35，行列 BEAM）が見られた．

このことから，double droppingには，上記の “小さ

な値の閾値 tolによる分解が現実的となる”以外にも

CG法の収束性を改善する数学的性質が内在している

と考えられ，その理論的な解明は今後の課題である☆．

6. ま と め

本研究では，分解過程で dropping処理を二重に行

うことで，RIF前処理の有効性をよりいっそう高める

IRIF前処理を提案した．そして数値実験によりその

☆ double dropping 処理で用いられる比 | dj
di

| の意味については
付録 A.2 参照．
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有効性を検証した．その結果，IRIFは従来の RIFに

比べて CG法の収束性を大幅に改善することが分かっ

た．また，従来解きにくいとされてきたシェル要素の

離散化で生じた行列に対して，IRIF前処理つき CG

法による収束性の改善が大きいことが分かった．

謝辞 有限要素法解析に関して有用なご教示をいた
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付 録

A.1 RIFの別の導出方法

近似逆行列分解では，逆行列 A−1 を ZD−1
ainvZt の

ように近似した．このとき，ZD−1
ainvZt の逆行列は行

列 A の不完全分解と見なせる．その結果，

A � Z−tDainvZ−1 (15)

のように表せる．この式 (15)は，Z−t を計算するこ

とで Aの不完全分解が構成できることを意味する．一

般に，逆行列を求める計算は多くの演算を必要とする

ため，直接 Z−t を求めるのは現実的ではない．しか

し，式 (15)を変形すると Z−t は

Z−t � AZD−1
ainv (16)

と近似的に表せる．この式 (16)の右辺は，近似逆行

列分解中に現れる dj

di
(=

�t
i�

(i−1)
j

di
)に等しいことが分

かる．したがって，近似逆行列分解の反復過程におい

て，dj

di
を保存すれば Z−t が得られる．通常，不完全

分解においては，不完全分解因子の対角行列 Dic と近

似逆行列分解因子の対角項 Dainv が等しくなるとは

限らない．しかし，RIFでは，不完全分解因子 L と

近似逆行列分解因子 Z−t が等しくなるように，L を

AZD−1
ainv によって求める．そのため，対応する対角

行列 Dic も Dainv に等しいことが分かる．

A.2 double dropping処理の中の比 | dj

di
|の意味

A–直交過程に基づく近似逆行列分解では，上三角

行列 Z の各列ベクトル �i を，行列 A に対して互い

に A–直交，すなわち j (�= i) に対して

�t
jA�i = 0 (17)
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となるように構成する．このとき，ZtAZ を計算する

と，対角項のみに非零要素が現れるため，

ZtAZ = D (18)

と表すことができる．そして，droppingによってA–直

交過程が不完全に行われた場合，式 (18)の右辺項は

厳密に対角行列とはならないため，

ZtAZ = Dainv + E (19)

と表すことができる．ここで，E は A–直交化の不完

全さを表す誤差行列とする．この誤差行列 E を零行

列と見なして式 (19)を変形すると，ZD−1
ainvZt のよ

うに逆行列を近似することができる．

このとき，SAINVの算法中に現れる dj(= �t
jA�i)

と di(= �t
iA�i)は，E と Dainv の要素の値に各々等

しいことに注目する．すなわち，double dropping処理

中の | dj

di
|は，誤差行列 E の要素を対角行列 Dainv の

値で正規化された値と見なせる．double droppingで

は，| dj

di
| の値が閾値 tol ddより大きいときのみ A–直

交化（すなわち，�(i−1)
j の更新）処理を追加した．従

来の droppingが前処理行列の疎性の保持が目的であ

るのに対して，新たな droppingは誤差行列 E の要

素の値を小さくし近似分解精度の向上が目的である．
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