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スライドパズルにおける回転型操作とアクセシビリティ

藤本 光史1,a)

概要：著者はスライドパズルの一種である 15パズルとその拡張である mn− 1パズルが loop generators

という回転型操作によって必ず解くことができることを数学的に証明した．そして，完成までの手数が通

常の操作と比較して劣らないことを計算実験により示した．本稿ではその詳細を解説すると共に，その操

作系を用いた 15パズルのわかりやすい解法アルゴリズムを示す．さらに，視覚に障害を持つ中高生のため

に開発した点字ラベル付き 15パズルとタブレット用mn− 1パズルアプリのアクセシビリティについて解

説する．

Loop Generators in a Sliding Puzzle and its Accessibility

Fujimoto Mitsushi1,a)

1. はじめに

2008年夏，筆者らは全国から視覚障害を持つ中高生を

募り，宿泊型のサイエンスキャンプ「科学へジャンプ・サ

マーキャンプ」[1]を企画・実施した．以来，この活動はサ

マーキャンプに留まらず，全国 8地域での日帰り型の科学

イベントを含む科学体験支援事業「科学へジャンプ」[2]へ

と発展し，現在も継続中である．このイベントでは，化学

実験，動物骨触察，モーター工作，音楽プログラミングな

ど多くのワークショップが大学研究者・教育関係者・福祉

機器企業により提供され，参加生徒同士の交流や社会で活

躍する先輩による講演と共に大きな柱となっている．

筆者はこの事業において，ルービックキューブに関する

ワークショップを担当し，サマーキャンプや九州地区イベ

ントでこれまでに 6回実施している（[3]）．そこでは，紫外

線硬化樹脂製の「・，＋，－，□，○」の点字シールを貼っ

た 2× 2のルービックキューブ（図 1）と，キューブの動き

を点図で表現した資料を利用した．ルービックキューブは

操作の種類が少なく（3× 3で 6種，2× 2で 3種），操作

の周期性の確認が容易であり，数学とパズルの関係を説明
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図 1 UV ラベルを用いたルービックキューブ

Fig. 1 Rubik’s cube with UV labels

する良い教材と言える．しかし，一度間違えると前の状態

に戻すことが困難であったり，3次元のルービックキュー

ブの動きを配布資料において 2 次元の点図で表現したた

め，理解しづらいという課題があった．これはルービック

キューブが 3次元パズルであることが大きな要因と考えら

れる．そこで，2次元パズルの教材化ができないかと考え，

15パズルに着目した．

2. 15パズルの回転型操作

15パズルは 19世紀から知られるスライドパズルの一種

であり，ランダムに配置された 1から 15までの番号付き

ピースを正方形の台座の中でスライドして整列させるパズ

ル（図 2）である．
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図 2 15 パズル

Fig. 2 15 puzzle

𝑐

𝑏

𝑎

図 3 回転型操作

Fig. 3 Loop generators

数学者の間では，「15パズルの操作は偶置換であり，操作

の全体は 15次交代群*1である」ことが良く知られている．

交代群の生成元は何種類もあるが，教材化にはルービック

キューブのような解法提示に適したわかりやすい生成元が

必要となる．ここではある回転型操作を定義する．

定義 1 (Loop generators) 15 パズルにおける３つの

巡回置換 (1 2 3 4 8 12 15 14 13 9 5), (6 7 8 12 15 14 10),

(11 12 15) をそれぞれ a, b, c とおき，これらに対応する反

時計回りの回転型操作（図 3）を loop generators と呼ぶ．

筆者は，この操作に対して次の結果を得た（[4]）．

定理 1 (15パズル定理) P15を 15パズルの操作全体がな

す群，a, b, cをその loop generators とすると，

P15 = 〈a, b, c〉

が成り立つ．

この結果は，任意の 15 パズルが loop generators の

みで解けることを我々に教える．また，この定理は

m ≥ n ≥ 2, (m,n) 6= (2, 2) を満たす m を列数，n を

行数とする長方形のmn− 1パズルにも拡張できる．

3. 回転型操作による 15パズルの解法

ここでは，前節で定義した loop generators を用いて 15

*1 群とは演算が定義された集合のことで，その構造を研究する分野

を群論と呼ぶ．

図 4 解法ブロック

Fig. 4 Blocks for solving
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図 5 問題例

Fig. 5 Example
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図 6 a2b−1

Fig. 6 a2b−1
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図 7 a2b−1a3

Fig. 7 a2b−1a3

１３ ５ １ １５

８ １２ １１ ６

４ １４ ７ ９

３ ２ １０

図 8 a2b−1a3b

Fig. 8 a2b−1a3b

パズルを解くアルゴリズムについて解説する．これ以降，

a−1, b−1, c−1 で a, b, c の逆操作（時計回りの回転型操作）

を，n > 0 のとき an で a を n 回実行を，n < 0 のとき an

で a−1 を n 回実行を表すこととする．15パズルの解法の

流れは次の通りである．

• 図 4の Aブロック→ Bブロック→ Cブロックの順に

完成させていく．

• 挿入するピースを回転で影響を受けない内側の位置に
移動する．

• 挿入される側のブロックを回転し連結する．
図 5の問題を例に ２ のピースを ３ のピースの左側

に移動するための操作手順を示す．

( 1 ) a2（aを 2回実行）．

( 2 ) b−1（bの逆を 1回実行）．（図 6）

( 3 ) a3（aを 3回実行）．（図 7）
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( 4 ) b（bを 1回実行）．（図 8）

( 5 ) a−5（a−1 を 5回実行）．

つまり，操作 a2b−1a3ba−5 で ２ のピースを ３ の

ピースの左側に移動できる．このような操作を繰り返すこ

とにより，Aブロック→ Bブロック→ Cブロックの順に

全ブロックを揃えることができる．

4. 数式処理システムによる解法

群論用数式処理システム GAP [5] を用いて，loop gen-

erators による 15パズルの解を求める．まず，次のように

15パズル群を定義する．

gap> a:=(1,2,3,4,8,12,15,14,13,9,5);;

gap> b:=(6,7,8,12,15,14,10);;

gap> c:=(11,12,15);;

gap> P:=Group(a,b,c);

これ以降，GAP上で 15パズル群に関する計算が可能とな

る．以下では，15パズル群の位数を求めている．15次交

代群の位数に一致していることが確認できる．

gap> Size(P);

653837184000

gap> Factorial(15)/2;

653837184000

問題 1 次の 15パズルを GAP を用いて解け．

13 9 2 6

7 11 3 12

15 4 5 8

14 1 10

この解を求める関数を GAP で書くと次のようになる．

gap> Solve15:=function(G,GenName,x)

gap> local gen,F,hom;

gap> F:=FreeGroup(GenName);

gap> gen:=GeneratorsOfGroup(G);

gap> hom:=GroupHomomorphismByImages(

F,G,GeneratorsOfGroup(F),gen);

gap> return PreImagesRepresentative(hom,x);

gap> end;

この関数 Solve15 を用いて問題を解く．

gap> x:=PermList(

[13,9,2,6,7,11,3,12,15,4,5,8,14,1,10]);;

gap> Solve15(P,["a","b","c"],x);

a*c^-1*a^-1*c^-1*a*c^-1*a*c^-1*a^-2*c^-1*b

*c^-1*a*c^-1*a^-1*b^-1*c^-1*b^2*a*b^-1*a^-1

*b^-1*a*b^-2*a^-1*b^3*a^2*b*a^-4*b*a^2*b*a^3

*b*a^-6*b*a*b^2*a^6*c^-1*a^4

この出力結果は整列された状態から問題の配置を実現する

ための操作手順である．よって，実際に 15パズルを解く

際は，出力結果の左から順に loop generators を逆向きに

（つまり，aならば a−1 を）実行すればよい．

5. Loop generators による手数の長さ

3節で見たように loop generators による 15パズルの解

法は操作の種類が 3種と少ないだけでなく，解法アルゴリ

ズムの提示にも適している．しかし，通常の 1ピース毎に

移動する操作と比較して完成に至るまでの手数が著しく

長ければ良い操作系とは言えない．そこで本節では，loop

generators による 15パズルの解法手数について述べる．

置換パズルに対して，問題を解くために必要となる手数

の最小数は God’s number と呼ばれる．3× 3のルービッ

クキューブの God’s numberは FTM*2で 20，QTM*3で 26

であり（[6]，[7]），15パズルの God’s number は single-tile

（連続するピースの移動もそれぞれカウント）で 80，multi-

tile（連続するピースの移動は 1手とカウント）で 43であ

ることが知られている（[8]，[9]）．Loop generators による

15パズルの God’s number は現在まだ知られていない．

置換パズルを解くことは，置換群における語の問題（Word

Problem）を解くことと同値であり，計算群論（Computa-

tional Group Theory）からのアプローチにより最適解では

ないが比較的短い解を求めるMinkwitzアルゴリズム [12]

と数式処理システム GAP 上の実装があり，これを前節で

は利用した．この実装を使用して，以下の 547個のテスト

パターンに対する計算実験を行った．

• ランダムパターン (K100): Korf [10] は計算実験のた

めに 15パズルのランダムなテストパターンを与えた．

ここでは，これらの空白位置を右下に移動し，100個

のパターンを用意した．

• 最長手数パターン (KN31): Kociemba [11] は single-

tile で 80 手かかる 17個のパターンを与えた．また，

Norskog [9]は multi-tileで 43手かかる 16個のパター

ンを与えた．ここでは，これらの空白位置を右下に移

動し，重複を除いた 31個のパターンを用意した．

• 魔方陣パターン (MS416): 空白を 16と考えると，右下

に空白を持つ 15パズルで魔方陣になるものは 416個

存在する．これを数式処理システムを用いて求めた．

表 1は loop generators による解法の実験結果であり，

平均手数は 64手であった．一方，表 2は [13]を用いた通

常の操作（single-tile moves）による解法の実験結果（最適

解）であり，平均手数は 56.7手であった．以上の実験結果

から，loop generatorsによる解は通常操作より長くなる傾

向があるが，Minkwitzアルゴリズムの出力が最適解でな

*2 face-turn metric の略で，連続する 180 度の回転を 1 手とカウ
ントする．

*3 quarter-turn metric の略で，連続する 180度の回転を 2手とカ
ウントする．
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表 1 loop generators を用いた実験結果

Table 1 The computation result using loop generators

moves 30s 40s 50s 60s 70s 80s 90s–

K100 2 12 33 25 17 7 4

KN31 1 2 8 7 4 5 4

MS416 2 29 116 164 63 33 9

表 2 通常操作での実験結果

Table 2 The computation result using single-tile moves

moves 30s 40s 50s 60s 70s 80s

K100 0 23 62 15 0 0

KN31 0 0 0 4 27 0

MS416 0 1 359 56 0 0

図 9 ピースが外れる 15 パズル

Fig. 9 Removable 15 puzzle

図 10 ピースが外れない 15 パズル

Fig. 10 Non-removable 15 puzzle

いことを考慮に入れれば，両者は同程度の操作系と言える．

6. 点字ラベル付き 15パズルの試作

Loop generatorsによる操作は単純で解法アルゴリズム

の提示にも適している．視覚障害を持つ子ども達が使用で

きるよう配慮された 15パズルがあれば，筆者がルービッ

クキューブで行ったように科学イベントで利用可能な教材

となり得るだろう．ここでは，筆者が試作した点字ラベル

付き 15パズルについて解説する．

通常の 15パズルは 図 9 のように各ピースが台座に単

に置かれているだけであり，操作中に簡単に台座から外れ

てしまう．ピースが外れないようにするには，スライドの

際の力加減に注意して操作する必要があり，視覚障害者に

とって取り扱いが難しい．つまり，ピースが台座から簡単

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

図 11 点字ラベル 1～10

Fig. 11 Braille labels of 1 – 10

11 12 13 14 15

図 12 点字ラベル 11～15

Fig. 12 Braille labels of 11 – 15

に外れないものが求められる．一方，図 10 の 15パズル

は，ピースが台座から外れないよう配慮されたものである．

ここでは，このタイプの 15パズルを用いることにする．

次に，これに貼る点字ラベルについて述べる．筆者が入

手できたピースが外れない 15パズルは，ピースが 13mm

四方であり，貼り付け可能な点字ラベルは 1枚である． 1

～ 10 のピースについては，図 11 のように数符なしの 1

～ 9，0（ a ～ j ）を用いた． 11 ～ 15 のピースについ

ては，次の 3種のラベル（図 12）を作成し，4名の視覚障

害者に試用してもらった．

• A案: 1 ～ 5 の点字に 6の点を追加

• B案: 1 ～ 5 の点字を下がり数字にしたもの

• C案: k，l，m，n，o の点字を使用

その結果，4名全員から「C案が最もわかりやすい」とい

う回答を得たため，C案を採用した．

7. タブレット用mn− 1パズルアプリの作成

15パズルにはランダムに配置されたピースを元の状態に

戻す遊び方の他に，「与えられた配置が実現可能かどうか

判定する」という遊び方がある．15パズルにおいて実現可

能な配置は偶置換であることが必要十分であるから，その

配置が実現できるかどうかは数字の配列が偶置換か奇置換

かを調べればよく，大学初学年で行われる線形代数の教材

としても利用可能である．

前節で試作した 15パズルは，物理的なピースの動きを

自分の手で確認でき，制作費も安価であることから教材と

して適していると言える．しかし，これはピースが外れな
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図 13 Loop generators モード

Fig. 13 Loop generators mode

いようになっているため，偶置換の配置しか作ることがで

きず，「与えられた配置が実現可能かどうか判定する」と

いう遊びができない．また，2節の最後に述べたように，

loop generatorsによる解法は長方形のmn− 1パズルにも

適用できるが，前節で試作した 15パズルはサイズが固定

されているので，5× 4− 1パズルや 2× 5− 1パズルは試

せない．これらの欠点を克服するために，マルチプラット

フォームのmn− 1パズルアプリを開発した．ここではそ

の概要について述べる．

7.1 開発環境Qtについて

Qt は 1994年にノルウェーの Trolltech が開発したクロ

スプラットフォーム UIフレームワークである．Qt 自体は

C++のクラスライブラリ群として提供されており，これを

用いることで同一のコードでWindows / Linux / Mac OS

X / QNX / VxWorks / Android / iOS などのソフトウェ

アを開発することが可能である（[14]）．2010年にリリー

スされた Qt4.7 から新しい UI開発技術 Qt Quick が導入

され，C++に加えて QML(Qt Meta-object Language)と

いう CSSによく似た UI記述言語が使用できるようになっ

た．これによって UIのロジックに JavaScriptが使用可能

となり，スマートフォンやタブレット用アプリに見られる

動的な UIの作成が容易となった．また，Qt Quick にはア

クセシビリティ機能も提供されている．ここで述べるタブ

レット用mn− 1パズルアプリは，[15]及び [16]で用いた

Qt Quick による実装手法で開発を行った．

7.2 ダイナミックUI

本アプリにおいて，プレイヤーはまずmn− 1パズルの

サイズを設定しなければならない．列数と行数はコンボ

ボックスを利用して設定できるようにした．設定は直ちに

反映され，mn − 1個のピースが出現する．ピースの下に

は，loop generatorsに対応した loopgen ボタンが配置され

る．このボタンの個数もパズルサイズに連動して自動的に

変更されるようになっている．

図 14 11 と 2 を選択して Transpose で交換

Fig. 14 Transposition of 11 and 2

図 15 偶奇を選択

Fig. 15 Selection of even or odd

7.3 2種類のプレイモード

本アプリのプレイ画面は 2モードあり，最下部のタブで

切り替えることが可能である．「Loop generatorsモード」

は，ランダムに配置されたピースを画面下部の loopgenボ

タンを使って移動させ， 1 ～ 15 の順に整列させること

を目指すモードである（図 13）．

もう一方の「偶奇判定モード」は，与えられた配置が実

現可能かどうか判定するモードである．実現可能な配置か

どうかは偶数回の互換で整列できるかを調べれば良い．こ

のモードでは，2個のピースをクリックで選択しTranspose

ボタンを押すことでピースを交換できる（図 14）．プレ

イヤーはできる限り Transposeボタンを利用しないように

して実現可能かどうかを見つけることを目指す．実現可能

（偶置換）であることがわかった段階でコンボボックスか

ら「Solvable」を，実現不可能（奇置換）であることがわ

かったら「Unsolvable」を選択する（図 15）．すると，正

解なら「Correct!」不正解なら「Incorrect!」が表示される．

7.4 アクセシビリティ

本アプリには，Qt Quick のアクセシビリティ機能を用

いて UIの各構成要素にスクリーンリーダーで読み上げ可

能な文字列を埋め込んでいる．これにより，指でなぞるこ
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図 16 ピースの読み上げ機能

Fig. 16 Accessibility of UI

とでスクリーンリーダーがピースを読み上げ，パズル内の

ピース配置を把握できる（図 16）．指でなぞるとき，各

ピースは移動しないように設定されており，画面下部の各

種ボタンの実行はダブルタップで行う．また，操作が実行

されたことを把握するために，ピースが移動した際には移

動音を，パズル完成時には正解音を出すように配慮した．

8. おわりに

本稿で我々は 15パズルにおける loop generators という

回転型操作を導入した．この操作は単純であり，わかりや

すい解法提示が可能であるだけでなく，約 500個のテスト

パターンに対して，解に至るまでの手数が通常操作と同程

度の平均 64手であることを計算実験により示した．この

ことから loop generators を用いた 15パズルは，中高生向

け科学イベントでの教材になり得ると考えられる．そして，

本稿では視覚障害を持つ中高生が利用できるように，点字

ラベルを貼った 15パズルと，サイズ変更や配置の偶奇判

定が可能なタブレット用mn− 1パズルアプリを作成した．

次のステップとして，この 2種類のパズルを視覚障害を

持つ中高生向け科学イベントで実際に利用し，有効性を検

証することが今後の課題である．また，mn − 1パズルア

プリについては，数式処理システムと連携して解を求め，

解法を助言・提示するアプリへ発展させることも重要と考

える．
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