
2017年度情報処理学会関西支部 支部大会 

 

 

G-23 

線形変換された余弦分布を用いた効率的な相互反射計算 
Efficient Calculation for Interreflection using Linearly Transformed Cosines 

 岡田 航輔†   岩崎 慶‡ 
Kousuke  Okada      Kei  Iwasaki 

 

1． はじめに 

CG の分野において，壁などで反射した光が別の物体を

照らす相互反射光の計算は重要であり，相互反射光を考慮

することで写実的なレンダリングが可能になる．Xu らは，

様々な反射特性の BRDF(Bidirectional Reflectance Distribution 

Function)を扱うことができる相互反射光の計算手法を提案

した[1]．この手法は球面ガウス関数による BRDF近似に基

づいており，相互反射光の計算を，球面三角形領域におけ

る球面ガウス関数の積分に帰着させた．しかし，この積分

は解析的に計算することができないため，不均一な区分線

形近似を用いて近似解を求めている． 

Heitzらは，球面多角形領域における球面上の分布の積分

を解析的に計算する手法を提案した[2]．この手法では余弦

分布を基本分布とし，余弦分布を線形変換することで表さ

れる分布である Linearly Transformed Cosines(LTC)を提案し

ている．LTC の球面多角形領域における積分計算は，余弦

分布の積分計算に変換することができる．余弦分布の球面

多角形領域における積分は解析的に計算可能なため，LTC

の積分も解析的に計算可能となる．しかしながら，この方

法では多角形で表現された光源からの直接光の計算のみを

考慮しており，相互反射光を考慮していない． 

本論文では LTCを用いた効率的な相互反射光の計算手法

を提案する．余弦分布と球面ガウス関数の間の適切な線形

変換行列を求め，球面ガウス関数の積分計算を余弦分布の

積分計算に変換することで，解析的な相互反射光の計算を

可能にする． 

2． 相互反射光の計算 

 図１に見られる経路を取る１回反射の相互反射光の計算

について考える．受光面の点𝐱から視点方向𝐨へ向かう相互

反射光のレンダリング方程式は以下のようになる． 

ここで𝐫は反射面𝑇の点𝐲から𝐱へ向かう方向ベクトルであり，

積分領域Ω𝑇は反射面𝑇によって定められる球面三角形であ

る．また，𝜌xと𝐧xは点𝐱での BRDF と法線である．𝐿(𝐫)は𝐲

から𝐱へ向かう反射輝度であり，球面ガウス関数で近似表

現できる．XuらはBRDFや光源を球面ガウス関数で表現す

ることで式(1)を以下の式に帰着させた（詳細な導出は[1]

を参照）． 

𝐿x(𝐨) ≈ 𝐻(𝐫ℎ
′ )∫ 𝐺(𝐫; 𝐫ℎ , 𝜆ℎ)

Ω𝑇

𝑑𝐫. (2) 

ここで𝐻(𝐫ℎ
′ )は滑らかな関数であり，𝐺(𝐫; 𝐫ℎ, 𝜆ℎ)は球面ガウ

ス関数であり，以下の式で表現される． 

𝐺(𝐫; 𝐫ℎ , 𝜆ℎ) = 𝑒𝜆ℎ(𝐫⋅𝐫ℎ−1). (3) 
ここで𝐫ℎは軸方向ベクトル，𝜆ℎは鋭さパラメータである． 

式(2)の積分は解析的に計算することができない．そこで， 

Xu らは不均一な線形近似を用いることで解を求めている

が，これは近似誤差を招く．あああああああああああああ    

図１ 相互反射光（１回反射）の経路 

3． 線形変換された余弦分布 

 LTC は余弦分布𝐷𝑜(𝜔𝑜) =
1

𝜋
max⁡(𝑧, 0)を基本分布とする．

ここで，𝑧は方向ベクトル𝜔𝑜の𝑧成分を表す．LTC は基本と

なる余弦分布𝐷𝑜(𝜔𝑜)の方向ベクトル𝜔𝑜に線形変換行列𝑀を

適用して求められる分布𝐷(𝜔)として表される．LTC 𝐷(𝜔)

の方向ベクトル𝜔は，余弦分布𝐷𝑜(𝜔𝑜)の方向ベクトル𝜔𝑜と

線形変換行列𝑀によって以下の式で計算される． 

𝜔 = 𝑀𝜔𝑜/‖𝑀𝜔𝑜‖, 
   𝜔𝑜 = 𝑀−1𝜔/‖𝑀−1𝜔‖. 

(4) 

この行列𝑀のパラメータによって，様々な分布の表現（図

２）が可能になる． 

 

 
図２ 様々な𝑀とそれに対応する LTC 

 

LTCでは，球面三角形Ω𝑆における積分を解析的に計算す

ることができる．⁡Ω𝑆の各頂点に対して𝑀の逆行列を乗算し

て得られる球面三角形をΩ𝑆
′とすると，LTC 𝐷(𝜔)のΩ𝑆につ

いての積分は，余弦分布𝐷𝑜(𝜔𝑜)のΩ𝑆
′についての積分と等し

い[2]．すなわち下記の 式が成り立つ． 

∫ 𝐷(𝜔)𝑑𝜔
Ω𝑆

= ∫ 𝐷𝑜(𝜔𝑜)𝑑𝜔𝑜.
Ω𝑆
′

 (5) 

余弦分布𝐷𝑜の球面多角形上での積分は解析的に計算するこ

とができるので，式(5)は解析的に計算することできる． 

𝐿x(𝐨) = ∫ 𝐿(𝐫)𝜌x(−𝐫, 𝐨)max(−𝐫 ∙ 𝐧x, 0) d𝐫
Ω𝑇

. (1) 
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4． 提案法 

 LTC を用いて効率的に相互反射光の計算を行う手法を提

案する．相互反射光の輝度は，式(2)のように球面ガウス関

数の球面多角形Ω𝑇上の積分で近似される．しかし，このま

までは解析的に計算することができない．そこで，球面ガ

ウス関数を LTCで表現することを考える．球面ガウス関数

を LTCで十分に表現できるなら，球面ガウス関数の積分を

余弦分布の積分に変換することができ，解析的な計算が可

能になる． 

本手法を実現するためには，任意の球面ガウス関数を表

現する LTCのための線形変換行列𝑀を求める必要がある．

𝑀は最適化問題アルゴリズムを用いたフィッティングによ

って求められる．ここで球面ガウス関数の特性に注目する

と，球面ガウス関数は回転不変性を持ち，軸𝐫ℎの傾きによ

る分布形状の変化に関しては考慮する必要がない．よって，

球面ガウス関数の鋭さパラメータλℎのみに対応した𝑀をそ

れぞれ求める．求められる𝑀は以下のような形になり，1

つのパラメータ𝑎のみを持つ． 

𝑀 = [
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 1

]. (6) 

λℎを離散化し，離散化したλℎについて𝑀を求めている． 

 フィッティングによって適切な𝑀が求められたなら，式

(2)は以下のように変換できる． 

𝐿x(𝐨) ≈ 𝐻(𝐫ℎ
′ )∫ 𝐷𝑜(𝐫𝑜)𝑑𝐫𝑜

Ω𝑇
′

. (7) 

ここでΩ𝑇
′ = 𝑀−1Ω𝑇であり（図３），𝐫𝑜は式(4)と同様に求

められる．余弦分布の球面多角形上での積分は解析的に計

算できるので，式(7)は解析的に計算することができる． 

図３ 積分領域の変換 

5． 結果 

 LTC と球面ガウス関数のフィッティング結果を図４，図

５に示す．図４はλℎ = 10の場合，図５はλℎ = 50の場合の

結果になる．図６は各フィッティングにおける球面ガウス

関数と LTCの誤差画像であり，それぞれの平均二乗誤差を

求めると 0.0024（λℎ = 10），0.0020（λℎ = 50）と誤差は

少なく，精度の高いフィッティング結果を得られている． 

 図７では参照画像と提案法によるレンダリング結果の比

較を示す．(a)が参照画像，(b)が提案法，(c)は(a)と(b)の差

分の絶対値を可視化した誤差画像である．図７より提案法

の誤差は少なく，参照画像と遜色がない結果を得ている． 

6． まとめ 

 本論文では線形変換された余弦分布を用いて効率的な相

互反射計算を行う手法を提案した．今後の課題としては，

異方性 BRDF への拡張，計算コストの削減，フィッティン

グの精度向上などが挙げられる． 

 

 

図４ フィッティング結果（λ = 10） 

図５ フィッティング結果（λ = 50） 

 λℎ = 10        λℎ = 50 

図６ 各フィッティングの誤差画像 

 

 
参照画像(a)  

 
提案法 (b) 

 
誤差画像 (c) 

図７ 参照画像(a)と提案法(b)の比較 
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