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概要：覆面算とは，本来数字で表される部分が記号として表された等式から，その等式を成立させるよう
な文字と数字の対応を探し当てるパズルの一種である．覆面算を解析する手法として決定性有限オートマ

トン（DFA）を用いた手法が提案されている．本稿ではより効率的な DFAの構築方法，および DFAの遷

移に追加の情報を保存することによる DFAの状態削減手法を提案する．また提案手法を用いて構築され

た DFAから，覆面算の数を桁数についての一般項で示すための手法を提案し，実際に 2進数，3進数の覆

面算の数の一般項を提示する．
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Abstract: Alphametic is a mathematical puzzle. Players are given a mathematical formula consisting of
letters rather than numerals, and try to find the right substitution of numerals for letters that makes the
formula hold true. A preceding study has proposed a method using DFAs for analyzing alphametics. In this
paper, we propose a more efficient method to construct DFAs, and to reduce the number of DFA states.
We also describe a method which derive a general term formula about the number of alphametic and show
general term formulas for the binary and ternary number systems.

1. はじめに

覆面算 (alphametics または cryptarithm) とは，計算式

の 0 ∼ 9の各数字がそれぞれ別の記号に置き換えられた形

で与えられたとき，どの記号がどの数字に対応しているか

を推測し元の完全な計算式を導き出すパズルである．図 1

は覆面算の一例とその解である．一般に覆面算は，任意の

項数の四則演算の式の形で与えることができるが，本研究

では 3項の加算の計算式のみを考慮する. また通常，覆面

算は少なくとも 1つの解を持つが，本研究では解を持たな

い場合も考慮する．さらに，10進数のみならず，記号を数

字で置き換えたとき k進数の数字として計算した際に解を

持つかも考慮する．

数字に対応する記号を変えることにより同じ計算式を導

く複数の覆面算を与えることができる．そのような覆面算

を等価な覆面算と定義し，1つと数える．本研究の最終目

標は，任意の桁数に対する解を持つ覆面算を k進数ごとに
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図 1 覆面算の例と解

数え上げ，数独プロジェクト [1]のように各覆面算の列挙・

番号付けを行うことである．

先行研究 [2]では桁数 nの覆面算が与えられたとき，そ

の覆面算が k進法のもとで解を持つかの判定を決定性有限

オートマトン (DFA)を用いて判定する手法が提案されて

いる．この手法では，覆面算が満たすべき複数の条件に着

目し，それぞれの条件を判定する DFAをそれぞれ個々に

作ったうえで，それらの積を取ることによって，解を持つ

覆面算を受理するDFAを構築する．しかしながら，この手

法では kが大きくなるにつれ個々の DFAの状態数が増え，

積をとる処理に時間がかかり実用的とは言えなくなってし

まう問題があった．実際，k ≤ 3程度までしかこのDFAを

明示的に構築することができていない．

覆面算の数え上げの手法は先行研究 [3]で提案されてい
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る．この手法では，k-進数での解を持つ n桁の覆面算を数

え上げるため，まず加算が成立する計算式を列挙し，その

数字を文字で置き換えることで覆面算を作成する．しかし

ながらこの手法では，計算式の桁数 nが増えた際に加算が

成立する計算式の数も増加し，処理時間が指数的に増加す

るため実用的な範囲で求めることのできる桁数 nは上限が

存在する．

そこで本研究では，解を持つ覆面算を判定する DFAの

より効率的な構築方法，及び k進数ごとに解を持つ覆面算

の数を nの式 Fk(n)として導出する手法を提案する．

提案する DFAの構築手法では，解を持つ覆面算が満た

すべき複数の条件を判定するための情報を DFAの各状態

で管理することにより解を持つ覆面算を受理する DFAを

直接構築する．さらに，構築された DFAには対象構造が

存在することに着目し，DFAに情報を追加し拡張すること

で，より少ない状態数で解を持つ覆面算を判定できるデー

タ構造を提案する．その結果，先行研究 [2]と比較し高速

に DFAを構築することに成功した．また先行研究 [2]で

は構築できなかった k = 4, 5, 6の DFAの構築に成功した．

覆面算の数え上げでは隣接行列を用いることによって，

k進数ごとに解を持つ覆面算の数を桁数 nの式 Fk(n)とし

て導出する手法を提案する．これにより nの大きさに依

存せず任意の桁数の解を持つ覆面算の数え上げを可能にす

る．実際に k ≤ 3における一般項 Fk(n)を導出することに

成功した．

本論文は以下の構成である．2章で覆面算を形式的に定

義し，3章で解を持つ覆面算を受理するDFAの構築方法を

示し，実際に構築する．4章で 3章で構築された DFAの

状態数を削減する方法について述べる．5章で構築された

DFAから覆面算の数の一般項の導出方法について述べる．

6章の実験において構築した DFAや一般項を示し，7章で

まとめを述べる．

2. 定義

2.1 覆面算

要素数 k ∈ Nの順序付き文字の集合を Σk と表す，Σk の

要素を a,b,c. . .で表し，a < b < c . . .とする．0から k− 1

までの数字の集合を Nk = {n ∈ N | 0 ≤ n ≤ k − 1}と表
す．任意の N∗

k の要素である数字列を，k 進数の数と解釈

する．

定義 1 (k進数-覆面算) 系列 w1, w2, w3 ∈ Σ∗
k に対して，

wi を項と呼び，(w1, w2, w3)を k進数-覆面算と呼ぶ．

写像 π : Σk → Nk を拡張し，Σ∗
k の要素の文字列を数字

列に置き換える準同型写像を π̂ : Σ∗
k → N∗

k と表す．例え

ば，k = 2, π = {a 7→ 1, b 7→ 0}のとき，π̂(aba) = 101で

ある．

定義 2 (解を持つ覆面算) 次の条件を満たす，単射 π :

Σk → Nk が存在するとき，覆面算は解を持つという．

( 1 ) π̂(w1) + π̂(w2) = π̂(w3)が成立．

( 2 )各 wi の先頭文字 wi,top に対し，π(wi,top) ̸= 0．

また，1つの覆面算に対して上記を満たす πが複数存在

した時，その覆面算を複数解を持つ覆面算と呼び，π が一

つしか存在しない時，その覆面算を唯一解を持つ覆面算と

呼ぶ．

2.2 覆面算系列

解をもつ覆面算の集合を正規言語に変換するための操作

を定義する．正規言語に変換することにより DFAでの表

現が可能となる．

一般に覆面算の各項 wi の長さは異なるが，DFAで表現

する際は各項の桁数が等しい必要がある．

定義 3 (等項長覆面算) w3 の最上位桁に終端記号 $をひ

とつ加えた文字列を w′
3 とし，|w′

1| = |w′
2| = |w′

3|となる
ように w1, w2 の上位桁に必要な数だけ $を加えた文字列

を w′
1, w

′
2 とする．w′

1, w
′
2, w

′
3 によって与えられる覆面算

(w′
1, w

′
2, w

′
3)を等項長覆面算と呼ぶ．

図 2に $を追加した例を示す．

b e e r

+ a n d

s o d a s

$ $ b e e r

$ $ $ a n d

$ s o d a s

図 2 等項長覆面算の例

wi,j を覆面算の i項の下位桁から j 番目の文字とする．

定義 4 (覆面算系列) 等項長覆面算 (w1, w2, w3) に対し

て，系列 w1,1w2,1w3,1w1,2w2,2...wn,m を考える．これは等

項長覆面算を筆算の形にして下位桁から縦に文字を読み連

結させた文字列を表現する．この系列を覆面算系列と呼ぶ．

この覆面算系列は正規言語であることが先行研究 [2]によっ

て証明されている．覆面算系列の例を図 3に示す．

$ $ b e e r

$ $ $ a n d

$ s o d a s

rdsenaeadb$o$$s$$$

図 3 覆面算系列の例

文字から文字への写像 γ : Σk → Σk を拡張し，文字列か

ら文字列へ置き換える準同型写像を γ̂ : Σ∗
k → Σ∗

k と表す．

異なる二つの k進数-覆面算系列 r, r′に対して，r = γ̂(r′)

となるような単射 γ が存在するとき，r, r′ を等価な覆面算

系列と呼ぶ．本研究では等価な覆面算を同一の覆面算とし

て扱うため，覆面算系列の正規化を定義する．

定義 5 (正規化された覆面算系列) 覆面算系列を先頭か

ら末尾まで読み進め新規の文字の出現順序が辞書順になる

時，その覆面算系列は正規化されているという．

例として，覆面算系列 r =abbacb$acは正規化されてい

るが，r′ =acbacb$acは bの出現の前に cが出現しているた
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め正規化されていない．この r′を正規化すると abcabc$ab

となる．

2.3 覆面DFA

解を持つ覆面算系列を受理する DFAについて述べる．

定義 6 (遷移文字) ∆k = (Σk ∪ {$})2Σk ∪ {$$$}の要素
を遷移文字と呼ぶ．

遷移文字は，各項の j 桁目を連結した文字列 w1,jw2,jw3,j

を表現する

定義 7 (覆面DFA) 以下の入力と出力を持つ DFAを覆

面DFAと呼び，Mk = (Qk,∆k, δk, q0, fk, gk)と表現する．

この時，Qk は状態集合，∆k は遷移文字の集合，δk は遷移

関数，q0 ∈ Qk は初期状態，fk ∈ Qk を複数解を持つ覆面

算系列が到達する受理状態，gk ∈ Qk を唯一解を持つ覆面

算系列が到達する受理状態とする．

• 入力：覆面算系列
• 出力：正規化された覆面算系列が解を持つ，唯一解を
もつ，解をもたない

DFAは受理，非受理の 2値判定であるが覆面 DFAでは

入力の覆面算系列が，複数解を持つ，唯一解をもつ，解を

もたないの 3値の判定を行う．覆面 DFAは 2種類の受理

状態を持ち，fk に到達した系列を複数解をもつ系列，gk に

到達した系列は唯一解を持つ系列と判定する．入力がどち

らの状態にも到達しなかった時，その覆面算系列は解を持

たないと判定される．

3. 覆面DFAの構築

本節では k 進数-覆面算系列を入力とし，解を持つまた

は唯一解を持つ k 進数-覆面算系列を受理する 覆面 DFA

Mk = (Qk,ΣMk
, δMk

, q0, fk, gk) の構築方法について述べ

る．覆面 DFAは，j − 1桁目まで正しい覆面算系列の接頭

辞であることを前提に，j 桁目の遷移文字列を読んでなお

正しい覆面算系列の接頭辞になりうるときのみ次の状態へ

遷移させ，最後に $$$を読み込んで覆面算系列を受理する．

ここで，受理状態へ遷移する覆面算系列とは次の条件をみ

たすことであった．

( 1 ) 覆面算に直したとき正しい形をしている．

( 2 ) 正規化されている．

( 3 ) 解・または唯一解を持つ．

各状態で上記の条件が暫定的に満たされていることを判定

できる情報を保持し条件を満たす遷移と状態を作成するこ

とで，直接正しい覆面算系列を受理する DFAを構築する．

各状態は，以下の 3つの情報 D, ℓ, P を保持する．

• D = d1d2 ∈ {0, 1}2 は，第 1項，第 2項にすでに $が

出現しているかどうかを表現する．i項に$が出現して

いる時 di = 1となる．wi,j−1 = $ かつ wi,j ̸= $のと

き上記 (1)の条件に違反するためその判定に用いる．

• ℓ ≤ k は，遷移文字列に使うことのできる文字の種類

数を表す．これは上記 (2)の条件の判定に用いる．

• P は 4つ組 (π, c, z1, z2) を要素として持つ空でない集

合である．

π :

Σℓ → Nk if ℓ < k

Σk → Nk if ℓ = k

は可能な割当であり，c ∈ {0, 1} は π の下での繰り上

がりの有無，zi は第 i 項の直前の文字が 0 に割り当て

られているか，を表現している．すなわち，

zi =

0 if π(wi,j−1) = 0

1 otherwise

これらは (3) の条件の管理のために用いられる．特に

z1, z2 は，最上位桁に 0が許されていないことに対応

する．

状態は第 3項にすでに$が出現しているかを表す情報を持

たない．第 3項に$が出現する遷移文字は$$$のみであり，

これは覆面算の終端を表す．以降の判定は行われないため，

不要である．また，覆面算では第 1,2項のみならず，第 3

項の最上位桁が 0 になることを禁止しているが，これに関

する情報が不要であることは以下の議論によって確認でき

る．もし，第 3項の最上位桁に対して 0を割り当てる πを

解とするならば，π は以下の計算式を成り立たせることに

なる．
$ α1 . . .

$ α2 . . .

$ 0 . . .

ここで，α1 = α2 = 0すなわち， π は第 1,2項の最上位桁

に対して 0 を割り当てているため，z1 = z2 = 0 となり，

このような π は解でないことがわかる．

以降，状態 qの持つ情報をそれぞれ，Dq, ℓq, Pq と表す．

覆面 DFAの状態 q から遷移可能な文字は，各遷移文字と

q の持つ情報を比較し，上記条件に違反しない全ての文字

である．各状態の情報は，状態に遷移する一つ前の状態の

情報と状態に到達するときに読んだ遷移文字によって定ま

る．状態 q から遷移文字 x = x1x2x3 ∈ ∆k を読む場合を

考える．遷移可能な場合，遷移先の状態を q′とする．この

とき，Dq′ , ℓq′ , Pq′ は次のように定まる．

Dq′ は各項にすでに $が出現していたか否かであった．

diq = 1 かつ xi ̸= $の時，解を持つ覆面算の条件に違反し

遷移不可能である．遷移可能な時，Dq′ は以下のように定

まる． diq′ = 1 if xi = $

diq′ = 0 otherwise

ℓq′ は遷移文字列に使用可能な文字の種類数を表す．q

からの遷移で使用可能な文字は q からの遷移でも使用可

能である．そこで ℓq′ = ℓq で初期化し，x1 から順に ℓq′
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と xi を比較して行く．xi ̸∈ Σℓq′+1 のとき，正規化された

覆面系列ではなくなるため条件に違反し遷移不可能であ

る．xi ∈ Σℓq′+1 − Σℓq′ の時，新しい文字の出現となるた

め ℓq′ = ℓq′ + 1と更新し比較を続ける．

Pq は可能な割当 π，割り当てに応じた繰り上げの有無 c

と直前の文字が 0に割り当てられるかを表現する z1, z2 の

4つ組みの情報の集合を管理する．pの持つそれぞれの要

素を πp, cp, z1p , z2p と表す．p′ ∈ Pq′ とした時，Pq′ は pと

x に対して以下の全ての条件を満たす (πp′ , cp′ , z1p′ , z2p′ )

の集合となる．

• πp′(xi) = πp(xi) if xi ∈ Σℓq

• x1 = x2 = $ ⇒ x3 = $ ∨ p′(x3) = 1

• p′(x1) + p′(x2) = p′(x3) + cp′k ただし p′($) = 0

• zi =

0 if p′(xi) = 0

1 otherwise

上記を満たす p′が存在しない時，条件に違反し遷移不可能

である．

また $$$を読み遷移可能な場合，覆面算系列の終了を表

すため受理状態へ遷移させる．このとき，可能な割り当て

集合の数 |Pqj | > 1のとき複数解を持ち，|Pq| = 1の時そ

の覆面算系列は唯一解もつ．すなわち状態 q から$$$を読

んだ際の遷移先は以下のようになる．δk(q, $$$) = fk if |Pq| > 1

δk(q, $$$) = gk if |Pq| = 1

図 4に k = 3の場合の構築途中の覆面 DFAの例を示す．

q1

q2

abb abc

各状態の持つ情報

• q1

– Dq1 = 00

– θq1 = 2

– Pq1 = {({a 7→ 0}, 0, 0, 0)}
• q2

– Dq1 = 00

– θq1 = 3

– Pq1 = {({a 7→ 0, b 7→ 1}, 0, 0, 1),
({a 7→ 0, b 7→ 2}, 0, 0, 1)}

図 4 進数 3 の構築途中の DFA

状態 q1 から abbで遷移した時，q2 の情報は図 4のよう

に決定される．また，abcを読んで遷移しようとした時，

可能な割り当てが存在しないため遷移不可能である．

状態 qから各遷移文字を読んだ遷移先は，すでに同じ情

報をもつ状態が存在する場合その状態を遷移先とし，同じ

情報を持つ状態が他にいない場合新しくその情報をもつ状

態を作成し遷移先とする．

各状態で全ての遷移文字に対して，それぞれ遷移可能か

を判定する．可能である場合次の遷移先の情報を作成し，

情報に基づき遷移先を決定する．作成された全ての状態の

Algorithm 1: 覆面 DFAの構築手法
Input: 進数 k

Output: 覆面 DFAMk

1 Mk を初期状態 q0 のみの DFA として初期化;

2 foreach 状態:q of Mk do

3 foreach 遷移文字列:a of ΣMk
do

4 if a が正しい計算式の形式または正規化に違反 then

5 continue;

6 a,q から遷移先の D, θ を決定;

7 foreach p of Pq do

8 if p で加算が成立 or p に割当を追加し加算が成立

then

9 遷移先の P に a,p で定まる (π, c, zi) を追加 ;

10 if 遷移先の P が存在しない then

11 continue;

12 if 状態 q′ と遷移先の情報が一致 then

13 δ(q, a) = q′ ;

14 else

15 遷移先の情報を持つ状態 q′′ を作成;

16 δ(q, w) = q′′ ;

17 output Mk;

遷移先を定めることにより，覆面 DFAが構築可能である．

図 5に上記の方法で構築した 2進数覆面 DFAを示す．

k = 2のとき，aに対応する数字が決まると，bに対応する

数字も決まるため，常に唯一解を持つ．したがって，図 5

の受理状態は gk の 1つとなる．

4. 覆面DFAの状態数の削減

前章の構築法を用いることにより唯一解を持つ，または

解を持つ覆面算系列を受理する DFAが構築できる．この

ようにして構築された覆面 DFAは対称的な部分構造を複

数箇所に持つ．

前章の手法で構築した 2進数覆面 DFAを具体例とする．

以降 qiは図 5の iでラベルづけされた状態をさす．初期状

態から aaa,abbをそれぞれ読んで遷移する 2状態 q1, q4と，

aab,abaそれぞれ読んで遷移する 2状態 q2, q3に着目する．

前者の 2状態からともに到達できる状態の集合を Q，後者

の 2状態からともに到達できる状態の集合をQ′とした時，

|Q|, |Q′| > 1である．また，|Q∧Q′| = 1であり，両者から

遷移できる共通の状態は受理状態のみである．これは図 5

の DFAを見ても明らかである．初期状態から左右にそれ

ぞれ独立した部分構造が作成され，最終的に一つの受理状

態にまとまる構造をしている．k = 2の場合，q1, q4に遷移

する文字は，{a 7→ 0, b 7→ 1}の割り当てで加算が成立し，
q2, q3 に遷移する文字は，{a 7→ 1, b 7→ 0}の割り当てで加
算が成立する．q1, q4 と q2, q3 の持つ割り当ての情報は異

なるので，それぞれから作成される遷移先の状態の情報が
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図 5 2 進数覆面 DFA

一致することはないため，独立した部分構造が作成される．

ここで，q ∈ Q と q′ ∈ Q′ の 2 状態が持つ情報を比較

した時，割り当ての情報のみが異なる 2 状態が複数組存

在する．図 5 の覆面 DFA での一例として，aaabab の系

列を読み到達する状態 q5 と abaabaを読んで到達する状

態 q3 の 2状態に着目する．この時，Dq5 = Dq3 = (0, 0)，

ℓq5 = ℓq3 = b，Pq5 = {({a 7→ 0, b 7→ 1}, 0, (1, 0))}, Pq5 =

{({a 7→ 1, b 7→ 0}, 0, (1, 0))}であり割り当ての情報のみが
2状態で異なる．{a 7→ b, b 7→ a}の写像を q5のもつ割り当

てに適用した時 q3 の情報と完全に一致する．このような

割り当ての情報のみが異なる状態が複数組存在するため，

対称構造が構築される．図 5における割り当てのみの情報

が異なる 2状態 (q, q′)を表 1に示す．

表 1 割り当ての情報が同じ 2 状態
(1,10) (4,15 ) (5,3) (6,2) (17,11)

(18,26) (19,13) (20, 16) (21,9) (22, 7)

(23, 8) (24,12) (25,14)

図 6に k = 2の場合の，上記の 2状態のペアをまとめた

DFAを示す．図に記載された写像は上記の 2状態のペアを

まとめることが可能な写像である．具体例として k = 2の

覆面 DFAについて議論してきたが，k ≥ 3の覆面 DFAに

おいても割り当ての情報のみが異なる状態の組が存在し，

対象的な部分構造が作られる．kが増加するにしたがって

割り当てが k!で増加し，対称構造の数もそれに応じて増加

する．

上記のような状態をまとめることにより，状態数の削減

を行う．文字から文字への単射を γ : Σk → Σk とする．写

像 γは覆面DFAの状態 qの情報 Pq が管理する複数の割り

当てに関する情報の文字と数字の割り当てを γ にしたがっ

て変更する．

γ(Pq) = {p ∈ Pq | (γ ◦ pπ, pc, pz1 , pz2)}

覆面 DFA 中の異なる 2 つの状態 q, q′ において Dq =

Dq′ , ℓq = ℓq′ , Pq = γ(Pq′)となるような γ が存在する 2つ

の状態を類似な状態と呼び，この 2状態がまとめる対象と

なる．q, q′をまとめる際，本来 q′に遷移をするはずの遷移

文字列を qへの遷移へと変更する．このとき可能な割り当

てが変わってしまい，q から次に遷移文字列を読んで遷移

する際に解をもつ覆面算系列の接頭辞でなくなったり，入

力が解を持つ覆面算系列にもかかわらず受理されなくなっ

たりしてしまう．これを防ぐために類似な 2状態をまとめ

た際，q への遷移文字とともに写像 γ を遷移の情報として

保持する．図 7に k = 2の場合の類似な 2状態の 1つの組

をまとめる様子を示す．

状態 q2 から baaの遷移先を作成する時，状態 q4 が存在

しない場合，前章の構築方法では新しい状態 q4 が作成さ

れる．しかし，写像 γ : {a 7→ b, b 7→ a}によって q3, q4 の

The 22nd Game Programming Workshop 2017

© 2017 Information Processing Society of Japan - 240 -



0

1
aaa

2

aab 3

aba

4

abb
aaa

bba

bab
abb

bba

aaa

5
abb

6

a$b
7

bab

8

b$a9

$ab

10

$ba

11

$$a

bbb

aab

aba
baa

$bb

12

$aa

aaa

bba

bab
abb

a$a

13

b$b

bba

aaa
abb
bab$ab

$ba

a$b
b$a$$a

bba

aaa
abb

a$b
bab

b$a

b$b
a$a

$ab
$ba

$$a$bb
$aa

$$$

$bb
$aa

$$$
a$a

b$b
$$$

{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}
{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}

{a↦b,b↦a}
{a↦b,b↦a}

図 6 進数 2 の覆面 DFA

q1 q2

q3 q4

baa

{a7→b,b7→a}abb

各状態の持つ情報

• q1

– Pq1 = {({a 7→ 0,b 7→ 1}, 0, 0, 0)}
• q2

– Pq2 = {({a 7→ 1,b 7→ 0}, 0, 1, 0)}
• q3

– Dq3 = 00

– θq3 = 2

– Pq3 = {(a 7→ 0,b 7→ 1)}, 0, 0, 1)}
• q4(実際は作成されない)

– Dq4 = 00

– θq4 = 2

– Pq4 = {({a 7→ 1,b 7→ 0}, 0, 0, 1)}
図 7 2 状態をまとめる

持つ情報が等しくなる．そこで，δ(q2, baa) = q3 とし，γ

を遷移とともに保持する．これにより状態 q4 が新しく作

成されず，状態数が削減される．

上記の類似な状態をまとめた覆面 DFAを拡張覆面DFA

と呼び，EMk = (Qk,∆k, δstate, δperm, q0, fk, gk)と表す．

また，Πkを Σk上の順列の全体集合とする．このとき，Qk

は状態集合，∆k は遷移文字，δstate : Qk ×∆k → Qk 状態

遷移関数，δperm : Qk ×∆k → Πk は写像遷移関数，q0 は

初期状態，fk は複数解を持つ覆面算系列が到達する受理状

態，gk は唯一解をもつ覆面算系列が到達する受理状態で

ある．拡張覆面 DFAで遷移する時，状態の他に入力を変

換する写像 γ ∈ Πを保持する．q ∈ Qk, x ∈ ∆k とした時，

δ : Qk ×Πk ×∆k → Qk ×Πk を次のように定義する．

δ(q, γ, x) = (δstate(q, γ(x)), δperm(q, γ(x) ◦ γ)

ただし，γ ◦ γ′ は合成写像を表す．w ∈ ∆∗
k, x ∈ ∆k とした

時，拡張覆面 DFAの遷移は帰納的に表現される．

δ∗(q, γ, ϵ) = (q, γ)

δ∗(q, γ, wx) = δ(q′, γ′, x)ただし (q′, γ′) = δ∗(q, γ, w)

拡張覆面DFAの入力 r ∈ ∆∗
k が唯一解を持つ場合と複数

解を持つ場合で以下のように遷移する．

δ∗(q0, ι, r) = fk if rが複数解を持つ覆面算系列

δ∗(q0, ι, r) = gk if rが唯一解を持つ覆面算系列

ただし ιは ∀v ∈ Σk, v = ι(v)となる写像である．

実際の拡張覆面 DFAの構築では，前章の構築の過程で

遷移先の状態の情報が定まった時，すでに作られた状態の

中に類似な状態があるかを走査する．この時，類似な状態

が見つからない場合は新しく状態を作成しその状態に遷移

させる．類似な状態が見つかった場合は類似な状態に遷移

を作り，遷移文字とともに写像を保存する．その結果，前

章の構築方法では複数作成される類似な状態が全て 1つの

状態で表現されるため状態数が削減される．

5. 覆面算の数の一般項の導出

覆面 DFAは以下のような性質を持つ．
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• 覆面 DFAは正しい覆面算を受理する．

• n回の遷移で受理される覆面算系列は n− 1桁の覆面

算となる．（受理される覆面算系列は $$$を遷移文字

列として遷移し受理されるため．）

よって，n回の遷移で受理状態に至るパスの総数を数える

ことにより n− 1桁の覆面算の総数 Fk(n)を導出できる．

Fk(n)の導出は覆面 DFAの隣接行列の累乗をもとめ導

出する. 覆面DFAの隣接行列をAとする．Aの各要素 ai,j

は覆面 DFAの状態 qj から qi への遷移可能な遷移文字の

数を表す．このとき，An
i,j が状態 qj から qi へ n回の遷移

で到達するパスの総数となる．

開始状態から受理状態までのパスの数は，An の受理状

態に対応する要素を取り出す行列 Lを左から An にかけ，

初期状態に対応する要素を取り出す行列 Rを右から Anに

かけることによって求まる．

Lは 1×mの大きさの横ベクトルであり，Rはm× 1の

縦ベクトルとなる．Lは解を持つ覆面算の数の一般項を求

める場合と，唯一解を持つ覆面算の数の一般項を求める場

合で異なる．解を持つ覆面算の一般項を導出する際は，L

の列のうちと覆面 DFAの fk に対応する列と，gk に対応

する列の二箇所を 1とすることで導出が可能である．唯一

解を持つ覆面算の一般項を導出する際は，Lの列のうち fk

に対応する列を 1とすることで導出が可能である．唯一解

を持つ覆面算の一般項を求める時，L,R は以下のように

なる．

L1,i =

1 if (qiが唯一解を受理する状態のとき)

0 otherwise

Ri,1 =

1 if (i = q)

0 otherwise

一般項 Fk(n)は Anの各要素 ai,j を nの式で表すことが

できた時，求めることが可能である．

具体的に，図 8に示す簡単なオートマトンMex を用い

て，受理状態に n回の遷移で到達できるパスの総数を求め

る．この DFAの隣接行列から導くことができる An
Mex
を

図 9に示す．

一般項を求める時，状態 q1 が開始状態，q6 が受理状態

のため，一般項 FMex(n)は以下になる．

FMex
(k) =

(
0 0 0 0 0 1

)
An

Mex
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図 8 具体例Mex
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図 9 An
Mex

表 2 覆面 DFA の状態数
進数 k 2 3 4 5 6

先行研究 [2] 243 1180 307233 - -

提案手法 (まとめない) 28 110 859 10267 370719

提案手法 (まとめる) 15 27 163 1062 19252

表 3 解を持つ覆面算の数の一般項 Fk(n)

進数 k Fk(n)

2 3× 2n−2(2n−1 − 1)

3 −3n−1 − 2× 5n−1 + 4× 9n−1

表 4 唯一解を持つ覆面算の数の一般項 Fk(n)

進数 k Fk(n)

2 3× 2n−2(2n−1 − 1)

3 3n−1 − 4× 5n−1 + 4× 9n−1

6. 実験

実際に，2 ≤ k ≤ 6の範囲で覆面 DFAを構築し，k = 2

の場合の覆面 DFAを図 6に示す．k ≥ 3の覆面 DFAに関

しては状態数が多いため省略する．

先行研究 [2]で構築された DFA，提案手法のうち類似な

状態をまとめていない覆面DFA，類似な状態をまとめた覆

面 DFAそれぞれの状態数を表 2 に示す．先行研究 [2]で

は，k ≥ 5のとき構築時間が長く構築できなかったため状

態数の表記が −となっている．提案手法では条件を判定
するための情報を各状態で持つことにより直接 DFAを構

築しているため先行研究 [2]と比較し高速に覆面 DFAの

構築が可能である．そのため，k = 5, 6の覆面 DFAの構

築を可能とした．また，類似な状態をまとめることにより

状態数の削減が行えたことも確認できた．しかしながら，
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表 5 解をもつ覆面算の総数
先行研究

基数＼桁数 1 2 3 4 5 6 7

2 0 3 18 84 360 1488 6048

3 1 23 265 2639 24913 229703 2093785

4 2 69 1463 26716 456639 7561377 123194460

5 2 115 4622 148483 4184478 110899540 -

6 2 123 8650 498307 22931188 - -

7 2 129 11108 1132397 - - -

8 2 124 11768 1701945 - - -

9 2 129 11831 1882449 - - -

10 2 123 11935 1935453 - - -

提案手法
基数＼桁数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 0 3 18 84 360 1488 6048 24384 97920 329448

3 1 23 265 2639 24913 229703 2093785 18973439 171399073 1545756023

4 2 69 1463 26716 456639 7561377 123194460 1990281467 32011044231 513628524308

5 2 115 4622 148483 4184478 110899540 2852251360 72299094358 1819642046811 45638896933615

k ≥ 7の時，状態数が多くなってしまい類似な状態の探索

や遷移先を決める状態の数が増加してしまい，構築するこ

とができなかった．

k = 2, 3の場合の解を持つ覆面算の数の一般項 Fk(n)を

表 3 に示し，唯一解を持つ覆面算の数の一般項 Fk(n)を表

4に示す．本実験では，数式処理ソフト Mathematica [4]

を用いることによって一般項を求めた．

k = 2の場合は，aの割り当てが決まった時に bの割り

当ても一意に定まるため，全ての覆面算が唯一解をもつ覆

面算となる．

k ≥ 4の時，Mathematica [4]を用いて一般項を求めるこ

とは不可能であった．これは k の増加とともに覆面 DFA

の状態数が増加し，隣接行列の大きさが大きくなることや，

連立漸化式の式の数が増え，一般項を求める処理に時間が

かかるためである．

そこで先行研究 [3]で行われていたように，長さ n,進数

kごとに覆面算の数を求め，その結果を表 5に示す．先行

研究 [3]の手法では，k = 10においても n = 4までの数え

上げを行うことはできているが，nの増加とともに正しい

計算式から覆面算への変換の処理時間が増加するため数え

上げが困難になっている．提案手法では k ≤ 6までのDFA

しか構築できていないため k ≥ 7の覆面算の数え上げは不

可能である．また，k = 6に関しては状態数が増えるため

隣接行列の累乗を求めるのに時間がかかり数え上げが困難

であった．しかしながら，k ≤ 5の覆面 DFAの状態数が

比較的少ないため，隣接行列の積を求めることが可能であ

る．n桁の覆面算の数は隣接行列の n乗で求めることがで

きる．そのため，先行研究 [3]では不可能である Fk(100)

のような大きい桁数の覆面算の数え上げが可能である．

7. まとめ

本論文では解を持つ覆面算系列，または唯一解を持つ覆

面算系列を受理する DFAの構築方法と，覆面 DFA中の

対称構造に着目した状態数の削減をする手法を示した．ま

た，そのDFAから解を持つ，または唯一解を持つ覆面算系

列の数に関する一般項を求める解析手法を提案し実際に解

を持つ覆面算と唯一解を持つ覆面算の数の一般項を進数ご

とに導出した．先行研究 [2]と比較し，その構築方法を変

えることで状態数の削減を可能にし，先行研究 [2]では構

築不可能であった進数の覆面算系列を受理する覆面 DFA

の構築を可能とした．また，先行研究 [3]では，覆面算の

数を長さ及び進数ごとに求めていたが本研究では長さに関

する一般項を進数ごとに求めることを可能にした．
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