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FFTカーネルを用いたKNLでのスケーラビリティに関する
調査

青木 聖陽1 廣田 悠輔2 今村 俊幸2 横川 三津夫1

概要：FFTは音声・画像の信号処理や数値シミュレーションなど幅広い分野で用いられるデータ解析アル

ゴリズムである．また，3次元 FFTは流体シミュレーションで用いられ，現実的なシミュレーションコー

ドの実行のためには FFTカーネルと共にハードウェアにも高い並列計算性能が要求される．FFTは内部

に自明な高並列処理を有するためメニイコアや GPUなどでの並列処理には向いているが，連続アドレス

のアクセスとストライドアクセスが同時に現れるためメモリ周りに高い性能を要求することが知られてい

る．本稿では，近年注目されている，Intel Xeon Phiの第 2世代 Knights Landing（KNL)上での 3次元

FFT応用を視野に入れて，STREAMベンチマークや FFTEの C言語移植版，FFTWなどの基本カーネ

ルコードを使用し KNLのメモリ周りの性能測定をまず調査する．更に，KNL上での 3D-FFT処理の並

列性能評価（特にスケーラビリティ）に関する性能分析を行う．

Aoki Masaaki1 Hirota Yusuke2 Imamura Toshiyuki2 Yokokawa Mitsuo1

1. はじめに

高速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform; FFT)[1]は

音声・画像の信号処理や数値シミュレーションなど幅広い

分野で用いられるデータ解析アルゴリズムである．また，3

次元 FFTは流体シミュレーションで用いられ，現実的なシ

ミュレーションコードの実行のためには FFTカーネルと共

にハードウェアにも高い並列計算性能が要求される．近年，

Intel Xeon Phiの第 2世代 Knights Landing（以下 KNL)

を代表とする新たなプロセッサが出現し，アプリケーショ

ン利用者ならびに数値計算ルーチン開発者は高い性能を得

られることを期待している．メニイコアをターゲットハー

ドウェアとしたときの FFTの性能についてレビューをし

たところこれまでに数件の学会発表が見られる．Deslippe

らは Xeon Phiアーキテクチャにおける BerkeleyGWコー

ドの最適化を行い，KNLにおける予備的な結果を示してい

る [2]．WendeらはVASPにおける 3次元 FFTをメニイコ

ア向けに最適化を行い，Haswell CPUおよび Xeon Phiの

第 1世代 Knights Corner上で性能を評価している [3]．高

橋は 1次元 FFTを Intel Advanced Vector Extensions 512
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(以下AVX-512)を用いてベクトル化し，Xeon Phi 7250上

で 91Gflops以上の性能を達成している [4]．また，文献内

で FFTW[6]およびMKL[7]との性能比較も行っている．

我々は，高橋によって作成されたオープンソースの FFT

プログラムである FFTE[5]をC言語化し，組み込み SIMD

関数などの高度な最適化を施したいと考えている．そのた

めに，従来発表の報告と比較して，我々の開発した FFTE

の C言語移植版がどの程度の性能を発揮するかを把握し

ておく必要がある．また，併せて各種 FFTカーネルを同

様の条件で測定することで，KNLの性能をある程度評価

することは可能である．本稿では，KNLについて FFTの

利用・開発の視点から理解するため，最良のハードウェア

かどうかの判断材料となるベンチマークを実施する．KNL

についてはまだ手探りで，性能最適化技術について不明な

点があるため，いくつかの項目について最適化の将来指針

となる情報の蓄積を行う．

本稿の構成は以下の通りである．2章では Six-step FFT

および 3次元 FFTのアルゴリズムについて述べる．3章

では，KNLの基本的な構成について述べる．4章では，実

装した FFTEの C言語版とその他に用いたベンチマーク

コードについて述べ，その性能評価を行った結果を示す．

5章はまとめの章とする．
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2. 高速フーリエ変換

2.1 Six-step FFT

FFTは離散フーリエ変換 (Discrete Fourier Transform;

DFT)を高速に計算するアルゴリズムである．DFTは以

下で定義される．

yk =

n−1∑
j=0

xjω
jk
n , for k = 0, . . . , n− 1 (1)

ここで，ωn = e−
2πi
n ，i =

√
−1 である．式 (1)は入力 xj

を並べた列ベクトルを x，出力 yk を並べた列ベクトルを

y，j行 k列目の要素が ωjk
n となる n次正方行列を Fnとす

ると，次式のような行列ベクトル積に書き換えられる．

y = Fnx (2)

n = n1 × n2 と分解できるとすると，xと y は以下のよ

うな 2次元配列で表現できる．

xj = x(j1, j2), 0 ≤ j1 ≤ n1 − 1,

0 ≤ j2 ≤ n2 − 1 (3)

yk = y(k1, k2), 0 ≤ k1 ≤ n1 − 1,

0 ≤ k2 ≤ n2 − 1 (4)

Fnが持つ周期性から，式 (2)はクロネッカー積を用いて次

式のように変形される [8]．

y = Π⊤
n1,n(In2

⊗ Fn1
)Π⊤

n2,n

diag
(
In2

,Ωn2,n, . . . ,Ω
n1−1
n2,n

)
(In1

⊗ Fn2
)Π⊤

n1,nx (5)

ただし，Inは n次単位行列，Ωk,n = diag
(
ω0
n, . . . , ω

k−1
n

)
を

表す．また，Πは置換行列を表し，Π⊤
n1,nx(j1, j2) = x(j2, j1)

を満たす．

式 (5)より，以下のアルゴリズムが導出される．

Step 1: n1 × n2 行列の転置

x1 = Π⊤
n1,nx

Step 2: n1 組の n2 点 FFT

x2 = (In1
⊗ Fn2

)x1

Step 3: ひねり係数の乗算

x3 = diag
(
In2

,Ωn2,n, . . . ,Ω
n1−1
n2,n

)
x2

Step 4: n2 × n1 行列の転置

x4 = Π⊤
n2,nx3

Step 5: n2 組の n1 点 FFT

x5 = (In2
⊗ Fn1

)x4

Step 6: n1 × n2 行列の転置

y = Π⊤
n1,nx5

#pragma omp for collapse(2) private(i,j,j_,m_,n_)

for(i_=0; i_<m; i_+=NB) {

for(j_=0; j_<n; j_+=NB) {

m_=int_min(i_+NB,m) - i_;

n_=int_min(j_+NB,n) - j_;

for(i_=0; i_<m; i_+=NB) {

for(j_=0; j_<n; j_+=NB) {

*(Dst+i+m*j) = *(Src+j+n*i);

}

}

}

}

図 1 キャッシュブロッキングを用いた転置操作のコード

Fig. 1 Code of transpose using cache blocking techniques.

このアルゴリズムは Six-step FFTと呼ばれる．Step2およ

び 5の FFTはメモリ参照の局所性が高く，キャッシュを

有効に活用できる．一方，Step1，4，6の転置操作はキャッ

シュミスが頻発し，ボトルネックとなる．これを改善する

ため，キャッシュブロッキング手法を用いる．キャッシュ

ブロッキングを用いた転置操作の実装例を図 1 に示す．

NBはブロック幅を定めるパラメータで，データがキャッ

シュ内に全て収まるように設定することで演算器の利用効

率を向上させることが可能である．

2.2 3次元 FFT

3次元 DFTは以下で定義される．

Y (β1, β2, β3)

=

nx−1∑
α1=0

ny−1∑
α2=0

nz−1∑
α3=0

ωβ1α1
n1

ωβ2α2
n2

ωβ3α3
n3

X(α1, α2, α3) (6)

3次元 FFTは各次元方向についての 1次元 FFTによって

計算される．その実装は，以下の手順で実現される．

Proc. 1: x軸方向に対して nynz 組の 1次元 FFT

Proc. 2: y軸方向についてデータ連続化

Proc. 3: y軸方向に対して nxnz 組の 1次元 FFT

Proc. 4: z軸方向についてデータ連続化

Proc. 5: z軸方向に対して nxny 組の 1次元 FFT

Proc. 6: x軸方向についてデータ連続化

3次元 FFTは Six-step FFTと同様に複数組の FFTと転

置操作によって計算される．

3. Intel Xeon Phi KNLの構成

3.1 基本構成

KNLは，高メモリ帯域幅と高い並列処理性能を持った

メニイコアプロセッサである．KNLは 2Dメッシュ・イン

ターコネクトで最大 36個のタイルが接続され，各タイル

は 2つの物理コアをもつ．各コアはハイパースレッディン

グにより最大 4スレッドを同時に実行でき，タイル上の 2
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つのコアで 1MBの L2キャッシュを共有する．L2キャッ

シュは 16wayのアソシアティブで，64Bのキャッシュラ

インで構成される．また，各コアは 2つのベクトル演算ユ

ニット (VPU)に接続され，1サイクルごとに 64の単精度

(SP)または 32の倍精度 (DP)演算が実行できる．KNLが

サポートするベクトル命令セットには x87，SSE，AVXと

AVX2に加え，AVX-512が導入されている．

3.2 クラスタモード

KNLでは，各タイル上のコアは 2コア間で共有する L2

キャッシュにアクセス可能であるが，他の L2キャッシュ

やMCDRAMまたはDDR内のデータにアクセスするため

にはインターコネクトを介して通信を行う必要がある．コ

アは要求するデータがどのタイル上に存在するかを Cache

Home Agent (CHA)によって追跡する．クラスタモード

はチップを仮想領域に分割する方法であり，通信を局所

的にする．クラスタモードには 3 つの主要なモードがあ

り，それぞれ All-to-All モード，Quadrant (4 分割) モー

ド，SNC-4モードである．それぞれの概要を以下にまとめ

る．

(1) All-to-Allモード

タイル・CHA・メモリの間にアフィニティがなく，ア

ドレスがすべてのメモリ上に一様にハッシュされる．メ

モリパフォーマンスは悪いが，他のモードと異なり DDR

DIMMの容量が同一でなくとも使用可能である．

(2) Quadrantモード

チップを仮想的に 4 つの領域に分割し，同一領域内に

データが存在するようアドレスをハッシュする．

(3) SNC-4モード

チップを 4つの NUMAに分割する．同一領域内では低

レイテンシな nearメモリアクセス，それ以外では高レイ

テンシな farメモリアクセスとなる．

また，Quadrantモードの派生として Hemisphere (2分

割)モード，SNC-4モードの派生として SNC-2モードが

あるが，分割数が 4つでなく 2つであること以外は同じで

ある．

3.3 メモリモード

KNLはコア数の向上に伴い，DPおよび SPの性能向上

は言うまでもないが，前世代の KNCに比べてメモリ周り

の変化がアプリケーション性能に大きく影響する．KNLは

いわゆる大規模主記憶であるDDR4と中規模な高速記憶領

域MCDRAMを 3つのモードで使い分けられる構成をとっ

ている．カタログ性能上，DDR4は 90GB/s，MCDRAM

は 400GB/s以上の性能ができると期待されている．3つ

のモードはそれぞれ Cacheモード，Flatモード，Hybrid

モードと呼ばれる．それぞれの概要を以下にまとめる．

(1) Cacheモード

MCDRAMを Last Level Cache (LLC)として使用する．

ハードウェアがMCDRAMの使用を制御する．MCDRAM

はダイレクト・マッピングキャッシュで，64Bのキャシュ

ラインで構成される．

(2) Flatモード

MCDRAMを NUMAノードとして使用する．ユーザが

MCDRAMの使用を制御する．

(3) Hybridモード

Flatモードと Cacheモードを組み合わせる．メモリ比

率は設定可能である．

4. 実装と性能評価

4.1 FFTE-C

本稿では，高橋によって作成されたオープンソースのFFT

プログラムであるFFTE[5]のC言語への移植を行った．こ

のプログラムを FFTE-Cと呼ぶこととする．C言語に移植

するに当たり，長さ nの複素数データを配列 aに格納する場

合，a[2k], 0 ≤ k ≤ n−1に実数部，a[2k+1], 0 ≤ k ≤ n−1

に虚数部を格納するものとした．FFTEは，基数 2，3，4，

5，8の FFTを用いてデータ長 2p3q5r の複素数データに対

する FFTおよび逆 FFTを計算する．

今回は，FFTE-Cを用いて 1次元の実数データに対する

Six-step FFTと 3次元の複素数データに対する 3次元FFT

を実装し，AVX-512によるベクトル化および OpenMPに

よる並列化を行った．AVX-512によるベクトル化は ivdep

プラグマを用いたコンパイルによる自動ベクトル化である．

4.2 ベンチマークコード

ベンチマークコードとして，FFTW(version 3.3.6-pl2)[6]，

MKL(version 2017 update 2)[7]，FFTE-C，Transposeベ

ンチマークコードおよび STREAMベンチマークコードを

用いる．各 FFTは事前にひねり係数を生成し，変換部分

のみを測定対象とする．また，FFTWについては planner

に “measure”を使用する．本稿では，以下の 4つのプログ

ラムについて性能を測定した．

• MKL，FFTW，FFTE-Cによる 1次元 FFT

• FFTE-Cによる 3次元 FFT

• Transpose (転置操作)ベンチマーク

• STREAMベンチマーク

4.3 実行環境

本稿では，Xeon Phi 7210を用いて性能評価を行った．

その仕様を表 1に示す．

クラスタモードは Quadrant，メモリモードは Flatモー
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表 1 Intel Xeon Phi KNL の仕様

Table 1 Specification of Intel Xeon Phi KNL.

Processor Number 7210

Cores 64

Operating frequency 1.3 GHz

L1 cache Instruction cache : 32KB

Data cache : 32KB

L2 cache 1MB

(shared between 2 cores)

Main memory MCDRAM 16GB

DDR4 48GB

ドとする．コンパイラは Intel コンパイラ (icc, 17.0.2

20170213) としコンパイラオプションは-O3 -qopenmp

-fma -xMIC-AVX512を使用した．GNU CCコンパイラは

4.9以上でAVX512をサポートするが，今回は使用しない．

環境変数 KMP AFFINITY=granularity=fine,balancedに

設定し，numactl -m 1によりデータはすべてMCDRAM

に割り当てた．また，KNLに直接は関係しないが，AVXで

メモリ周りの実験を行うため-qopt-streaming-storesオ

プションを使用した．このオプションは Streaming Store

命令を生成するか否かを指定するもので，#pragma vector

nontemporalに相当する．

4.4 1次元 FFTの性能

FFTW，MKL，FFTE-Cを用いて，以下のパラメータ

の範囲で 1次元 FFTの性能を測定した．

• 問題サイズ n = 216, 217, . . . , 228

• コア数は 64で固定

• 1コアあたりのスレッド数は 4で固定

測定結果を図 2に示す．1次元 FFTの FLOPSは，内部

で展開する基数で異なるが，今回は基数 2のみの利用を想

定し，問題サイズが n，実行時間が tのとき 5nlog2n/tで

求める．

参考文献 [4]では FFTEは n = 224 あるいは 225 のとき

図 2 1 次元 real FFT の性能 (64 コア 各 4 スレッド)

Fig. 2 Performance of 1d real FFTs

(64 cores, 4 threads per core)

図 3 1 次元 real FFT の性能 (n = 228)

Fig. 3 Performance of 1d real FFTs (n = 228)

100Gflops近い性能を達成しているが，FFTE-Cは最大で

68Gflops程度だった．FFTE-Cでは基数 16の FFTが未

実装であることと，転置操作のメモリアクセスに最適化の

余地があることが考えられる．転置操作の詳細については

Transposeベンチマークで議論する．MKLについては，参

考文献と比較するとピーク性能はかなり高かったが，概ね

等しい傾向が確認された．FFTWについては，バージョン

の違いによるものか参考文献よりも高い性能であることが

確認された．

また，コア数およびハイパースレッディングの影響を見

るため，以下のパラメータの範囲で FFTE-C，MKLおよ

び FFTWの 1次元 FFTの性能を測定した．

• 問題サイズ nは 228 で固定

• コア数=1,2,4,8,16,32,64

• 1コアあたりのスレッド数=1,2,4

測定結果を図 3に示す．

FFTE-Cではハイパースレッティングが効果的に作用し

ていることが確認された．

4.5 3次元 FFTの性能

FFTE-C を用いて，以下のパラメータの範囲で 3 次元

FFTの性能を測定した．

• 問題サイズ n = 323, 643, . . . , 5123

• コア数は 64で固定

• 1コアあたりのスレッド数は 4で固定

測定結果を図 4に示す．3次元 FFTの FLOPSは，1次元

の場合と同様に基数 2のみの利用を想定し，問題サイズが

nx×ny×nz，実行時間が tのとき，5nxnynzlog2(nxnynz)/t

で求める．
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図 4 3 次元 real FFT の性能 (64 コア 各 4 スレッド)

Fig. 4 Performance of 3d FFT

(64 cores, 4 threads per core)

図 5 3 次元 real FFT の性能 (n = 5123)

Fig. 5 Performance of 3d real FFTs (n = 5123)

3次元 FFTの計算は複数組の 1次元 FFTと転置操作に

よって構成されるため，Six-step FFTと基本の動作は同じ

である．よって，Six-step FFTと同様に転置操作のメモリ

アクセスに最適化の余地があることが考えられる．

また，コア数およびハイパースレッディングの影響を

見るため，以下のパラメータの範囲で FFTE-Cの 3次元

FFTの性能を測定した．

• 問題サイズ nは 5123 で固定

• コア数=1,2,4,8,16,32,64

• 1コアあたりのスレッド数=1,2,4

測定結果を図 5に示す．

3次元 FFTにおいても，ハイパースレッティングが効果

的に作用していることが確認された．

4.6 Transposeベンチマーク

Six-step FFTの実装では 2次元に配置した複素数を転

置する操作が 3回必要となる．一般的に転置操作はメモリ

アクセスで性能が抑えられることが知られている．特に，

実装上，連続アクセスとストライドアクセスを併用する

ため，キャッシュメモリ帯域を使い切ることが難しい．ま

た，SIMD命令やスレッド並列などを効率よく組み合わせ

た実装方法にも議論の余地がある．高橋の研究では，単純

な 2重ループ構造では不足する並列度に対して，ブロック

化手法により 4重ループ化し外側 2重ループの一重化によ

り KNLなどのメニイコアでのスレッド並列化に対応する

手法を紹介している [4]．我々は，同様の手法でメニイコア

向けの高スレッド並列化を進めるとともに，個々のスレッ

ド単位での転置操作でのキャッシュと SIMD処理が適切

になされるように，4重ループ構造に対して 6重ループ化

を施す．6重ループ化を施した転置操作のコードを図 6に

示す．

ここで，外側 2重ループでのブロック幅 (NBX)と内側

2重ループのブロック幅 (NB)，さらに再内側ループでのベ

クトル処理の有無の自由度がある（ブロック化は正方でな

く長方形でもよいが，今研究ではパラメータ探索のコスト

を削減するため正方に限定する）．

以下のパラメータの範囲で性能を測定した．

• 行列サイズ n = 163842, 10242

• NBX=8,16,24,32,40,48,56

• NBは 8で固定

• Directive novector | vector (ivdep+simd) | streaming

(ivdep+simd+nontemporal)

n = 163842 の場合の測定結果を図 7に，n = 10242 の場

合測定結果を図 8に示す．

n = 10242 は，LLCに収まる最大サイズである．SIMD

化の有無では性能は変わらず，MBXの値が性能に大きく

寄与する結果となった．測定結果から，LLCに収まる範囲

では 200GB/s収まらない場合は 120GB/s程度までメモリ

帯域を使用することができることが分かった．MCDRAM

の帯域は 400GB/sであるので，transposeではMCDRAM

の 30％程度しか利用できておらず最適化の余地は残って

いる可能性はある．

4.7 STREAMベンチマーク

STREAMベンチマークはメモリ帯域を測定するもので

ある．PRACEのホームページ上で公開されるKNLに関す

る技術において，Triadの性能が報告されている [9]．我々

も同様のパラメータ設定において Triadベンチマークを実

施ほぼ同様の結果を得ている．測定結果を図 9に示す．

表中の DDR4|MCDRAMは測定に使用したメモリを示

しており，always|neverは streaming命令を常に使用する

か，全く使用しないかの指定である．結果からわかるよ

うに，MCDRAM に関しては順アクセスを行えばほぼそ

の帯域 400GB/s を使い切ることができることがわかる．

LLC以下のデータに関しては，streaming命令なしの状況

で cacheバンド幅が 800GB/s以上の高い性能を示すこと

が確認できる．ベンチマーク以前に予測されていはいた

が，MCDRAMの容量 16GBに収まる範囲であれば，その

高い転送性能を確かに使い切ることができ高速化に大いに
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void transpose_kernel( int n, int m, complex *Src, int ld_src, complex *Dst, int ld_dst ) {

for(j=0; j<n; ++j) {

for(i=0; i<m; ++i) {

*(Dst+i+ld_dst*j) = *(Src+j+ld_src*i);

}

}

}

void transpose_local( int n, int m, complex *Src, int ld_src, complex *Dst, int ld_dst) {

for(i_=0; i_<m; i_+=NB) {

for(j_=0; j_<n; j_+=NB) {

int m_=int_min(i_+NB,m) - i_;

int n_=int_min(j_+NB,n) - j_;

transpose_kernel( n_, m_, Src+j_*ld_src*i_, ld_src,Dst+i_*ld_dst*j_, ld_dst );

}

}

}

void transpose( int n, int m, complex *Src, int ld_src, complex *Dst, int ld_dst ) {

#omp parallel for collapse(2)

for(i_=0; i_<m; i_+=NBX) {

for(j_=0; j_<n; j_+=NBX) {

int m_=int_min(i_+NBX,m) - i_;

int n_=int_min(j_+NBX,n) - j_;

transpose_local( n_, m_, Src+j_*ld_src*i_, ld_src,Dst+i_*ld_dst*j_, ld_dst );

}

}

}

図 6 転置操作のコード

Fig. 6 Code of transpose.

図 7 転置操作の性能 (n = 163842)

Fig. 7 Performance of transpose (n = 163842).

寄与することが示される．

5. おわりに

本稿では，FFTEを C言語に移植し，それを用いて実

装した 1次元 FFT (Six-step FFT)と 3次元 FFTのプロ

グラムにAVX-512によるベクトル化およびOpenMP並列

化を実施した．そして，FFTE-C，FFTWおよびMKLを

用いた 1次元 FFTおよび FFTE-Cを用いた 3次元 FFT

を Intel Xeon Phi 7210上で実行し，その性能を測定した．

また，転置操作について性能を測定する Transposeベンチ

マークプログラムおよびメモリ帯域を測定する STREAM

図 8 転置操作の性能 (n = 10242)

Fig. 8 Performance of transpose (n = 10242).

ベンチマークプログラムも実行し，性能評価を行った．

結果として，Six-step FFTならびに多次元 FFTの性能

に大きく影響を与える転置操作において最適化の余地の可

能性が確認された．今後は，メモリ帯域使用の最適化につ

いて検討する予定である．また，組み込み SIMD関数によ

る最適化についても今後研究を進めていく予定である．
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図 9 STREAM ベンチマーク (Triad) の測定結果

Fig. 9 Results of STREAM benchmark (Triad).
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