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複素ラプラス分布に基づく非負値行列因子分解

丹治寛樹1,a) 村上隆啓1 鎌田弘之1

概要：本稿では，信号分離への適用を目指し，実環境の音声信号のスペクトルが従う確率分布を考慮した非
負値行列因子分解（nonnegative matrix factorization; NMF）の評価関数と最適化アルゴリズムを提案する．
信号分離で対象となる音響信号は，調波構造を持つことが多いため，音響信号のスペクトルは複素領域で

優ガウス性を持つ．そこで，本稿では，複素ラプラス分布と呼ばれる原点付近に鋭いピークを持つ分布に

基づく NMFの評価関数を提案する．提案する評価関数は特殊関数を含むため，従来の NMFの評価関数
と比較して最適化は非常に困難である．しかし，NMFの評価関数を最適化する majorization-minimization
（MM）アルゴリズムの導出に従来から用いられている不等式に加え，確率分布に対する Jensenの不等式を
利用することで，MMアルゴリズムを導出できることを示す．シミュレーションの結果，提案する NMF
は従来の NMFと比較して遜色ない分離性能を持つことを確認した．
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1. はじめに

非負値行列因子分解（nonnegative matrix factorization;
NMF）とは，観測された非負の行列を非負の基底と重み
の積に分解する手法である [1, 2]．NMFが初めて適用され
たのは画像からの特徴抽出 [1]であるが，近年，モノラル
音源の信号分離の手法として盛んに用いられるようになっ

た [3–10]．例えば，文献 [3]では，楽音の振幅スペクトロ
グラムに NMFを適用することで，楽音を構成する単一音
のスペクトルとその混合比を推定できることが報告されて

いる．文献 [3]のように，音響信号に NMFを適用する場
合，観測行列には音響信号の振幅またはパワースペクトロ

グラムを用いるのが一般的である．このとき，NMFは観測
行列をランク 1の非負行列の和で近似するため，観測信号
の振幅またはパワースペクトルを音源の振幅またはパワー

スペクトルの和で近似できると仮定する必要がある．

NMFは，観測行列と基底および重みから再構成した行
列との乖離度を評価関数とし，この評価関数を基底および

重みについての非負制約の下で最小化する最適化問題に帰
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着する．古典的には，乖離度としてユークリッド距離の二

乗 [1]や Kullback-Leibler（KL）divergence [1]がよく用い
られている．NMFはパラメータに非負制約があるため，評
価関数の最適化のために majorization-minimization（MM）
アルゴリズム [11]あるいは補助関数法 [12]と呼ばれる手
法を用いて，乗法形の更新式を導出するのが一般的であ

る．MMアルゴリズムを導出するためには，評価関数に対
して一定の条件を満たす上限を設定する必要がある．上限

の設定のために，従来の NMFでは凸関数に対する Jensen
の不等式や凹関数の 1次のテイラー展開が広く用いられて
いる [4, 5, 12]．
近年，信号分離におけるNMFの発展を背景に，複素スペ

クトルの統計的な生成モデルに基づいたNMFが盛んに研究
されている．文献 [6]では，Itakura-Saito（IS）divergenceに
基づいて観測信号のパワースペクトルを分解する IS-NMF
が提案されている．IS-NMFでは，観測信号の複素スペク
トルが複素正規分布に従うと仮定し，複素正規分布の分散

を最尤推定する問題として NMFを定式化する．このよう
に定式化すると，複素正規分布の再生性から，音源の複素

スペクトルの分散の和が観測信号の分散となるため，パ

ワースペクトルの加法性を正当化できる．さらに，文献 [4]
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では，観測信号の複素スペクトルが複素コーシー分布に従

うと仮定し，複素コーシー分布の再生性に基づいて，振幅

スペクトルの加法性を正当化する Cauchy-NMFが提案され
ている．

一方，確率分布の再生性を利用して振幅またはパワース

ペクトルの加法性を正当化することは，必ずしも必要では

ない．例えば，文献 [5]では，t-NMFと呼ばれる，複素 t分

布に基づく NMFが提案されている．t-NMFでは，観測信
号の複素スペクトルが複素 t分布に従うと仮定する．複素

t分布は，その自由度が 1のとき複素コーシー分布に，∞
のとき複素正規分布と等しくなるため，t-NMFは IS-NMF
と Cauchy-NMFの一般化となる．分布の加法性は自由度が
1または∞のときにしか成立しないが，文献 [5]では，自
由度が 2のときに t-NMFが高い分離性能をもつことが報
告されている．

さらに，音響信号の複素スペクトルにとって物理的な意

味を持たないような乖離度でも，信号分離のタスクにおい

ては高い性能を持つことがある．例えば，KL divergenceに
基づく NMF（KL-NMF）は，観測信号の振幅スペクトルが
ポアソン分布に従うと仮定し，ポアソン分布の母数を最尤

推定する問題と等価になる．ポアソン分布は離散的な確率

変数上で定義される分布であるため，振幅スペクトルやパ

ワースペクトルのような連続量のモデリングには適さない

ように思える．しかし，信号分離のタスクでは，観測行列

を振幅スペクトログラムとした場合，KL-NMFがもっとも
高い性能を持つことが報告されている [4, 7]．
近年，NMFの評価関数には，以下の 3点が重視されて

いる．

• 尤度関数に複素分布を用いるか
• 確率分布の再生性が成り立つか
• 複数の評価関数の一般化になるか
本稿では，1 つ目の観点に加え，さらに異なる観点から
NMFの評価関数を構成する．すなわち，実環境の音響信
号がどのような分布に従うかを考慮し，より自然な観測信

号の統計モデルを構築することで，NMFを定式化するこ
とを試みる．

信号分離の対象となる音響信号の複素スペクトルは調波

構造を持つことが多い．このようなスペクトルは周波数領

域上で局所的なピークを持つことから，優ガウス性を持つ

と推測できる．実際に，音響信号の複素スペクトルの実部

および虚部は，正規分布よりもラプラス分布の方がより

よくフィットすることが実験的に示されている [13]．した
がって，観測信号の複素スペクトルは複素数に拡張したラ

プラス分布に従うと仮定するのが自然である．

ラプラス分布は正規分布の分散が指数分布に従うと仮定

し，分散を積分消去することで導出できる．文献 [14]で
は，このラプラス分布の特性に注目し，複素正規分布と指

数分布を用いてラプラス分布を複素数に拡張している．本

稿では，文献 [14]の複素ラプラス分布に着目し，観測信
号の複素スペクトルが複素ラプラス分布に従うと仮定する

Laplace-NMFを提案する．複素ラプラス分布は再生性が成
り立たないため，振幅またはパワースペクトルの加法性を

正当化できないが，観測信号のモデリングという視点では，

提案法の仮定は極めて妥当である．

文献 [15]で提案されている球状ラプラス分布もラプラス
分布の複素数への拡張として知られている．複素ラプラス

分布が指数分布によって分散のスパース性を仮定するのに

対し，球状ラプラス分布では，ガンマ分布を用いて分散に

対し近似的なスパース性を仮定しているため，両者は異な

る分布関数を与える．本稿では，分散のスパース性を厳密

に仮定した方が観測信号を適切にモデリングできると考え，

複素ラプラス分布を用いて NMFの評価関数を構築する．
複素ラプラス分布の分布関数は特殊関数を含むため，

Laplace-NMFの評価関数の最適化は非常に困難である．な
ぜなら，従来 NMFにおいて広く用いられているMMアル
ゴリズムのアプローチでは，アルゴリズムの導出が可能な

上限を設定できないためである．本稿では，従来よく用い

られている不等式に加えて，確率分布についての Jensenの
不等式を利用することで評価関数の上限を設定し，収束の

保証された最適化アルゴリズムを導出する．このアプロー

チは期待値の計算を必要とするが，Laplace-NMFにおいて
は計算機で評価可能な期待値を求めることができる．

2. 非負値行列因子分解

本節では，NMFの一般的な定式化について述べる．NMF
では，全ての要素が非負の観測行列 Y = [ymn] ∈ RM×N

+

を基底W = [wmk] ∈ RM×K
+ と重みH = [hkn] ∈ RK×N

+

の積 Ŷ = WH で近似する．ここで，Ŷ = [ŷmn] ∈ RM×N
+

は観測行列の近似，R+ は半直線 R+ = [0,∞)である．

NMFは，一般的に，wmk と hnk の非負制約の下で，以

下の評価関数を最小化することで，最適なW およびH を

推定する．

F (W ,H) =

M∑
m=1

N∑
n=1

f(ymn; ŷmn) (1)

f(x; x̂)は，xと x̂の乖離度で，以下の条件を満たす．

( 1 ) 全ての x，x̂について，f(x; x̂) ≥ 0

( 2 ) x = x̂ならば，f(x; x̂) = 0

1つ目の条件は，パラメータと無関係な定数を足すことで
容易に満たすことができるため，この定数は省略して書か

れることがある [4, 5]．
NMF を振幅スペクトルに適用する場合，ŷmn =∑K
k=1 wmkhkn であることから，以下の振幅スペクトル

の加法性を仮定する必要がある．

|yCmn| =
K∑

k=1

ςmnk (2)
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ここで，{yCmn}m は時刻 n における観測信号の複素ス

ペクトルの系列，ςmnk は，振幅スペクトルの推定値で，

ςmnk = wmkhknである．パワースペクトルに適用する場合

は，パワースペクトルの加法性を仮定する．ς2mnk = wmkhkn

をパワースペクトルの推定値とすれば，この仮定は次式で

書かれる．

|yCmn|2 =
K∑

k=1

ς2mnk (3)

3. 複素ラプラス分布

本節では，文献 [14]で導出されている複素ラプラス分布
について述べる．

定義 1 µ,y ∈ Cd，z ∈ R+とし，Σを正定値対称行列と

する．y|z ∼ NC(µ, zΣ)，z ∼ E(λ)であるとき，y の分布

p(y)を多変量複素ラプラス分布と定義し，LC(y;µ, λ,Σ)

と書く．

NC は複素正規分布，E は指数分布である．本稿で用いる
確率分布は付録 A.1に記載する．1変量の複素ラプラス分
布の分布関数は，定義より次式で与えられる．

LC(y;µ, λ) =
2

λπ
K0

(
2

√
|y − µ|2

λ

)
(4)

ここで，Kν(t), t ∈ R+は第二種変形ベッセル関数で，本稿

ではその積分形を次式で定義する．

Kν(t) =
1

2

∫
R+

x−ν−1 exp

(
− t

2

(
x+

1

x

))
dx (5)

Kν(t)は，一般の ν において解析的に解くことはできない

が，計算機で数値解を評価することはできる．

4. 複素ラプラス分布に基づくNMF

本節では，観測信号の複素スペクトル yCmn が複素ラ

プラス分布に従うと仮定する Laplace-NMF を提案する．
Laplace-NMFでは，複素ラプラス分布の定義より，yCmn に

対して以下を仮定することと等価になる．

( 1 ) yCmn は平均 0，分散 zmn の複素正規分布に従う

( 2 ) zmn は期待値 λの指数分布に従う

二つ目の仮定では，分散 zmn のスパース性を考慮してい

る．Laplace-NMFでは，さらに，あらゆる分散を考慮して，
zmn を積分消去する．

4.1 振幅スペクトルの分解問題としての定式化

本節では，観測信号の振幅スペクトルを分解する最尤推

定問題として Laplace-NMFを定式化する．式 (4)を尤度関
数とすることから，Laplace-NMFの評価関数 F (W ,H)は

次式で与えられる．

F (W ,H) =
∑
m,n

{
2 log ŷmn − logK0

(
2ymn

cŷmn

)}
(6)

ここで，ymn = |yCmn|，ŷmn =
∑K

k=1 wmkhknである．cは

評価関数の補正係数で，ymn = ŷmn,∀m,nのときに評価関

数が最小となるために必要である．cは以下の方程式の解

で与えられる．

∂F (W ,H)

∂ŷmn

∣∣∣∣
ŷmn=ymn

= 0 (7)

最適な基底W および重みH は，以下の非負制約つき最

適化問題の解である．

min
W ,H

F (W ,H), subject to wmk, hkn ≥ 0,∀m,n, k (8)

4.2 最適化アルゴリズムの導出

式 (6)の最小化問題は，第二種変形ベッセル関数を含む
ため，式 (6)の上限を従来から NMFにおいて広く用いら
れているアプローチと同様に設計しても，更新式を導出で

きない．そこで，本節では，確率分布に対する Jensenの不
等式を利用することで評価関数の上限を求め，この上限に

Jensenの不等式および凹関数の 1次のテイラー展開を適用
して上限を求めることで，式 (8)の最小化問題を解く．
確率分布に対する Jensenの不等式を利用することで，以

下の不等式を得る．

F (W ,H)
c
= −

∑
m,n

log p(ymn; ŷmn)

≤ −
∑
m,n

∫
R+

p(zmn|ymn; ˜̂ymn) log
p(ymn, zmn; ŷmn)

p(zmn|ymn; ˜̂ymn)
dzmn

c
= Q(W ,H) (9)

ここで，˜̂ymnは更新前の ŷmn，zmn ∈ R+は隠れ変数，
c
=は

定数項を除いて等しいことを意味する．複素ラプラス分布

の定義より，p(ymn, zmn; ŷmn)は以下のように与えられる．

p(ymn, zmn; ŷmn) = p(ymn|zmn)p(zmn; ŷmn) (10)

p(ymn|zmn) =
1

zmnπ
exp

(
−y2mn

zmn

)
(11)

p(zmn; ŷmn) =
1

c2ŷ2mn

exp

(
− zmn

c2ŷ2mn

)
(12)

式 (10)–(12)より，Q(W ,H)は以下のようになる．

Q(W ,H) =
∑
m,n

(
2 log ŷmn +

Ep(zmn|ymn;˜̂ymn)
[zmn]

c2ŷ2mn

)
(13)

式 (13) を最小化することで，F (W ,H) を最小化でき

る．式 (13) は ŷmn についての初等関数のみから構成さ

れているため，F (W ,H)と比較して，最適化は容易にな

る．パラメータの更新の過程で zmn の事後分布の期待値

Ep(zmn|ymn;ŷmn)[zmn] =
∫
R+

zmnp(zmn|ymn; ŷmn)dzmn を

計算する必要がある．この期待値は次式で与えられる．

Ep(zmn|ymn;ŷmn)[zmn] = cymnŷmn

K1

(
2ymn

cŷmn

)
K0

(
2ymn

cŷmn

) (14)
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式 (14)の導出は付録 A.2に載せる．
式 (13)は expectation-maximization（EM）アルゴリズムに

おいて最適化される条件付き期待値と見なせる．文献 [16]
で提案されている EMアルゴリズムを用いた NMFの評価
関数の最適化手法では，隠れ変数を wmkhkn としているの

に対し，提案法では，観測信号のパワースペクトルの期待

値を隠れ変数としていることから，文献 [16]と提案法のア
プローチは異なる．

評価関数に対して確率分布についての Jensenの不等式
を適用することにより，式 (8) の最小化問題はより容易
な Q(W ,H)の最小化問題に置き換わった．Q(W ,H)は

ŷmn についての非線形関数を含むことから，以下の不等式

を適用することで，さらに Q(W ,H)の上限を最小化する

問題に置き換える．

log ŷmn ≤ 1

ϕmn
(ŷmn − ϕmn) + logϕmn (15)

1

ŷ2mn

≤
K∑

k=1

ρ3mnk

(wmkhkn)
2 (16)

ここで，ϕmn, ρmnk ≥ 0, ∀m,n, kで，ρmnkは
∑K

k=1 ρmnk =

1を満たす．式 (15)および式 (16)はそれぞれ 1次のテイ
ラー展開，および Jensenの不等式である．式 (15)および
式 (16)はそれぞれ ϕmn = ŷmn，ρmnk = wmkhkn

ŷmn
のときに

等号が成立する．式 (15)および式 (16)を式 (13)に代入す
ることで，Q(W ,H)の上限 Q+(W ,H,ϕ,ρ)を得る．

Q+(W ,H,ρ,ϕ)=
∑
m,n

[
2

{
1

ϕmn
(ŷmn−ϕmn) + logϕmn

}

+
1

c2
Ep(zmn|ymn;˜̂ymn)

[zmn]

K∑
k=1

ρ3mnk

(wmkhkn)
2

]
(17)

ここで，ϕ = {ϕmn}，ρ = {ρmnk}である．Q(W ,H)の代

わりに Q+(W ,H,ϕ,ρ)を最小化することで，Q(W ,H)

を最小化できる．したがって，Q+(W ,H,ϕ,ρ)を最小化

することで F (W ,H)を最小化できる．

wmk および hkn の更新式は，Q+(W ,H,ϕ,ρ) を wmk

および hkn についてそれぞれ偏微分して 0とおいた方程

式を解くことで求められる．t回目の更新における wmk お

よび hknを w
(t)
mk，h

(t)
knとし，ŷ

(t)
mn =

∑K
k=1 w

(t)
mkh

(t)
knとする

と，更新式は以下のように書ける．

w
(t+1)
mk = w

(t)
mk


N∑

n=1

E
p(zmn|ymn;ŷ

(t)
mn)

[zmn]

c2ŷ
(t)
mn

3
h
(t)
kn

N∑
n=1

h
(t)
kn

ŷ
(t)
mn


1
3

(18)

h
(t+1)
kn = h

(t)
kn


M∑

m=1

E
p(zmn|ymn;ŷ

(t)
mn)

[zmn]

c2ŷ
(t)
mn

3
w

(t)
mk

M∑
m=1

w
(t)
mk

ŷ
(t)
mn


1
3

(19)

4.3 パワースペクトルの分解問題としての定式化

Laplace-NMFは，パワースペクトルを分解する問題とし
ても定式化することができる．ymn を観測信号のパワース

ペクトルを ymn = |yCmn|2とすると，式 (4)より，評価関数
F (W ,H)は次式となる．

F (W ,H) =
∑
m,n

{
log ŷmn − logK0

(
2

c

√
ymn

ŷmn

)}
(20)

wmk および hknの更新式は 4.2節と同様のアプローチで導
出できる．

4.4 球状ラプラス分布との関係

本節では，文献 [15]で提案されている球状ラプラス分布
について述べる．さらに，球状ラプラス分布に基づくNMF
が観測行列を振幅スペクトログラムとした IS-NMFと等価
になることを示す．

複素ベクトルに対する球状ラプラス分布は以下のように

定義される．*1

定義 2 µ,y ∈ Cd，z ∈ R+とし，Σを正定値対象行列と

する．y|z ∼ NC(µ, zΣ)，z ∼ G( 2d+1
2 , λ−1)であるとき，y

の分布 p(y)を球状ラプラス分布と定義し，SLC(y;µ, λ,Σ)

と書く．

ここで，G はガンマ分布である．定義 2のように，分散の
分布を G( 2d+1

2 , λ−1)とすると，λが小さいとき，近似的に

分散のスパース性を仮定することになる．しかし，z = 0

付近の密度は小さいため，一般の λの場合には分散のス

パース性の仮定にはならないことに注意が必要である．

球状ラプラス分布の分布関数も第二種変形ベッセル関数

を含むが，この場合は式 (5)の積分を解析的に求めること
ができる．複素数 y ∈ Cに対する球状ラプラス分布の分布
関数は，次式となる．

SLC(y;µ, λ) =
2

λπ
exp

(
−2

√
|y − µ|2

λ

)
(21)

観測信号の複素スペクトル yCmn が SLC(y
C
mn; 0, ŷ

2
mn)に

従うと仮定すると，観測信号の振幅スペクトル |yCmn| = ymn

を分解する問題として，NMFを定式化できる．評価関数
F (W ,H) は，式 (21) の対数を用いれば，次式のように
なる．

F (W ,H) =
∑
m,n

(
2 log ŷmn +

2ymn

ŷmn

)
(22)

式 (22)は IS divergenceの 2倍から定数部を無視したもの
と等しい．したがって，球状ラプラス分布に基づく NMF
は，振幅スペクトルを IS divergence に基づいて分解する
IS-NMFと等価になる．

*1 文献 [15] で提案されている球状ラプラス分布は，厳密には実ベ
クトルに対する分布である．複素ベクトルに拡張する場合，複素
ベクトルが 2つの実ベクトルで構成できることから，次元 dを 2
倍する必要がある．
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(a) K = 3
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(b) K = 4

図 1 観測信号のピアノロール（網掛けの部分で音源がアクティブになる）

Fig. 1 Piano-roll of the observed signals. (Each source is active at the filled

cells.)

5. シミュレーション

信号分離における Laplace-NMF と従来の NMF の性能
をシミュレーションにより比較する．シミュレーション

には，RWC 音楽データベース [17] に収録されたピアノ
（011PFNOM）およびエレキギター（131EGLPM）を用い
る．各音声ファイルから C4，E4，G4，B[4の音高に相当
する 2秒の区間を切り出し，図 1のように重畳することで
合計で 4種類の観測信号を作成する．観測信号は 11025Hz
でリサンプリングし，短時間フーリエ変換することでスペ

クトログラムを得る．このとき，窓関数をハミング窓，フ

レーム長を 512点，フレーム周期を 128点とし，1024点
で FFTを行う．NMFの観測行列は，得られたスペクトロ
グラムから折り返し成分と直流成分およびナイキスト周波

数成分を除外し，振幅またはパワーを算出することで作成

する．

比較対象は，Eu-，KL-，IS-，Cauchy-，t-NMFとし，Eu-，
KL-，IS-NMF，の観測行列には振幅およびパワースペクト
ログラムを用い，それぞれ 2通りのシミュレーションを行
う．t-NMFの自由度は ν = 2, 5とし，Laplace-NMFの補正
係数 cはニュートン法により算出した小数点第 14位まで
の値を用いる．基底の数 K は図 1(a)により作成した音源
の場合は 3，図 1(b)の場合は 4とする．基底および重みは
100通りの乱数を用いて初期化し，3000回更新した後の基
底および重みから一般化ウィーナーフィルタ [18]を用いて
分離信号を求める．Cauchy-NMFの最適化アルゴリズムに
は，naive multiplicative updateアルゴリズム [4]を用い，他
の従来の NMFは MMアルゴリズム [5, 12]により最適化
する．分離結果は，source-to-distortion ratio（SDR）および
source-to-interferences ratio（SIR） [19]により評価する．
図 2にシミュレーション結果を示す．図 2より，Laplace-

NMFの分離性能は他の NMFと比較して遜色ないことがわ
かる．各 NMFの分離性能は少なからず音源に依存するた
め，全体的な傾向を把握するのは困難である．Laplace-NMF
のみに着目すると，パワースペクトログラムよりも振幅ス

ペクトログラムに適用した方が SDRおよび SIRの外れ値
が少なくなる傾向にあることがわかる．これは，振幅スペ

クトログラムに適用する方が評価関数が最適解付近でより

急峻になり，少ない更新回数で良好な分離結果が得られや

すくなるためと思われる．Eu-NMFおよび KL-NMFが他
の NMFと比較して際立って外れ値が少ないのもそのため
である．

複素ラプラス分布は球状ラプラス分布と比較してより強

いスパース性を仮定している．そのため，Laplace-NMFと
振幅スペクトログラムを IS divergenceに基づいて分離する
NMFの間に分離性能の違いが見られることが期待された
が，このシミュレーションにおいては両者の分離性能に明

確な差は見られなかった．

6. まとめ

本稿では，信号分離への適用を目指し，実環境の音響信

号を適切に表現できる複素ラプラス分布を用いて評価関数

を構築する Laplace-NMFを提案した．さらに，シミュレー
ションによって Laplace-NMFがモノラル音源を分離でき
ることを確認した．今後は，Laplace-NMFの性能や初期値
依存性についてさらに検証を進める．

付 録

A.1 本稿で用いる確率分布

本稿で用いる確率分布を以下に列挙する．

複素正規分布 y,µ ∈ Cd,Σ > 0

NC(µ,Σ) = π−d|Σ|−1 exp
(
−(y − µ)†Σ−1(y − µ)

)
(A.1)

指数分布 x, λ ∈ R+

E(λ) = λ−1 exp(−λ−1x) (A.2)

ガンマ分布 x, β ∈ R+, η > 1

G(η, β) = βη

Γ(η)
xη−1 exp(−βx) (A.3)

A.2 期待値の導出

式 (14) を導出する．複素ラプラス分布の定義より，
p(ymn; ŷmn)は以下のように書ける．

p(ymn; ŷmn) =

∫
R+

p(ymn|zmn)p(zmn; ŷmn)dzmn (A.4)

式 (A.4)の両辺を (cŷmn)
−2 で微分すると，右辺に ymn と

zmnの同時分布の期待値Ep(ymn,zmn;ŷmn)[zmn]が出現する．

これを次式に代入することにより，式 (14)が導かれる．

Ep(zmn|ymn;ŷmn)[zmn] =
Ep(ymn,zmn;ŷmn)[zmn]

p(ymn; ŷmn)
(A.5)
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