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GPUクラスタ上における階層型行列計算の最適化

大島 聡史1,a) 山崎 市太郎2 伊田 明弘3 横田 理央4

概要：階層型行列は小さな密行列と低ランク近似行列から構成される行列である. 密行列を階層型行列に

よって近似することで, 大規模な計算をより少ないメモリ量で行うことが可能となる. しかし階層型行列を

用いた計算は複雑であるため,最適化が求められている. 我々はこれまで階層型行列を用いた境界要素法に

よる静電場解析問題の実装と評価をマルチコア CPUやメニーコアプロセッサにて実施してきた. 本稿で

は,階層型行列を係数行列に持つ線形方程式に対する反復法を対象として, GPUクラスタ上での性能評価

や最適化に取り組んだ結果を示す. 主要な計算部である階層型行列ベクトル積計算を構成する密行列ベク

トル積計算をMAGMA BLASに行わせることで高速化を目指したところ, GPUカーネル起動のオーバー

ヘッドにより実行時間が増大したが, BATCHED MAGMAを用いることで大幅に性能が改善した. 実験

環境としては TSUBAME 2.5(最大 8ノード/1ノードあたり 1GPU)および Reedbush-H(最大 8ノード/1

ノードあたり 1GPU)を使用し, それぞれ 8ノードまで性能向上は得られたが, ノード数を増やした場合に

はMPI処理の時間も目立ってきており, さらなる最適化が求められる結果となった.

1. はじめに

大規模な計算や複雑な計算を高速に行いたいという需要

は大きく, そのために高速な演算装置や大容量の記憶装置

が求められている. しかし,計算ハードウェアのさらなる

性能向上には様々な技術的困難が存在している.

2004年頃まで,プロセッサの性能は半導体プロセスの微

細化に基づき動作周波数を向上させることにより向上して

きた. しかし今日では物理的な大きさの限界に起因する微

細化の難しさやリーク電流の増大が問題となり, プロセッ

サの動作周波数の向上は困難となっている. そのため,多

数の計算コアを搭載しプロセッサ全体で高性能を達成す

るプロセッサの普及が進んでいる. 現在 HPC分野にて多

く用いられている Intel社のマルチコア CPU「Xeon」シ

リーズ (Broadwell-EP)は, 1ソケットに最大 20程度の計

算コアを搭載し,1コアあたり 2スレッド同時実行が可能,

総理論演算性能は最大 1TFLOPS 程度である. さらに同

社の最新のメニーコアプロセッサ「Xeon Phi」シリーズ

(Knights Landing)は, 最大で 72の計算コアを搭載し,同時

実行可能スレッド数は 288スレッド (1コアあたり 4スレッ

ド),3TFLOPS程度の演算性能を備えている. マルチコア
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CPUやメニーコアプロセッサよりも並列計算による高い演

算性能に特化したGPUは, さらに計算コア数や理論演算性

能が高く, 最新のHPC向けGPU「Tesla P100」(Pascal)で

は計算コア (CUDAコア)3584個で 5TFLOPS以上の性能

を備えている. しかしマルチコアCPUよりもメニーコアプ

ロセッサ,メニーコアプロセッサよりもGPUの方が単体計

算コアの性能は低い傾向にあるため, 高い演算性能を十分

に発揮するためには高い並列度をうまく活用できるような

アルゴリズムや実装が非常に重要である. 記憶装置,主にメ

インメモリについて見てみると, マルチコアCPUでは現在

DDR3や DDR4メモリが主流であり,転送速度も年々徐々

に増加している. メニーコアプロセッサや GPUでは従来

から同世代の DDR系のメモリよりも高速な GDDR系の

メモリが普及しており, さらにMCDRAM (Multi Channel

DRAM)や HBM (High Bandwidth Memory)といったよ

り高速な三次元積層メモリの採用も進んでいる.

一方,大規模な計算を行いたいという需要は大きい. 特に

大規模な密行列を用いた計算については, キャッシュの活

用などの手法を用いた高速計算に関する研究が多く行われ

ている. しかしながら,大規模な密行列を扱うには多くのメ

モリ容量も必要である. 今日の計算機環境においては, 演算

性能 (FLOPS)の向上に対してメモリ転送速度 (Byte/sec)

の向上は遅れており, メモリ容量 (Byte)の増加も遅れてい

る. 特に高速な三次元積層メモリは価格や仕様の制限によ

り搭載容量が少ない傾向にあり, 限られた容量の高速メモ

リをどのように活用するかは今日の HPCにおいて重要な
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課題となっている. そこで近年注目されているのが, 階層

型行列法 (Hierarchical matrices (H−matrices)[1]である.

階層型行列法では,対象となる行列は多数の部分行列に分

割され, その部分行列の多くは低ランク行列により近似さ

れる. 階層型行列法を用いれば同じメモリ容量でもより大

きな規模の密行列を扱うことが可能となるため, 大規模な

計算が可能となることが期待される. その一方で階層型行

列を用いた計算は通常の密行列を用いた計算と比べて複雑

であるため, 新たな演算法の開発や高速化実装が強く求め

られている.

我々は,静電場解析を主な対象問題として, 階層型行列を

係数行列に持つ線形方程式を反復法で解くための研究を進

めている. 例えば [2]においては, 反復法に占める実行時間

の割合が大きな行列ベクトル積 (階層型行列ベクトル積)に

着目し, メニーコアプロセッサ上での実装法と性能につい

て報告した. 本稿では対象計算ハードウェアを GPUとし

て, 階層型行列ベクトル積計算の実装と性能について報告

する. さらに,より大規模な計算を行うことを目指し, 複数

GPUの活用についての検討や評価を行った結果について

も報告する.

本稿の構成は以下の通りである. 2章では階層型行列の

構成とそれを用いた計算について述べる. 3章では対象と

する行列や計算機環境について述べ, CPUを用いた階層型

行列に対する反復法の実装と性能を示す. 4章ではGPUを

用いた階層型行列に対する反復法の実装について検討し,

特に階層型行列ベクトル積計算やMPI通信時間を中心と

した性能評価を行う. 5章はまとめの章とする.

2. 階層型行列を用いた計算

2.1 階層型行列

本節では N次元実正方行列 A ∈ RN×N について考える.

本論文で扱う階層型行列（Aと表記する）とは，Aを多数

の部分行列に分割した上で，それら部分行列の大半を低ラ

ンク行列を用いて近似したものである．

ここで，N次元正方行列の行に関する添え字の集合を I :=

{1, · · · , N}, 列に関する添え字の集合を J := {1, · · · , N}
と表す．直積集合 I × J を重なりなく分割して得られる

集合の中で, 各要素 mが I と J の連続した部分集合の直

積であるものを M とする．すなわち任意の m ∈ M は

sm ⊆ I, tm ⊆ J を用いて m = sm × tm と表される. ある

mに対応する Aの部分行列を

A|msm×tm ∈ R#sm×#tm (1)

と書く. ここで #は集合の要素数を与える演算子である.

階層型行列では,大半の mについて A|msm×tm の代わりに

以下の低ランク表現 Ã|m を用いる.

図 1 階層型行列の例

Ã|m := Vm ·Wm

Vm ∈ R#sm×rm

Wm ∈ Rrm×#tm

rm ≤ min(#sm,#tm)

(2)

ここで rm ∈ N は行列 Ã|m のランクである. すなわち,

低ランク行列 Ã|m とは, 密行列 A|msm×tm を Vm とWm の

積により近似した行列である. 図 1に階層型行列の一例を

示す. 図 1の濃く塗りつぶされた部分行列が A|msm×tm に,

薄く塗りつぶされた部分行列が Ã|m に対応する.

本稿では階層型行列に関する演算の中でも行列ベクトル

積 (階層型行列ベクトル積計算)を中心に論じる. ある階層

型行列 Aに関するデータ量 N(M)は，mに対応する部分

行列に関するデータ量 N(m)を用いて以下のように表さ

れる.

N(M) =
∑
m∈M

N(m) (3)

N(m) :=

{
#sm ×#tm mが密行列の場合

rm × (#sm +#tm) mが低ランク行列の場合
(4)

rm が #sm や #tm と比べて十分に小さい場合，rm ×
(#sm +#tm)は#sm ×#tm と比べて小さい値となり, 低

ランク行列による表現はデータ量の点で有利となる. その

結果,密行列を用いる場合と比べ，行列ベクトル積等の行

列演算に必要な演算量や行列の保持に必要なメモリ量を低

減することができる．
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2.2 階層型行列ベクトル積

階層型行列は密行列を近似したものであることから, 階

層型行列に対して反復法を適用するには, 密行列に対する

計算と同様の計算を階層型行列に対しても行う必要がある.

本節では,以下のような階層型行列ベクトル積について考

える.

Ax → y

x, y ∈ RN
(5)

本論文ではこの演算の実施手順として，各部分行列毎に

行列積を実行し，その結果を統合することで最終的な結果 y

を得るという，最も自然でかつ効率的と考えられる方法を

採用する．密行列により表現されている部分行列 A|msm×tm

については

A|msm×tm · x|tm → ŷ|sm (6)

を計算する. ここで,x|tm は xの各要素のうち tmに対応す

る要素のみを抜き出して生成した #tm個の要素からなる

ベクトルである. ŷ|sm は #sm 個の要素を持つベクトルで

あり, 各要素は y の sm に対応する要素の部分積の一つと

なる.

次に,低ランク表現が用いられている行列 Ã|m に関して
は,c ∈ Rrm として,まず

Wm · x|tm → c|rm (7)

を計算し,さらに

V m · c|rm → ŷ|sm (8)

を計算することで, Ã|m · x|tm = V m ·Wm · x|tm → ŷ|sm
が得られる.

それぞれの部分行列について ŷ|sm を計算した後,∑
m∈M

ŷ|sm → y (9)

のようにこれらを統合すれば,最終的な階層型行列ベクト

ル積の結果を得ることができる.

2.3 対象とするプログラムと並列化手法

本稿では階層型行列に関する計算の実装として ppOpen-

APPL/BEM[3]に含まれる HACApK 1.0.0を元に修正を

加えたプログラムを用いる. ppOpen-APPL/BEMは, JST

CREST「自動チューニング機構を有するアプリケーショ

ン開発・実行環境: ppOpen-HPC」[4] の構成要素の 1つで

あり, 境界要素法 (Boundary Element Method, BEM) の

実装において HACApK[5]を用いた階層型行列による計算

を行っている. この中に含まれる階層型行列を係数行列に

持つ連立一次方程式を BiCGSTAB法を用いて解くコード

を使用する. ただし,低ランク近似アルゴリズムについて

はライブラリに含まれている ACA法を使用せず, 新たに

実装したACA+法 [6]を用いている. GPU上で行われる計

算については, 元々 Fortranを用いて書かれていたプログ

ラムを C言語に変更したものを用いる. この理由は,後述

するように,利用するライブラリの都合によるものである.

対象プログラムはMPIによる並列化とOpenMPによる

並列化の両方に対応している. 並列化手法の詳細は説明は

文献 [5]に記載されているが, 特に以下のような特徴があ

る. プロセスやスレッド毎の負荷をある程度均一にするた

めのアルゴリズムが含まれてはいるものの, ある程度の負

荷不均衡が発生することは避けにくい. また割り当ての結

果, 元の係数行列の一行に影響を与える低ランク行列や小

密行列は複数のプロセスやスレッドにまたがって配置され

る可能性が極めて高い.

3. 問題設定

3.1 評価環境

本稿では表 3.1に示す 2種類のスーパーコンピュータシ

ステムを用いて性能評価を行う.

第 1のシステムは東京工業大学 学術国際情報センター

に設置されている TSUBAME 2.5[7]である. CPUとして

Xeon X5670,GPUとして Tesla K20Xを搭載しており, プ

ロセッサの世代は新しくないが動作実績の蓄積されたシ

ステムである. 第 2のシステムは東京大学 情報基盤セン

ターに設置されている Reedbush (Reedbush-H)[8]である.

Xeon E5-2659 v4 CPUおよび Tesla P100 GPUはともに

HPC用途に大規模に供給されているプロセッサとしては

最新世代のプロセッサである.

3.2 対象とする行列

本稿では表 3.2に示す階層型行列を対象問題とする. こ

の行列は境界要素法を用いた静電場解析においてあらわれ

る行列である. 表中のリーフ数とは低ランク行列による近

似行列の組数および小密行列数の合計数である. 階層型行

列における近似行列または小密行列はツリーにおける葉

(リーフ)に相当するため, 本稿ではリーフという呼称を用

いる. スレッド並列化を行った場合は各スレッドにリーフ

が割り当てられるが, 2.3節にて述べたように,その割り当

て数量は均等とは限らない.

3.3 CPUによる性能

本題である GPUを用いた際の性能に対する比較対象と

して, CPUのみで対象問題を実行した際の性能を測定する.

図 2 は対象プログラムの主要な計算部分である

BiCGSTAB 法の反復計算部 (OpenMP 版) の実コードで

ある. 計算アルゴリズムは一般的な BiCGSTAB法そのも

のである. 反復計算部全体が OpenMPの parallel指示文

によって囲まれており, 本コード中に計算処理そのもの
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表 1 実験環境

TSUBAME 2.5 Reedbush-H

CPU 型番 Xeon X5670 (Westmere-EP) Xeon E5-2695 v4 (Broadwell-EP)

ノードあたり搭載数 2 2

動作周波数 2.93 GHz - 3.196 GHz 2.1 GHz - 3.3 GHz

コア数 6 / socket 18 / socket

理論演算性能 70.4 GFLOPS / socket 604.8 GFLOPS / socket

メインメモリ容量 54 GB / node 256 GB / node

メモリ転送速度 32 GB/s / socket 76.8 GB/s / socket

GPU 型番 Tesla K20X (Kepler) Tesla P100 (Pascal)

ノードあたり搭載数 3 2

1GPU あたりメモリ容量 6 GB 16 GB

1GPU あたり理論演算性能 (DP) 1.31 TFLOPS 4.8 - 5.3 TFLOPS

1GPU あたりメモリ転送速度 250 GB/s 732 GB/s

ホストとの接続 PCI-Express Gen.2 x16 (8 GB/sec) PCI-Express Gen.3 x16 (16 GB/sec)

GPU 間の接続 PCI-Express Gen.2 x16 (8 GB/sec) NVLink 2 (20 GB/sec x2)

ノード間接続 InfiniBand QDR 4X x2 InifiniBand EDR 4X x2

((32Gbps x2)/node) ((56Gbps x2)/node)

表 2 対象とする階層型行列の構成

行列名 100ts

行数 101,250

総リーフ数 222,274

近似行列数 89,534

小密行列数 132,740

H 行列容量 2,050 MByte

が書かれている部分の多くには OpenMPの workshare指

示文などが適用されていることから, 反復計算部の多く

の部分が並列計算されることがわかる. また一部の演算

は別の関数にて実装されている. 図中で実行されている

HACApK adot body lfmtx hyp関数が階層型行列ベクト

ル積とMPI通信を行う関数であり, 図 3が階層型行列ベ

クトル積の実体である. ここでは各スレッドがスレッド ID

を元に計算範囲を定めたうえで, 近似行列ベクトル積 (図中

A部)や小密行列ベクトル積 (図中 B部)を行い, 結果の足

しあわせ (図中 C部)を行っている. 各リーフにおける階

層型行列ベクトル積計算を各 CPUコアが逐次計算してい

る点は本実装の特徴の一つであると言える. もちろん,こ

の階層型行列ベクトル積計算を構成する近似行列ベクトル

積や小密行列積にも並列性はあるため並列化が可能ではあ

るが, これらの計算には SIMD化も有効であることや全体

として多数のリーフが存在することから, 現在のようなプ

ログラム構造が採用されている.

BiCGSTAB法全体および階層型行列ベクトル積計算と

MPI通信時間の実行時間を測定した. はじめに各計算機環

境にて 1ノードのみを使用して計算を実行した. OpenMP

並列化を有効化し, スレッド数は実行環境に搭載された

図 2 BiCGSTAB 法の反復計算部の実コード

CPU 1ソケット上の物理コア数までの数パターンを試し

た. さらに,複数ノードを用いたMPI + OpenMPハイブ

リッド並列化による性能についても測定した. いずれの

実行環境も 1CPU に 2 ソケットの CPU を搭載している

が, 今回は最も単純な問題設定の 1つであると思われる, 1

ノードあたり 1MPIプロセスを起動し各ノードでは 1CPU

ソケットのみを使用する, という設定にて実行時間を測定

した.

TSUBAME 2.5 ではコンパイラとして Intel icc/ifort
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図 3 行列ベクトル積部の実コード

(HACApK adot body lfmtx hyp 関数の抜粋)

16.0.3, MPIとして Intel MPI Library 5.1.3を用いた. 主

なコンパイルオプションは-qopenmp -O3 -ip -xSSE4.1

-mcmodel=largeである. 一方 Reedbush-Hではコンパイ

ラとして Intel icc/ifort 17.0.2, MPIとしてOpenMPI 2.0.2

を用いた. 主なコンパイルオプションは-qopenmp -O3 -ip

-xCORE-AVX2 -mcmodel=largeである. いずれの実行環境

においても実行時には numactl --cpunodebind=0を指定

している.

図 4,図 5,図 6,図 7に実行時間の内訳を示す. いずれ

も縦軸 (左)は BiCGSTAB法の 1反復計算あたりの実行時

間をあらわしているが, 階層型行列ベクトル積は 1反復計

算あたり 2回実行されており,内訳には 2回分の実行時間

の和が示されている. またMPIに要する時間の中でも主要

な送受信時間のみが MPI Send/Recvに含まれており, プ

ロセス間の同期時間はその他に含まれている.

1ノードのみを用いてスレッド数を変化させて実行時間

を調査した結果 (図 4,図 5)からは, 実行時間のほぼ全て

が階層型行列ベクトル積に費やされていることがわかる.

TSUBAME 2.5およびReedbush-Hともに使用スレッド数

を増やすほど高い性能が得られており, スレッド数分のリ

ニアな性能向上とはいかないものの, 最大物理コア数分ま

で性能が向上していることが確認できる. Reedbush-Hは

TSUBAME 2.5と比べて 3.5倍程度高速であった. 各 CPU

の演算性能は約 8.6倍,メモリ転送性能は約 2.4倍の差があ

り, メモリバンド幅の影響が大きいと言える.

一方,複数ノードを用いた場合の実行結果 (図 6,図 7)を

見てみると, Reedbush-Hでは 8ノードまで使用ノード数

が多いほど実行時間が短くなっており, 8ノード実行でも

実行時間の半分程度が階層型行列ベクトル積計算に費やさ

図 4 CPU による実行時間

(TSUBAME 2.5, 1 ノード)

図 5 CPU による実行時間

(Reedbush-H, 1 ノード)

れている. しかし TSUBAME 2.5では同じ 8ノード実行に

おいて階層型行列ベクトル積計算/MPI/その他の処理がそ

れぞれ 3割程度の時間を費やしており, 階層型行列ベクト

ル積計算だけを比較すれば 1ノードよりも 8ノードの方が

時間が短いものの, 1反復あたり実行時間は長くなってし

まっている. この結果からは,特に TSUBAME 2.5につい

ては CPU向けの実装や実行方法についてまだ改善の余地

が残されている可能性がある.

4. GPUを用いた階層型行列ベクトル積計算

4.1 実装の方針

前章で確認したように,BiCGSTAB法において特に計算

時間が長いのは階層型行列とベクトルの積を求める計算

(階層型行列ベクトル積)である. そこで本節では,階層型

行列ベクトル積計算を 1GPUで高速に実行することを考

える.

既に述べたように,階層型行列ベクトル積は多数の低ラ

ンク近似行列ベクトル積および小密行列ベクトル積から構

成されているため, これらの計算をいかにして GPU上で

高速に実行するかが重要である. ここで,低ランク近似行

列ベクトル積が密行列ベクトル積の組み合わせによって構

成されていることから, 階層型行列ベクトル積は高速な密

行列ベクトル積の実装があれば高速に行えることがわか

る. 密行列ベクトル積計算は BLAS (Basic Linear Alrebra
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図 6 CPU による実行時間

(TSUBAME 2.5, 複数ノード)

図 7 CPU による実行時間

(Reedbush-H, 複数ノード)

Subprograms)[9]互換ライブラリにて GEMVとして提供

されている計算であり, 本稿で用いている GPU向けには

すでに CUBLAS[10]などの高速な BLAS実装が提供され

ている. これらを活用すれば容易に階層型行列ベクトル積

の高速化ができると期待される.

しかしながら,階層型行列ベクトル積のアルゴリズムに

含まれる GEMVを GPUに対応した BLASライブラリに

単純に置き換えた場合, 性能面で問題が生じる可能性が考

えられる. 第一に,BLAS ライブラリによる高速化の恩恵

が特に大きいのは大規模な行列に対して計算を行う場合

であるため, BLASの実装によっては小規模な行列につい

て十分な最適化が行われていない可能性がある. 階層型行

列ベクトル積においては小規模な GEMVも多数行われる

場合があり,十分な性能が得られない可能性がある. これ

は CPUを用いた階層型行列ベクトル積の実装に CPU向

けの BLASライブラリを用いた場合でも同様に生じる問

題であるが, GPU を用いた実装ではさらに GPU カーネ

ル起動のオーバーヘッドが問題となる. 本稿で用いてい

る GPU(NVIDIA社 Tesla GPU)向けの高性能なプログラ

ムを作成するには主に GPU向けプログラミング環境であ

る CUDA[11]が用いられるが, これによって GPUに計算

を行わせる単位は関数であり,GPUカーネルと呼ばれてい

る. GPUカーネルを起動し GPUに計算を行わせる際に

は, CPUにおける関数実行と比べて非常に長い GPUカー

ネル起動時間が必要である. そのため,今回のように GPU

カーネルの起動回数が多い場合は大幅な実行時間の増加

を引き起こしてしまう. これは OpenCLや OpenACCと

いった異なる GPU向けプログラミング環境を用いた場合

や, GPU向けのライブラリを用いた場合でも同様に生じる

問題である.

そこで,GPUに対応した BLASの 1つであるMAGMA

BLAS[12] に備えられた “BATCHED” 機能 (BATCHED

MAGMA)[13]を用いる. BATCHED MAGMAは GEMV

などの計算を 1GPUカーネル内で複数個続けて行う (“バッ

チ”処理する)機能を提供している. そのため今回のように

小規模な計算を何度も実行する場合には, GPUカーネル起

動のオーバーヘッドが削減され,性能改善が行える可能性

がある.

4.2 1GPU環境における性能評価

階層型行列ベクトル積計算に含まれる GEMV 計算を

MAGMA BLASに置き換えて性能を測定する. 測定におい

ては,単純にMAGMA BLASに置き換えた場合の性能と,

BATCHED MAGMAを用いて実装した場合の性能をそれ

ぞれ測定し,その差を比較する. BATCHED MAGMAに

ついては, 1反復計算ごとに CPUから GPUへ送って更新

せねばならないデータの転送時間, バッチ情報をMAGMA

ライブラリに登録するための時間, GPU上で計算が行わ

れる時間をそれぞれ測定した. なお MAGMA BLAS は

BATCHED MAGMAに対する Fortranインターフェイス

のサポートが確認できていなかったため, 元プログラム

を Fortranから C言語に移植し,C言語部分からMAGMA

BLASを呼び出す構造とした. 現時点では特に実行時間の

長い階層型行列ベクトル積の最適化に注力しているため,

それ以外の処理は CPU上で逐次実行している. また,複数

ノード間のデータ転送については保守的な実装となってお

り, MPI通信時のメモリコピーを減らす GPU Directの活

用などは適用できていない.

実行環境は前章と同様である. GPU 実行環境と

しては,TSUBAME 2.5 では CUDA 7.5,Reedbush-H で

は CUDA 8.0 を使用した. MAGMA BLAS のバー

ジョンは 2.2 である. MAGMA BLAS の構築時に

は,TSUBAME 2.5 では Kepler アーキテクチャ向け

(GPU TARGET=Kepler), Reedbush-H では Pascal アー

キテクチャ向け (GPU TARGET=Pascal) の最適化オプ

ションを適用した.

1ノード 1GPUを用いた場合の実行時間測定結果を図 8

に示す. バッチを使用せずに単純に GEMV 関数を用い

た場合 (MAGMA)とバッチを使用した場合 (BATCHED

MAGMA) とでは大きな性能差が生じていることがわか

る. バッチを使わない場合には GPUカーネルをリーフ数

分だけ実行する必要があり (正確には低ランク近似行列ベ
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図 8 1GPU による実行時間

図 9 1GPU による実行時間

(BATCHED MAGMA 版のみ)

クトル積を実行するために 2回の GPUカーネルを実行す

るためさらに多い) GPUカーネル実行のオーバーヘッド

が大きい一方, バッチを使うことでそのオーバーヘッドが

削減され短時間で計算できることが良くわかる結果となっ

た. 図 8から BATCHED MAGMAのみを抽出したものを

図 9に示す. TSUBAME 2.5,Reedbush-Hともに実行時間

の多くが BLASによる計算によって占められていることが

わかる. 図 9における TSUBAME 2.5と Reedbush-Hの

GEMV計算時間を比較すると Reedbush-Hのほうが 3.17

倍高速であった. 各 GPUの性能差は演算性能で約 4倍,メ

モリ転送性能で約 3倍あり,妥当な性能差であると考えら

れる.

4.3 複数GPU環境向けの実装と性能

前章にて述べたように ppOpen-APPL/BEMはMPIと

OpenMPを用いた階層的な並列化に対応しており, MPIに

よる並列化においては階層型行列全体をある程度均等にプ

ロセスへ分割し, OpenMPによる並列化では各プロセスへ

割り当てられたリーフをさらにスレッドへと分割してい

る. 前節の 1GPUを用いた実行においては,1プロセスが

存在する全てのリーフをMAGMAライブラリを用いて計

算していたが, 各MPIプロセスが割り当てられたリーフを

MAGMAライブラリを用いて計算するという構造に容易

に拡張することができる. そこで本節では,前節での実験

を複数MPIプロセスに変更して性能評価を行った上で, さ

らなる性能向上の余地について検討する.

図 10 複数 GPU による実行時間

図 11 複数 GPU による実行時間 (BATCHED MAGMA 版のみ)

TSUBAME 2.5および Reedbush-Hにて複数の GPUを

用いた場合の実行時間を図 10および図 11に示す. CPU

のみの実行時間を測定した際と同様に, いずれの実験環

境においても 1ノードあたり 1GPUのみを利用している.

図 10はバッチを利用していないMAGMAと利用している

BATCHED MAGMAの実行時間を同時に示したものであ

るが, その性能差が非常に大きいため,図 11に BATCHED

MAGMAの結果のみを改めて示している.

図 10および図 11に示した結果から, TSUBAME 2.5と

Reedbush-Hともに, 階層型行列ベクトル積の実行時間は 8

ノード (8GPU)まで短くなっている一方, MPIによる通信

の時間も目立ってきていることがわかる. 特にReedbush-H

では 8GPU実行時においてMPI処理の実行時間割合が計

算時間の割合を大きく越えてしまっている. ただし本項の

実装では GPU Directの利用などMPI通信の最適化にま

だ改善の余地がある. また TSUBAME 2.5も Reedbush-H

もノード数を増やすとその他として示されている部分の割

合が大きくなっているものの, 階層型行列ベクトル積以外

の計算についても GPU化を行うことである程度の改善が

行えると考えられる.

最後に各実行環境における 1CPU (スレッド数=物理コア

数),1CPU×8ノード, 1GPU (MAGMAおよび BATCHED

MAGMA), 1GPU×8ノードを用いた際の実行時間を比較

したグラフを図 12に示す. 実行時間の差が大きいため対

数グラフであることに注意されたい. TSUBAME 2.5 も

Reedbush-Hも同様に, バッチ機能を使わないMAGMAに

よる実行時間はCPUと比べても非常に低速であるが, バッ

チ機能を使うことで大きく性能向上していることが確認

できる. また TSUBAME 2.5の 8CPUや Reedbush-Hの

8GPUではMPI通信時間の割合も目立っており, 通信の最

適化も必要であることが伺える.

c⃝ 2017 Information Processing Society of Japan 7

Vol.2017-HPC-160 No.14
2017/7/27



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

図 12 1CPU, 8CPU, 1GPU, 8GPU による実行時間

5. おわりに

本稿では静電場解析問題にて生じる係数行列を対象と

した反復法の高速化に向けて, GPUを用いた階層型行列

に対する計算,特に階層型行列ベクトル積の実装と性能評

価を行った. 階層型行列ベクトル積の実装には密行列ベ

クトル積計算 (GEMV)を提供するライブラリが活用可能

であるが, その回数が多いため, 単純に GEMV 計算を置

き換えると GPUカーネル起動のオーバーヘッドにより大

幅に性能低下することが確認された. しかし BATCHED

MAGMAによりオーバーヘッドを削減することで性能が

改善し, TSUBAME 2.5 では 1CPU ソケット (6 コア) と

比べて階層型行列ベクトル積計算の実行時間を 13.4%ま

で削減, Reedbush-Hでは同様に 19.6%まで削減すること

ができた. さらに複数ノードを用いることで, TSUBAME

2.5では 8GPUで 5.11%まで,Reedbush-Hでは 8ノードで

4.16%まで階層型行列ベクトル積計算の実行時間を削減す

ることができた. 一方 8MPIの時点で MPIによる通信時

間の割合が無視できない大きさになっており, 通信の最適

化も重要であることがわかる結果となった.

以上のように,複数 GPU環境においても対象プログラ

ムをある程度性能向上させることができた. 一方, 階層型

行列の大きさや形状が異なる場合の性能評価, GPU Direct

を用いるなどしてMPI通信性能を向上させること, ノード

内に複数 GPUがある場合に向けた最適化, GEMV関数自

体の改善, などの点についてはさらに検討や実装の余地が

あり,引き続き取り組んでいく予定である.
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