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ロバスト IC分解をベースにした近似逆行列型前処理つき
CG法の並列性能評価

吉 田 正 浩† 藤 野 清 次†† 塩 出 亮†††

従来から不完全コレスキー（IC）分解に基づく CG 法の並列化については数多くの研究がなされ
てきた．しかし，IC 分解自体の逐次性のために，分解のロバスト性と並列性能の高さを両方兼ね備
えた分解法の実現にはまだ解決すべき課題が多い．そこで，本論文では，ロバスト IC 分解をベース
にした近似逆行列型の前処理の提案とその収束のロバスト性と並列性能について評価を行う．数値実
験を通して，提案する RIC(tol)AInv前処理が，(i) 前処理行列の作成に要する時間が従来の SAInv
前処理のときよりも少なくて済み，(ii)並列計算のときの CG法の収束性が安定化し，(iii) 並列台数
にかかわらず，ほぼ一定の反復回数で収束し台数効果が得やすい，などのいくつかの優れた特徴を有
することを明らかにする．

Parallelism Estimation of Approximate Inverse Preconditioner
Based on Robust IC Decomposition for the CG Method

Masahiro Yoshida,† Seiji Fujino†† and Akira Shiode†††

A considerable amount of work has been recently done on parallelism of the ICCG method
because of inherent sequential algorithm of IC decomposition itself. We propose an approx-
imate inverse preconditioner based on Robust IC decomposition for the CG method. An
approximate inverse matrix for upper triangular matrix is derived from procedure of the
Gauss-Jordan method. Moreover we estimate parallelism and stability of convergence of the
proposed preconditioner on parallel computer. Experimental results will be presented, and
displays (i) least CPU time of making preconditioner, (ii) robustness of convergence and
(iii) preferable performance of speedup on parallel computer of the new preconditioning tech-
nique.

1. は じ め に

一般に，共役勾配（Conjugate Gradient：以下，CG

と略す）法の前処理行列に望まれる性質として，元の

行列の疎（スパース）性の保持とその近似度の高さが

あげられる．さらに，反復計算の高い並列性を実現す

るには，前処理行列のタイプも重要になってくる．代

表的な前処理の 1つが不完全コレスキー（Incomplete

Cholesky：以下，ICと略す）分解である．IC分解は，

連立 1 次方程式の係数行列を三角行列どうしの積の

形に不完全分解する方法である．しかしながら，この
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前処理はその計算順序が本質的に逐次的であり，その

ため CG 法の算法中の前処理部分の並列化が困難に

なる．

最もシンプルな並列化手法は，ブロック IC分解と

呼ばれる方法である．この方法は 80 年代にすでに

提案され，通称並列ブロックジャコビ法とも呼ばれ

る．ブロック IC 分解は Argonne 研究所で開発され

た PETScと呼ばれるライブラリに実装され，広く使

われている3),27)．同様に，Azteと呼ばれるライブラ

リが Sandia 研究所で開発され公開されている2)．し

かし，ブロック IC分解はノードにまたがるフィルイ

ンをまったく考慮しないので，収束性があまり良くな

い．そこで，要素番号を並べ直すことによる改良版ブ

ロック IC分解が開発された18)．また，並列ライブラリ

Hypreでは多様な並列化手法が取り入れられた15)．さ

らに，最小 2乗法を利用し近似逆行列を計算するタイ

プの並列化手法として，Groteらが実装した SPAI 13)

や Chowが実装した ParaSails 11) という並列ライブ
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ラリもよく知られている．

一方，選択的ブロック化によりフィルインを選択する

並列化手法も研究されている17),24),25)．これは，フィ

ルインの発生するブロックや位置に応じて，いくつか

の分解処理手順の中から適切なものを選択（select）す

るという考え方に基づく方法である．さらに，シュー

ル補元を利用した並列化手法も研究されている26)．ま

た，Benziらにより，近似逆行列に基づく並列化法の

要素番号のオーダリングに基づく解析なども行われ

ている5)．また，色付け順序法による並列化手法とし

て，Iwashita らによる ABRB 法18) や ABRB 法に

おいてフィルインを考慮する井上らによる並列化手

法17) が研究されている．このほかにも並列版の前処

理の有望な方法にMultiGrid法や AMG（Algebraic

MultiGrid）法などがある32)．並列化の最近の動向は

文献 12)，14)，27)などを参照されたい．

本論文では，IC分解あるいはロバスト IC分解に基

づき不完全分解された三角行列を近似的に計算し，次

にその逆行列を生成して前処理行列を構成する方法を

提案する33)．これと同様の考え方は，Sudaにより回

路解析においてすでに提案され，並列計算機 AP1000

上で実装されている28)．しかし，本研究の特長は，反

復法の収束安定性をよりロバストにするために，フィ

ルインの棄却のとき対角要素を補償することにより，

並列性能のよりいっそうの安定化を図ったところにあ

る．また，IC分解つき CG法の反復計算中に現れる

前進（後退）代入計算を行列とベクトルの積の計算に

置き換えたところも大きな特長の 1つである．

本論文の構成は以下のとおりである．2章では，反復

法の各種前処理の特徴について言及する．特に，IC(tol)

分解とロバスト IC(tol) 分解について詳しく述べる．

3章では，前処理の並列化について述べる．特に，ロバ

スト IC(tol)分解をベースにした近似逆行列型前処理

による並列化について記述する．4章では，まず逐次

計算機環境で分解法の収束性や安定性について報告し，

さらに並列計算機環境で並列性能を報告する．5章で

はまとめと今後の課題を述べる．

2. 各種前処理の特徴

実数対称正定値行列 A (= (aij)) ∈ Rn×n を持つ線

形方程式

Ax = b (1)

を反復法の 1つである共役勾配（Conjugate Gradient：

以下，CGと略す）法で解くことを考える．x，b は

n 次元の解ベクトルおよび右辺ベクトルとする．特に，

行列 A が大型で疎行列の場合，線形方程式 (1)は前

処理つき CG法で解かれることが多い．

ここで，前処理（preconditioning）とは，K ≈ A−1

となるような適当な行列 K を定め，

KAx = Kb (2)

のように変換することを指す．具体的な計算において

は，CG法の反復中で，前処理行列 K とベクトルの

積を計算することになる．前処理の結果，反復法の収

束性が高められ，収束までの反復回数が大幅に減少す

ることが多い．代表的な前処理の 1つである IC分解

では，前処理行列 K を直接求めず，その代わり次の

ように分解した上三角行列 U（= (uij)）を求める．

A ≈ UT U = K−1. (3)

ここで，上付き添え字 “T” は転置を表す．このよう

に行列 A を上三角行列 U とその転置 UT の積の形

で近似する分解は不完全分解型の前処理と呼ばれる．

また，CG法の反復ループ中に現れる前処理行列とベ

クトルの積の計算は，前進代入と後退代入という 2段

階で求められる．

2.1 IC(tol)分解とRIC(tol)分解

IC分解は（完全）コレスキー分解を閾値などを使っ

て不完全に分解するもので，様々な改良版がある．た

とえば，IC 分解で分解過程で生じたフィルインを閾

値（= tol）で棄却（dropping）する方法がある．以

下では，この分解を IC(tol)分解と呼ぶ．この方法は，

前処理行列の疎性の保持と前処理行列の生成時間の短

縮を主な目的に開発された．IC(tol)分解の算法を以

下に示す．

• IC(tol)分解の算法

for i = 1, . . . , n

uii =

√√√√aii −
i−1∑
k=1

u2
ki (4)

for j = i + 1, . . . , n

uij =

(
aij −

i−1∑
k=1

ukiukj

)/
uii

dropping fillins with tolerance (5)

end for

end for

式 (5)において，以下の棄却判定を行う．

if (|uij | ≤ tol) then uij = 0

end if

しかし，式 (4)の右辺の根号の中が零または負の数にな

り分解が途中で破綻（breakdown）することがある．そ

こで，対称正定値行列に対して，理論的に破綻が起きな

いことを保証する前処理として，RIC(tol)分解が提
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図 1 RIC(tol) 分解におけるフィルインと修正される対角要素の
対応

Fig. 1 Arrangement of compensated diagonal entries uii,

ujj of RIC(tol) decomposition.

案された1),20)．この分解では，A ≈ UT U+R+RT −D

と分解する．ここで，D は対角行列，R は形式的な

行列とする．RIC(tol)分解では，フィルインの棄却を

行うと同時に，前処理行列の対角要素にフィルインの

絶対値に対応する量を加えることで破綻を未然に防い

でいる．具体的には，式 (5)においてフィルイン uij

を棄却するとき，uij に対応する 2つの対角要素 uii，

ujj を次のように修正・補償する．

if (|uij | ≤ tol) then uij = 0

uii = (1 + |uij |/√uiiujj )uii

ujj = (1 + |uij |/√uiiujj )ujj

end if

図 1 にフィルイン uij と対応する 2 つの対角要

素 uii，ujj の配置の様子を示す．補償の対象は対角要

素 uii だけでなく，行列の対称性から，フィルイン uji

に対する対角要素 ujj も補償の対象になる．

2.2 SAInv前処理

SAInv前処理は，行列 A の逆行列 A−1 を

A−1 ≈ ZZT (6)

と近似分解する方法である．この前処理は，Benziら

により，SAInv（Stabilized Approximate Inverse）

前処理と呼ばれた6)．SAInv前処理は，行列が対称正

定値行列のとき，理論的に分解の破綻を起こさない，

前処理行列の計算が行列ベクトル積の計算で済む，な

ど並列処理に向いた方法である．

3. 前処理の並列化

ここでは，IC分解の並列化についてを考える．IC

分解の前処理行列の作成部分およびCG法の反復ルー

プの中の前進（後退）代入計算は本質的に逐次的なア

ルゴリズムである．そのため，IC分解の並列化は非常

に難しいことが知られている19)．次に，古典的ではあ

るが有用な IC分解の並列化手法の 1つであるブロッ

ク IC分解とその改良版について述べる．
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図 2 ブロック IC 分解において，非零要素が無視される領域および
下三角行列 UT の各ブロックとノードとの対応（ノード数が
4 の場合）

Fig. 2 Region with rejected nonzero entries of matrix, and

correspondence between blocks of lower triangular

matrix UT and nodes when four nodes are used in

the usual block IC decomposition.

3.1 ブロック IC(tol)，ブロックRIC(tol)分解

まず，通常のブロック IC分解による前進（後退）代

入の並列化について記述する4),29)．図 2 に，通常の

ブロック IC分解において，行列の非零要素が無視さ

れる領域および下三角行列 UT の非零要素が含まれ

るブロック（図 2 中の Bl 0，Bl 1，Bl 2，Bl 3を指

す）さらに，各ブロックとノードとの対応関係を示す．

ノード数は 4とする．このように，ブロック IC分解

では，前進（後退）代入計算の並列実行を可能にする

ために，非零要素は前処理行列を作成するとき，ノー

ド間にまたがる非零要素は無視される．したがって，

ブロック IC分解では，ノード数が増えれば増えるほ

ど非零要素を無視する領域が拡大する．その結果，前

処理行列の近似精度が低下し，反復回数が急激に増加

することが多い．

一方，本研究で扱うブロック IC(tol)分解とは，非

零要素が含まれるブロック（図 2 中の BL 0，BL 1，

BL 2，BL 3）内では，あらかじめ定めた閾値より大

きいフィルインは前処理行列の要素として認めるとい

う方法である．この処置により，反復回数の急激な増

加を抑えることを図る．さらに，分解の破綻を防ぐた

めに，2.1節で述べたフィルインを棄却するときの対

角要素の補償処理を行う．以下，この分解法をブロッ

ク RIC(tol)分解と呼ぶ．

3.2 RIC分解をベースにした近似逆行列の生成

ここでは，A ≈ UT U と不完全分解する閾値つき

IC(tol)分解あるいは A ≈ UT U + R + RT −D と不

完全分解する閾値つきロバストなトRIC(tol)分解にお

いて，上三角行列 U の逆行列を求めることを考える9)．

そのために，ガウス・ジョルダン（Gauss-Jordan：以

下，GJと略す）法と同様の手順を採用する．ただし，

GJ 法は線型方程式求解のための数値解法ではなく，

あくまで逆行列を求めるための数値解法と位置づけ
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る8),10),31)．GJ法自体の並列化については文献 22)，

23)を参照されたい．GJ法で逆行列を求めるとき，行

列 U と逆行列 U−1 が各々上三角行列であることか

ら，作業用の行列 S を用いて，以下に示すように上

三角行列に対する逆行列の計算法が得られる．GJ法

による逆行列の計算法については文献 16)を参照され

たい．

• 上三角行列に対する逆行列の計算法
S = I (7)

for j = 1, . . . , n

sjj =
sjj

ujj
(8)

for i = j + 1, . . . , n

uji =
uji

ujj
(9)

end for

for i = j + 1, . . . , n

for k = i + 1, . . . , n

ujk = ujk − uji

uii
uik (10)

end for

sji = −uji

uii
sii (11)

end for

end for

ここで，式 (7)は行列表現とする．以上から，IC(tol)

分解および RIC(tol) 分解をベースにした近似逆行

列型分解が以下のように得られる．この分解法を

IC(tol)AInv（AInvは Approximate Inverseの略）

分解およびRIC(tol)Ainv分解と各々呼ぶ．この方

法は，IC 分解に基づき不完全分解された三角行列を

近似的に計算し，次にその逆行列を生成して前処理行

列を構成する方法といえる．したがって，式 (20)の

要素 zji に対する棄却処理はしない．

• IC(tol)AInv分解の算法
for i = 1, . . . , n

uii =

√√√√aii −
i−1∑
k=1

u2
ki

for j = i + 1, . . . , n

uij =

(
aij −

i−1∑
k=1

ukiukj

)/
uii (12)

dropping fillins with tolerance (13)

end for (14)

end for

∗∗∗ IC(tol) decomposition is over. ∗∗∗
W = U (15)

Z = I (16)

for j = 1, . . . , n

zjj =
zjj

wjj
(17)

for i = j + 1, . . . , n

wji =
wji

wjj
(18)

end for

for i = j + 1, . . . , n

for k = i + 1, . . . , n

wjk = wjk − wji

wii
wik (19)

end for

zji = −wji

wii
zii (20)

end for

end for

IC(tol)分解が終了した直後の式 (15)では，前処理行

列 U が一時的作業用配列 W に収められ，次にGJ法

に従って上三角行列 Z の要素が求まる．また，式 (20)

において近似逆行列を構成する行列 Z の要素が確定

する．さらに，式 (13) は IC(tol) 分解において閾値

（= tol）によるフィルインの棄却の判定処理であり，

IC(tol)分解をベースにした IC(tol)AInv分解および

RIC(tol)分解をベースにしたRIC(tol)AInv分解にお

ける棄却処理は次のように行われる．

if (|uij | ≤ tol) then uij = 0

if IC(tol)AInv is adopted then goto (14)

else if RIC(tol)AInv is adopted then

uii = (1 + |uij |/√uiiujj )uii

ujj = (1 + |uij |/√uiiujj )ujj

if

end if

4. 数 値 実 験

4.1 計算環境と計算条件

表 1 に計算機環境を示す．計算はすべて倍精度演算

で行った．CG法の収束判定条件は反復第 k 回目の残

差ベクトル rk の 2ノルムが，‖rk‖2/‖r0‖2 < 10−12

を満たしたとき収束とした．初期近似解 x0 はすべて

0とした．係数行列は対角スケーリングを行い対角項

を 1.0に揃える正規化処理をした．

表 2 にテストに用いた 8 つの行列を示す．そのう

ち TUBE1-2 は Kouhia の疎行列データベースから，

NASASRBとENGINEは Florida大学の疎行列デー

タベースから選んだ21),30)．それ以外の 5つの行列は

工学分野の解析で実際に現れた行列である．

4.2 逐次版の安定性能の評価

表 3 と表 4 に 8つの係数行列に対する逐次版の前
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表 2 テスト行列の特徴
Table 2 Description of test matrices.

行列 次元数 非零要素 非零要素 分野
/次元数

TUBE1-2 21,498 459,277 21.4 タイヤチューブ21)

NASASRB 54,870 1,366,097 24.9 シャトル

ロケット30)

TCASE 134,856 4,830,936 35.8 応力解析
ENGINE 143,571 2,424,822 35.8 エンジン

応力解析30)

SBEAM 352,496 13,528,771 38.4 応力解析
MODEL3 374,229 11,165,692 29.8 応力解析
GRID w 634,335 22,385,096 35.3 設計計算
GRID s 838,395 13,566,835 16.2 設計計算

表 1 計算機環境
Table 1 Computing environment.

項目 仕様

計算機 IBM eServer p5 モデル 595

設置場所 九州大学情報基盤センター
CPU Power5（1.9G Hz）
CPU 数 16

許容メモリ量 48 GB

OS AIX 5L

コンパイラ XL Fortran 9.1

並列化ライブラリ OpenMP

処理つき CG法の CPU時間を掲載した．調べた前処

理は IC(tol)分解，RIC(tol)分解，IC(tol)AInv分解，

RIC(tol)AInv分解の 4つである．ただし，表中では，

各々IC分解，RIC分解，ICAInv分解，RICAInv分

解と略記した．

各前処理の閾値（= tol）は 0.01，0.05，0.1と 3通

り変化させ，そのうち最も合計時間が少なかったもの

を表に載せた．CPU時間の測定は Fortran90の組み

込み関数 etimeを用いて行った．表中で，「precond.」

は前処理，「tol」は閾値，「fill-in (×106）」は前処理行

列で使われたフィルインの個数を表す．単位は 106 で

ある．「Itr.」は反復回数，「pre-t」は前処理行列作成

に要した時間，「CG-t」は CG 法の反復計算の時間，

「tot-t」はそれらの合計時間を各々表す．また，反復

回数の欄で「max」は最大反復回数までで CG法が収

束しなかったことを表す．表 3 と表 4 から以下のこ

とが分かる．

• IC(tol)分解と IC(tol)AInv分解は 8つの行列のう

ち，わずか 2つの行列（行列ENGINE，SBEAM）

しか収束せず，収束が非常に不安定である．

• 一方，RIC(tol)分解とRIC(tol)AInv分解は 8つ

すべての行列で収束し，収束が安定である．

• メモリ量については，IC(tol)分解が収束した行

列 ENGINE，SBEAMの場合でも，RIC(tol)分

表 3 4 つの係数行列（TUBE1-2，NASASRB，TCASE and

ENGINE）に対する前処理つき CG 法の時間
Table 3 CPU time (sec.) of the preconditioned CG meth-

ods for four matrices (TUBE1-2, NASASRB,

TCASE and ENGINE).

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC — — max — — —

RIC 0.01 0.38 1973 0.19 10.80 10.99

ICAInv — — max — — —

RICAInv 0.01 0.71 2147 1.21 15.59 16.80

(a) matrix TUBE1-2

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC — — max — — —

RIC 0.05 0.47 5987 0.2 71.4 71.6

ICAInv — — max — — —

RICAInv 0.05 0.34 7349 0.7 80.6 81.3

(b) matrix NASASRB

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC — — max — — —

RIC 0.01 4.49 1743 4.5 200.4 204.9

ICAInv — — max — — —

RICAInv 0.05 1.02 5272 3.7 254.1 257.8

(c) matrix TCASE

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC 0.01 3.46 453 2.6 29.8 32.4

RIC 0.01 2.96 874 1.8 50.7 52.5

ICAInv 0.05 1.57 1884 2.8 71.1 73.9

RICAInv 0.05 0.78 2127 1.4 62.2 63.5

(d) matrix ENGINE

解つきの方が IC(tol)分解の場合よりも少ない．

以上の逐次処理の結果から，収束が安定である

RIC(tol) 分解および RIC(tol)AInv 分解の場合の並

列性能について次の 4.3節で報告する．また，比較の

ために SAInv分解の性能についても報告する．
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表 4 4 つの係数行列（SBEAM，MODEL3，GRID w and

GRID s）に対する前処理つき CG 法の時間
Table 4 CPU time (sec.) of the preconditioned CG

methods for four matrices (SBEAM, MODEL3,

GRID w and GRID s).

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC 0.01 10.61 556 11.0 164.4 175.4

RIC 0.01 9.02 1008 8.3 239.3 247.6

ICAInv 0.01 14.30 814 48.0 221.2 269.2

RICAInv 0.01 8.58 1282 32.1 267.1 299.3

(e) matrix SBEAM

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC — — max — — —

RIC 0.01 6.57 2303 5.0 403.0 408.0

ICAInv — — max — — —

RICAInv 0.01 7.15 2486 20.2 418.8 439.0

(f) matrix MODEL3

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC — — max — — —

RIC 0.05 5.46 4052 3.5 994.4 997.9

ICAInv — — max — — —

RICAInv 0.05 2.84 4435 8.0 926.3 934.3

(g) matrix GRID w

precond. tol fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t

(×106)

IC — — max — — —

RIC 0.01 16.44 15749 9.6 5917.1 5926.7

ICAInv — — max — — —

RICAInv 0.1 2.43 40348 4.1 6958.0 6962.1

(h) matrix GRID s

4.3 並列性能評価

並列ライブラリOpenMPを使用し，スレッド数を 1，

2，4，8，16と変化させて並列性能を調べた．スレッド

数の上限を 16としたのは計算機が設置された情報基盤

センターの運用上の制約である．経過時間の測定は合

計 3度行いその平均値を表に掲載した．また経過時間の

測定は Fortran90の組み込み関数 SYSTEM CLOCK

を用いて行った．本節の並列性能評価では，収束が安定

な前処理であるブロックRIC(tol)前処理（以下，表中

ではBRICと略す）つきCG法，SAInv前処理（以下，

表中では SAInvと略す）つき CG法，RIC(tol)AInv

前処理（以下，表中では RICAInvと略す）つき CG

法の並列性能を評価した．調べた閾値は 0.1と 0.05の

場合の 2ケースで，あまり性能面で差がなかったので，

閾値が 0.1の場合の結果を以下の表では掲載した．ま

た，行列は対称であるため一般には下三角部分のみ保

持すればよいが，全非零要素を保持する方が並列計算

において経過時間が短かったので，数値実験では行列

表 5 行列 TUBE1-2 に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 5 Performance of the preconditioned CG methods

for matrix TUBE1-2.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 0.071 6137 0.04 28.45 28.50 1.00

2 0.070 6193 0.05 14.67 14.72 1.94

4 0.069 6275 0.04 7.44 7.48 3.81

8 0.068 6347 0.04 3.90 3.94 7.23

16 0.067 6514 0.05 2.80 2.85 10.00

SAInv 1 0.194 3363 0.80 20.20 21.01 1.00

2 0.194 3555 0.81 10.90 11.71 1.79

4 0.194 3416 0.81 5.32 6.13 3.43

8 0.194 3361 0.82 2.80 3.62 5.81

16 0.194 3426 0.83 2.00 2.83 7.42

RIC- 1 0.056 7603 0.08 37.49 37.57 1.00

AInv 2 0.056 7601 0.08 19.28 19.36 1.94

4 0.056 7601 0.08 9.76 9.84 3.82

8 0.056 7599 0.08 5.32 5.40 6.96

16 0.056 7600 0.08 3.41 3.49 10.78

表 6 行列 NASASRB に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 6 Performance of the preconditioned CG methods

for matrix NASASRB.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 0.201 10885 0.1 186.2 186.3 1.00

2 0.201 10883 0.1 76.4 76.5 2.44

4 0.199 10940 0.1 38.8 39.0 4.78

8 0.196 10938 0.1 20.4 20.6 9.07

16 0.189 11066 0.1 14.1 14.3 13.08

SAInv 1 0.576 11401 3.0 276.7 279.7 1.00

2 0.576 11410 3.1 138.4 141.5 1.98

4 0.576 11412 3.1 52.6 55.6 5.03

8 0.576 11398 3.0 25.8 28.8 9.70

16 0.576 11404 3.0 13.7 16.7 16.75

RIC- 1 0.111 14522 0.2 253.8 254.0 1.00

AInv 2 0.111 14519 0.2 115.9 116.1 2.19

4 0.111 14525 0.2 51.3 51.6 4.92

8 0.111 14521 0.2 26.0 26.2 9.68

16 0.111 14525 0.2 13.9 14.1 17.97

の全非零要素を行列ベクトルの積の計算で使用した．

表 5，表 6，表 7，表 8，表 9，表 10，表 11，表 12

に各行列に対する実験結果を示す．表中で，「precond.」

は前処理，「th」はスレッド数，「fill-in (×106）」は

前処理行列で使われたフィルインの個数を表す．単位

は 106 である．「Itr.」は反復回数，「pre-t」は前処理

行列の作成に要した時間，「CG-t」は CG法の反復計

算の時間，「tot-t」はそれらの合計時間，「speedup」

はスレッド数が 1のときの経過時間を 1.0としたとき

の各スレッドでの経過時間の比率，すなわち「台数効

果」を各々表す．時間の単位はすべて秒とする．台数

効果は，スレッド数が 1のケースの合計時間を 1.0と

したときに，各スレッド数で並列化によって得られた

速度向上の倍率を指す．また各表の合計時間の欄で太
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表 7 行列 TCASE に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 7 Performance of the preconditioned CG methods

for matrix TCASE.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 0.845 5445 0.6 413.3 413.9 1.00

2 0.837 5482 0.6 214.0 214.6 1.93

4 0.815 5446 0.6 88.4 89.0 4.65

8 0.790 6945 0.6 48.5 49.1 8.43

16 0.731 7437 0.6 26.2 26.8 15.46

SAInv 1 2.125 6446 18.3 615.5 633.8 1.00

2 2.125 6449 18.4 323.1 341.4 1.86

4 2.125 6437 18.4 149.7 168.1 3.77

8 2.125 6443 18.4 56.8 75.2 8.42

16 2.125 6438 18.4 26.6 44.9 14.10

RIC- 1 0.328 7697 1.1 549.3 550.4 1.00

AInv 2 0.328 7686 1.1 272.5 273.6 2.01

4 0.328 7673 1.1 104.6 105.6 5.21

8 0.328 7676 1.1 50.4 51.5 10.69

16 0.328 7677 1.1 23.6 24.7 22.30

表 8 行列 ENGINE に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 8 Performance of the preconditioned CG methods

for matrix ENGINE.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 0.452 2612 0.3 112.2 112.5 1.00

2 0.408 2915 0.3 50.8 51.0 2.20

4 0.376 2997 0.3 24.1 24.3 4.63

8 0.362 3042 0.2 12.8 13.1 8.61

16 0.346 3074 0.2 7.9 8.2 13.78

SAInv 1 0.736 1390 6.6 69.1 75.7 1.00

2 0.736 1390 6.6 31.9 38.5 1.97

4 0.736 1390 6.7 15.7 22.4 3.38

8 0.736 1390 6.8 8.4 15.2 5.00

16 0.736 1390 6.7 5.0 11.7 6.49

RIC- 1 0.301 2904 0.5 130.0 130.4 1.00

AInv 2 0.301 2903 0.5 57.0 57.5 2.27

4 0.301 2903 0.5 25.3 25.8 5.06

8 0.301 2902 0.5 15.0 15.4 8.45

16 0.301 2902 0.5 9.1 9.6 13.59

字の数字はスレッド数が 16のとき経過時間が最も短

かったものを指す．表 10 の行列MODEL3の前処理

SAInvで，反復回数の欄で「max」は最大反復回数ま

でで CG法が収束しなかったことを表す．

これらの表から以下の観察ができる．

• 16 スレッドのとき，合計時間が最も短かったの

は RIC(tol)AInv 前処理のときが 2 ケース（行

列 NASASRB，TCASE），BRIC(tol)分解のと

きが 2ケース（行列 ENGINE，MODEL3）そし

て SAInv前処理のときが 4ケースであった．

• スレッド数が増加したときの収束までの反復回数
について，BRIC(tol)分解では次第に増加するの

に対して，SAInv前処理と RIC(tol)AInv前処理

ではほぼ一定回数で変動が少ない．このように似た

表 9 行列 SBEAM に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 9 Performance of the preconditioned CG methods

for matrix SBEAM.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 0.604 2859 1.0 531.7 532.8 1.00

2 0.604 2859 1.1 276.4 277.4 1.92

4 0.601 3067 1.0 156.8 157.9 3.37

8 0.594 3261 1.0 85.8 86.8 6.13

16 0.581 3430 1.0 43.4 44.5 11.98

SAInv 1 1.304 1748 17.4 362.2 379.6 1.00

2 1.304 1748 17.5 185.6 203.0 1.87

4 1.304 1748 17.5 96.2 113.6 3.34

8 1.304 1746 17.5 50.2 67.6 5.61

16 1.304 1747 17.6 25.0 42.7 8.90

RIC- 1 0.410 4126 1.1 805.1 806.3 1.00

AInv 2 0.410 4121 1.1 412.0 413.2 1.95

4 0.410 4116 1.1 213.0 214.2 3.76

8 0.410 4106 1.1 113.3 114.4 7.05

16 0.410 4107 1.1 52.1 53.2 15.14

表 10 行列 MODEL3 に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 10 Performance of the preconditioned CG methods

for matrix MODEL3.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 0.888 7413 1.0 1223.0 1224.0 1.00

2 0.882 7422 1.0 641.9 642.9 1.90

4 0.875 7443 1.0 317.1 318.1 3.85

8 0.860 7494 1.0 149.6 150.6 8.13

16 0.823 7615 1.0 66.8 67.8 18.06

SAInv 1 — max — — — —

2 — max — — — —

4 — max — — — —

8 — max — — — —

16 — max — — — —

RIC- 1 0.568 7875 1.2 1337.9 1339.1 1.00

AInv 2 0.568 7873 1.2 685.2 686.5 1.95

4 0.568 7872 1.2 354.3 355.6 3.77

8 0.568 7871 1.2 161.8 163.1 8.21

16 0.568 7870 1.2 75.8 77.1 17.37

傾向を示すのは，SAInv前処理と RIC(tol)AInv

前処理が，プロセッサ台数によって前処理行列が

変わらないことから，至極当然の結果であると考

えられる．

• RIC(tol)AInv 前処理で必要な前処理行列のフィ

ルインの個数は相対的に他の 2つの前処理のとき

よりも少なくて済むことが多い．

• SAInv 前処理では，表 10 のときのように

収束しないケースがあり，BRIC(tol) 分解と

RIC(tol)AInv分解に比べてその収束が不安定で

ある．

解析結果をより詳細に検討するために，表 13 に並

列版前処理つき CG法の 16スレッドを使用した場合

の台数効果の比をまとめた．表中の太字の数字は各行
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表 11 行列 GRID w に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 11 Performance of the preconditioned CG methods

for matrix GRID w.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 1.625 5457 1.9 1797.6 1799.5 1.00

2 1.620 5522 1.9 918.1 920.0 1.96

4 1.615 5553 1.9 468.9 470.9 3.82

8 1.574 5720 1.9 254.0 255.9 7.03

16 1.535 5762 1.9 161.2 163.1 11.03

SAInv 1 3.979 2504 52.8 912.7 965.4 1.00

2 3.979 2501 52.7 462.7 515.5 1.87

4 3.979 2501 53.7 251.4 305.2 3.16

8 3.979 2501 53.0 127.4 180.3 5.35

16 3.979 2501 53.0 69.4 122.3 7.89

RIC- 1 0.815 6458 2.3 2116.7 2119.0 1.00

AInv 2 0.815 6455 2.3 1041.1 1043.4 2.03

4 0.815 6454 2.3 537.0 539.3 3.93

8 0.815 6454 2.3 283.5 285.7 7.42

16 0.815 6454 2.3 152.8 155.1 13.67

表 12 行列 GRID s に対する並列版前処理つき CG 法の性能
Table 12 Performance of the preconditioned methods for

matrix GRID s.

pre- th fill-in Itr. pre-t CG-t tot-t speed-

cond. (×106) [s] [s] [s] up

BRIC 1 3.796 35099 1.9 9411.3 9413.2 1.00

2 3.788 36218 1.9 4651.3 4653.2 2.02

4 3.768 38638 1.9 2736.9 2738.8 3.44

8 3.732 40237 1.9 1345.3 1347.1 6.99

16 3.705 43245 1.9 755.1 756.9 12.44

SAInv 1 9.712 14947 70.3 5155.8 5226.0 1.00

2 9.712 14947 70.7 2651.8 2722.4 1.92

4 9.712 14947 71.6 1392.0 1463.6 3.57

8 9.712 14947 70.3 692.0 762.4 6.86

16 9.712 14946 70.5 355.8 426.3 12.26

RIC- 1 2.439 40348 4.0 10291.7 10295.7 1.00

AInv 2 2.439 40345 4.0 5166.3 5170.3 1.99

4 2.439 40344 4.0 2684.5 2688.6 3.83

8 2.439 40342 4.0 1335.0 1339.1 7.69

16 2.439 40341 4.0 692.2 696.3 14.79

列で最も台数効果が高かった前処理を示す．表 13 の

結果から，RIC(tol)AInv前処理が他の 2つの前処理

に比べて台数効果が高いことが分かる．SAInv前処理

と RIC(tol)AInv前処理は，このように CG法の反復

時間に関していずれも高い台数効果を示すが，前処理

行列の作成の負荷は，SAInv前処理の負荷の方がずっ

と重い．したがって，前処理行列の作成部分を並列化

しない場合には，全体での台数効果は RIC(tol)AInv

前処理の方が高くなる．また，16 スレッドを超える

ような多数スレッドの場合には RIC(tol)AInv前処理

が有用になると思われるが，前述のように今回の数値

実験では運用上の制約から実験できなかった．

同様に，16スレッドを使用した場合において，表 14

に SAInv前処理とRIC(tol)AInv前処理において，前

表 13 並列版前処理つき CG 法の台数効果の評価（16 スレッドの
とき）

Table 13 Scalability of the preconditioned methods for

all tested matrices when 16 threads are used.

Matrix preconditioning

BRIC SAInv RICAInv

TUBE1-2 10.00 7.42 10.78

NASASRB 13.08 16.75 17.97

TCASE 15.46 14.10 22.30

ENGINE 13.78 6.49 13.59

SBEAM 11.98 8.90 15.14

MODEL3 18.06 — 17.37

GRID w 11.03 7.89 13.67

GRID s 12.44 12.26 14.79

表 14 前処理行列作成の時間と CG 法の反復計算の時間との関係
（16 スレッドのとき）

Table 14 Preconditioning time versus CG iteration time

when 16 threads are used.

Matrix SAInv RICAInv

pre-t CG-t ratio pre-t CG-t ratio

[s] [s] [s] [s]

TUBE1-2 0.8 2.0 0.415 0.08 3.41 0.023

NASASRB 3.0 13.7 0.219 0.2 13.9 0.014

TCASE 18.4 26.6 0.692 1.1 23.6 0.047

ENGINE 6.7 5.0 1.340 0.5 9.1 0.055

SBEAM 17.6 25.0 0.704 1.1 52.1 0.021

MODEL3 — — — 1.2 75.8 0.016

GRID w 53.0 69.4 0.764 2.3 152.8 0.015

GRID s 70.5 355.8 0.198 4.0 692.2 0.006

処理つき CG法における前処理行列作成の時間と CG

法の反復計算の時間との関係をまとめた．表中の比

（ratio）は CG法の反復時間を 1としたときの前処理

時間の比率である．SAInv 前処理のときの前処理行

列作成の時間に比べて RIC(tol)AInv前処理のときの

同時間が大幅（約 10%以下）に短くなったことが分か

る．その結果，SAInv前処理のときのように，多数の

スレッドを使用したとき前処理行列を作成する時間が

顕在化するという現象は現れなくなった．

5. お わ り に

RIC(tol) 分解ベースに近似的に逆行列を計算する

という並列計算向きの CG法の前処理を新しく提案し

た．提案した RIC(tol)AInv前処理は，(i)前処理行列

の作成に要する時間が従来の SAInv 前処理のときよ

りも少なくて済み，(ii)並列計算のときの CG法の収

束性が安定化し，(iii)並列台数にかかわらず，ほぼ一

定の反復回数で収束し，台数効果が得やすい，などの

いくつかの優れた特徴を有することが分かった．

今後の課題は，(i) 16スレッドを超えるような多数

スレッドでの性能評価，(ii)最適な閾値の場合の各前
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処理の性能の比較をすること，そして (iii) 前処理行

列の作成部分の並列化などである．

謝辞 IC 分解の並列化について有益なるご助言と

多数の文献をご教示いただいた査読者に，心より感謝
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