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A Cat-and-Mouse game on the set of integers

杉山 悦子1 篠田 正人2,a)

概要：数直線上をネズミが逃げ，ネコが追うゲームを考える．各ステップごとのネズミとネコの可動域は
整数の集合として RM = {−1, 0, 2}, RC = {−2, 4, 5, 7} のように指定され，ネコとネズミが同じ地点に
移動したらネズミは捕獲されたことになる．本研究ではネコがネズミを有限時間内に捕獲できるための

RM , RC の条件を示し，さらに捕獲時間の期待値の計算方法について述べる．

A Cat-and-Mouse game on the set of integers

Etsuko Sugiyama1 Masato Shinoda2,a)

Abstract: We define a game in which a cat chases a mouse on the number line. The range of a move
of the cat and that of the mouse in each step are given as sets of integers, such as RM = {−1, 0, 2} and
RC = {−2, 4, 5, 7}. If the cat and the mouse stop on the same point on the line, then the mouse is captured.
In this research we show the conditions that the cat can capture the mouse in finite steps, and moreover we
mention how to caluculate the expected value of captured times.

1. ゲームのルールと目標

ゲーム理論における混合戦略，均衡点，ミニマックス定

理などを説明するために，逃げるシャーロックホームズと

追うモリアティ教授をモデル化したゼロ和 2 人ゲームが

von Neumann-Morgenstern[1]による導入以来，しばしば

引き合いに出される（たとえば鈴木 [2]など）．この例では，

2人のプレーヤーがドーバーに直行するかカンタベリーで

途中下車するかという 2つの戦略からどちらかを一度だけ

（同時に）選択し，自分の利得の期待値を最大化しようとす

る．本研究では，同様にMouseが逃げ，Catが追うゲーム

を考える *1．ただし，前述の例と異なる以下の特徴がある．

• 戦略の選択は，Mouseが Catに捕まるまで何度もくり

返し行われる．

• Mouseと Catの動ける空間が無限集合である．
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*1 カードゲーム「Spite and Malice」が「Cat and Mouse」と呼ば
れることもあるが，ここで扱うゲームはそれとは異なる．

具体的には次のようなゲームである．2人のプレーヤー

M（Mouse役），C（Cat役）が整数のカードを何種類か持

ち，その中から 1枚ずつ選んで場に同時に出す．そして出

したカードの数だけ数直線上を移動する．ゲーム開始時に

はMouse, Catどちらも原点にいるものとし，カードを同

時に出す操作をくり返してMouse, Catが再び同じ点に移

動したらMouseが Catに捕まったものとしてゲームは終

了する．なお，カードは何回でも使える（場に出しても再

び手元に戻る）ものとする．このとき，CatがMouseを有

限回の移動で捕まえることができるかを，M, Cそれぞれ

の持ちカード，たとえば

例 1.1 (=例 3.1）Mの持ちカードは {−1, 0, 2}，Cの

持ちカードが {−2, 4, 5, 7}，
例 1.2 (=例 3.2）Mの持ちカードは {−1, 0, 2}，Cの

持ちカードが {−3, 5, 6, 8}
の組み合わせによって判定するのが問題である．

この設定を以下のように定式化する．Mn, Cn ∈ Zを時
刻 nでのMouseと Catの位置とする. Mouseと Catは時

刻 n = 0で原点を出発（M0 = C0 = 0）し，再びMn = Cn

となるとMouseが Catに捕まったものとみなしてゲーム

が終了する．この時刻 T = inf{n > 0 |Mn = Cn}を捕獲
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時間という．右辺が空集合（Mouseがずっと捕まらない場

合）は T = ∞と定める．なおMouseと Catはともに Z上
を動くが，すれ違う（Mn と Cn の大小が逆転する）だけ

では捕まらないものとする．

次に Mouse と Cat の戦略選択について述べる．各時

刻 n ごとに，Mouse は RM = {m1,m2, · · · ,mkM
} (ただ

し |RM | = kM < ∞,m1 = mmin < m2 < · · · < mkM
=

mmax,mi ∈ Z), Cat は RC = {c1, c2, · · · , ckC
} (ただし

|RC | = kC < ∞, c1 = cmin < c2 < · · · < ckC
= cmax, cj ∈

Z) から 1つの要素を予め定められた推移確率分布に従っ

て選ぶ．すなわち任意の整数 xに対して，

　
kM∑
i=1

p (x,mi) = 1,

kC∑
j=1

q (x, cj) = 1

が成り立つように p = {p(x,mi)}x∈Z,1≤i≤kM
および

q = {q(x, cj)}y∈Z,1≤j≤kC
を定め，Mn − Cn = x のとき

にMouseはmi を確率 p(x,mi)，Catは cj を確率 q(x, cj)

で独立に選ぶことにする．これは Mouse と Cat がそれ

ぞれ RM , RC のどの要素を選ぶかを互いの位置の差 xご

とに混合戦略として定めることに他ならない．ここで

p(x,mi) と q(x, cj) は時刻によらず定まっていることに

注意しておく. 実際に時刻 n + 1 で Mouse が mi, Cat

が cj を選んだとき (Xn+1 = mi, Yn+1 = cj と書くこと

にする）数直線上を Mouse は mi，Cat は cj 移動して

Mn+1 = Mn + mi, Cn+1 = Cn + cj となる. よって，

時刻 nでのそれぞれの位置はMn = X1 +X2 + · · ·+Xn,

Cn = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn とも表せる.

Mouseの戦略として p，Catの戦略として q が決まった

とき, 全体の確率法則 Pが（p, q によって）定まり，T の

確率分布が決まる．そこで, Mouseは T を大きく, Catは

T を小さくするように p, qを決める. 捕獲時間が有限とな

る確率が 1かどうかで (I),(II)の 2つのクラスが定まる．

(I) どのように qを定めても，P(T < ∞) < 1となる p

がある．このとき，単に P(T < ∞) < 1と表す．

(II) ある q を定めると, すべての p に対して P(T <

∞) = 1となる. このとき, 単に P(T < ∞) = 1と

表す．

与えられた RM , RC について，(I)，(II) のどちらのクラ

スに属するかの判定条件を求めることが本研究の目標であ

る．この目的のために第 2章で基本的な命題をいくつか示

し，第 3章にて具体的な判定条件とその証明を述べる．

なお，上記のクラス分けでは Catが戦略 qを選択した後

でMouseがそれを見て戦略 pを選べる設定となっている．

ただし，この順序はクラス分けにはほぼ影響がない（Mouse

が先に戦略 pを定めて公開したとしてもほぼ同じ）である

ことが次章以降の議論でわかる．この選択順が影響する例

については 3.4節で取り上げる．

与えられた RM , RC から上記のクラス (II) であるこ

とがわかったときには，平均捕獲時間（捕獲時間の期待

値）T (p, q)の値にも興味がある．第 3章でわかるように

P(T < ∞) = 1ならば，E(T ) = min
q

(
max
p

T (p, q)

)
とし

て定義される値は有限となる．このときに E(T )の値，お

よびMouseと Catの最善の戦略 p, q を具体的に求める方

法を知りたい．第 4章にて，2つの簡単な具体例において

E(T )の計算方法と結果を示し，他の様々な例での計算方

法やその手間を示唆する．本研究で扱っているゲームは理

論値が厳密に求められるものとして，シミュレーションや

機械学習で得られる解の精度をテストする用途にも使える

と考えている．

2. 基本的な命題

まず，RM , RC の個々の包含関係についての単調性を表

す命題を述べる．証明は省略する．

命題 2.1 RM と RC がクラス (I)に属するとき

(i) RM ⊆ RM
′ ならば RM

′ と RC もクラス (I)に属する．

(ii) RC ⊇ RC
′ ならば RM と RC

′ もクラス (I)に属する．

(注) RM , RC がクラス (II)に属する場合は逆の単調性が

成り立つ．

次に，RM , RC の平行移動に関するクラスの不変性を述

べる．これも証明は省略する．

命題 2.2 x ∈ Zとする．RM と RC をそれぞれ x平行

移動して RM + xと RC + xに変更してもクラスは変わら

ない．

RM , RC から (I)，(II)のどちらのクラスに属するかがす

ぐにわかる場合をいくつか挙げる．

命題 2.3 mmax > cmax ならば P(T < ∞) = 0，すなわ

ちクラス (I)に属する．

証明 Mouseが常にXi = mmax とする戦略を採るとき，

Yi ≤ cmax なので n ≥ 1に対して

Mn = n×mmax > n× cmax ≥ Y1 + Y2 + · · ·+ Yn = Cn.

すなわち ∀x に対して p(x,mmax) = 1 とすると P(Mn >

Cn
∀n ≥ 1) = 1，つまり P(T < ∞) = 0であることがわか

る．（終）

系 2.4 mmin < cmin ならば P(T < ∞) = 0，すなわち

クラス (I)に属する．

以下, cmin ≤ mmin ≤ mmax ≤ cmax を仮定して考える.

kM = 1のときにクラス (II)に属する必要十分条件は, 命

題 2.3, 系 2.4と次の命題によりわかる.

命題 2.5 kM = 1, cmin ≤ m ≤ cmax のとき P(T <

∞) = 1，すなわちクラス (II)に属する.

(注) この場合, P(T ≤ k) = 1となる有限な k の存在も

具体的にわかる.

証明 命題 2.2より RM = {0}としてよい．cmin ≤ 0 ≤
cmax とする．

(i) cmin = 0 のとき，Y1 = cmin(= 0)とするとM1 = C1．
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よって P(T = 1) = 1とできる．cmax = 0 のときも同様に

P(T = 1) = 1とできる．

(ii) cmin < 0 < cmax のとき，Catが cminを cmax回，cmax

を |cmin|回使うと k = cmax + |cmin| = cmax − cmin につ

いてMk = 0，Ck = cmincmax + cmax|cmin| = 0．よって

P(T ≤ k) = 1である．（終）

例 2.1 RM = {2} , RC = {−101, 98}とする. 命題 2.2

より平行移動によって RM = {0}, RC = {−103, 96} と
して考えてよい．Cat が Y1 = Y2 = · · · = Y96 = −103，

Y97 = Y98 = · · · = Y199 = 96とすればM199 = C199 = 0

となり，Catは P(T = 199) = 1とできることがわかる．

よって，クラス (II)に属する．

ここからは kM ≥ 2の場合を調べていく. まずクラス (I)

に属する簡単な十分条件を次に示す. この命題のアイデア

が次章でも重要になる.

命題 2.6 任意の x ∈ Zに対してある m ∈ RM が存在

して，すべての c ∈ RC に対して x +m − c ̸= 0であるな

らば P(T < ∞) = 0，すなわちクラス (I)に属する．

証明 Mn − Cn = xのとき，どのような c ∈ RC に対し

ても x +m − c ̸= 0となる m ∈ RM を選んで Xn+1 = m

とすれば P(T = n+ 1 |Mn − Cn = x) = 0となる．これを

時刻 n+ 2, n+ 3, · · · でもくり返せばよい．（終）
命題 2.7 2 ≤ kM = kC のとき

(i) RM = RC のとき P(T < ∞) < 1，

(ii) RM ̸= RC のとき P(T < ∞) = 0．

すなわち，どちらの場合もクラス (I)に属する．

証明 (i) すべてのm ∈ RM に対して p(0,m) = k−1
M とす

ると，どのような q に対しても P(T = 1) ≤ k−1
M < 1とな

る．そしてM1 − C1 > 0のときはMouseがその後mmax

を選び続ければ Catに捕まらない．M1 −C1 < 0のときも

同様に，Mouseがその後mminを選び続ければ Catに捕ま

らない．

(ii) もし RC を平行移動させると RM に一致するならば，

mmax > cmax またはmmin < cmin なので命題 2.3，系 2.4

の通り示せる．そうでない場合は，命題 2.6の仮定が成立

するのでやはり示せる．（終）

これで 2 ≤ kM = kC の場合の判定はできたので，次の

章では 2 ≤ kM < kC の場合の判定条件を調べていく．

3. クラスの分類

3.1 Mouseが捕まる必要十分条件

本章では以下，kM ≥ 2, cmin < mmin < mmax < cmax

とする．mmax = cmax またはmmin = cmin のときは特別

な場合として 3.4節で述べる．Mouseが次に捕まる可能性

がある危険な場所として以下のように D, D̄を定める．

　 D̄ = {x ∈ Z |∀m ∈ RM , ∃c ∈ RC s.t. x+m− c = 0}，
　 D = D̄\{0}．

Mouseと Catの位置の差Mn−CnがDに入らなければ捕

まらないことを示すのが次の命題である．これは命題 2.6

と本質的に同じものである．

命題 3.1 すべての x /∈ D に対してある m ∈ RM が存

在して，すべての c ∈ RC に対して x+m− c /∈ Dならば

P(T < ∞) = 0.

また，次の条件 (∗) をみたす安全な場所 S があれば，

Mouseは Catとの位置の差Mn −Cnが S に入らないよう

に逃げれば捕まらないことは明らかである．

0 /∈ S, かつ
∀x ∈ S に対しある m ∈ RM が存在して

∀c ∈ RC に対して x+m− c ∈ S.

 (∗)

命題 3.2 (∗)をみたす S が存在し，かつ P(Mk − Ck ∈
S) > 0をみたす kが存在するならば P(T < ∞) < 1．

よって，次のことも明らかである．

命題 3.3 D = ∅ならば P(T < ∞) < 1．

証明 kM ≥ 2であることから P(M1 − C1 ̸= 0) > 0とで

きる．D = ∅のとき S = Z \ {0}とすれば，(∗)をみたす
ので P(T < ∞) < 1である．（終）

よって以下では D ̸= ∅と仮定し，D の最大公約数を l

(≥ 1)とする．クラス (II)に属する十分条件として次のこ

とがいえる．

定理 3.4 l = 1のとき，P(T < ∞) = 1．

この定理 3.4は 3.2節で証明する．

l = 1でない場合はより複雑な判定条件となる．l > 1の

とき，Mouseと Catの位置の差 xを lで割った余りで分類

して

D1 =

{
x ∈ {1, 2, · · · , l}

∣∣∣∣∣ ∀m ∈ RM , ∃c ∈ RC

s.t. x+m− c ≡ 0 (mod l)

}

とする．ここで D1 の最大公約数を l1 とする．

定理 3.5 l1 = 1 のとき，P(T < ∞) = 1．

この定理 3.5も 3.2節で証明する．

例 3.1 (Mouse が捕まる例) RM = {−1, 0, 2}, RC =

{−2, 4, 5, 7}とする. このとき，D = {5}, l = 5であるので

定理 3.4では P(T < ∞) = 1かどうか確定できない．ここ

でMouseと Catの位置の差の変化に関する表を作る．数

字は Yn+1 −Xn+1 の値を l = 5で割った余りを表す．

HHHHHHRM

RC
7 5 4 -2

2 0 3⃝ 2 1

0 2 0 4 3⃝
-1 3⃝ 1 0 4

○を付けた 3 は「どのような Xn+1 の選択に対しても，

Yn+1 − Xn+1 の余りが 3 となるような Yn+1 が存在する

（すべての行に 3 がある）」ことを意味している．よって

D1 = {3, 5}，D1 の最大公約数は l1 = 1となり，定理 3.5
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の条件をみたす．ここで実際にMouseが Catに捕まるか

どうかを確認してみる．以下 x′ ∈ Zとする．
(i) Mn − Cn = 5x′ + 3のとき

Mn+1 − Cn+1 =


5(x′ − 1) (Xn+1 = −1, Yn+1 = 7),

5(x′ + 1) (Xn+1 = 0, Yn+1 = −2),

5x′ (Xn+1 = 2, Yn+1 = 5).

すなわち，Catが Yn+1として−2, 5, 7のいずれかをランダ

ムに（q(5x′+3,−2), q(5x′+3, 5), q(5x′+3, 7)の値をすべて

> 0とする）選べばXn+1がどれであってもMn+1 −Cn+1

は 5y (y ∈ Z)になる確率を正にできる．
(ii) Mn − Cn = 5x′ + 1のとき

Mn+1−Cn+1 =


5(x′ − 2) + 3 (Xn+1 = −1, Yn+1 = 7),

5x′ + 3 (Xn+1 = 0, Yn+1 = −2),

5(x′ − 1) + 3 (Xn+1 = 2, Yn+1 = 5).

すなわち，Xn+1がどれであってもMn+1 −Cn+1は 5y+3

(y ∈ Z)になる確率を正にできる．
(iii) Mn − Cn = 5x′ + 4のとき

Mn+1−Cn+1 =


5(x′ − 1) + 1 (Xn+1 = −1, Yn+1 = 7),

5(x′ + 1) + 1 (Xn+1 = 0, Yn+1 = −2),

5x′ + 1 (Xn+1 = 2, Yn+1 = 5).

すなわち，Xn+1 がどれであっても Mn+1 − Cn+1 は

5y + 1(y ∈ Z)になる確率を正にできる．
(iv) Mn − Cn = 5x′ + 2のとき

Mn+1−Cn+1 =


5(x′ − 2) + 4 (Xn+1 = −1, Yn+1 = 7),

5x′ + 4 (Xn+1 = 0, Yn+1 = −2),

5(x′ − 1) + 4 (Xn+1 = 1, Yn+1 = 5).

すなわち，Xn+1がどれであってもMn+1 −Cn+1は 5y+4

(y ∈ Z)になる確率を正にできる．
　よって, Mouseがどこの場所にいてもCatはMn+1−Cn+1

を 5で割った余りを 2 → 4 → 1 → 3 → 0の順に変えていく

確率を正にできる．このアイデアをもとに P(T < ∞) = 1

が示せる．（3.2節参照）

(注) (ii)～(iv) においては，Yn+1 の選択を工夫すれば

Mn+1 − Cn+1 を 5で割った余りをより効率的に（ショー

トカットして）0とすることができるが，わかりやすさを

優先するためこのような選択で統一している．

例 3.2 (Mouse が捕まらない例) RM = {−1, 0, 2},
RC = {−3, 5, 6, 8} とする．D = {6}, l = 6 である．例

3.1と同様にMouseと Catの位置の差の変化に関する表を

作る．数字は Yn+1 −Xn+1の値を l = 6で割った余りであ

る．この表より D1 = {3, 6}であるため D1 の最大公約数

は l1 = 3となる．以下 x′ ∈ Zとする．
(i) Mn − Cn = 3x′ + 1のとき

　 Xn+1 = 0とすると，

HHHHHHRM

RC
8 6 5 -3

2 0 4 3⃝ 1

0 2 0 5 3⃝
-1 3⃝ 1 0 4

Mn+1 − Cn+1 =


3(x′ + 1) + 1 (Yn+1 = −3),

3(x′ − 2) + 2 (Yn+1 = 5),

3(x′ − 2) + 1 (Yn+1 = 6),

3(x′ − 3) + 2 (Yn+1 = 8).

(ii) Mn − Cn = 3x′ + 2のとき

　 Xn+1 = −1とすると，

Mn+1 − Cn+1 =


3(x′ + 1) + 1 (Yn+1 = −3),

3(x′ − 2) + 2 (Yn+1 = 5),

3(x′ − 2) + 1 (Yn+1 = 6),

3(x′ − 3) + 2 (Yn+1 = 8).

　よって Mouse は (i),(ii) の戦略をとれば Mn+1 − Cn+1

が 3の倍数になることを必ず避けられる．また，p(0, 0) =

p(0, 2) =
1

2
とすれば P(M1−C1 ̸≡ 0 (mod 3)) > 0である．

ゆえに P(T < ∞) < 1がいえる．なお，この例では 3の倍

数ではない整数全体の集合が安全な場所 S となっている．

D1 の最大公約数 l1 > 1であるとき，xを l1 で割った余

りが 1, 2, · · · , l1 − 1ならば x /∈ D1 である．そこで l1 > 1

のときはさらに

D2 =

{
x ∈ {1, 2, · · · , l1}

∣∣∣∣∣ ∀m ∈ RM ,∃c ∈ RC

s.t. x+m− c ≡ 0 (mod l1)

}
と定め，D2の最大公約数を l2とする．以下，同様にD3, l3

以降を定める．このとき l ≥ l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ 1 なので，ど

こかで lN = 1になるか lN = lN+1 > 1 になるかのどちら

かである（例 3.2では l1 = l2 = 3であった）．これらの記

号を用いて定理 3.6が定まる．

定理 3.6 l1 > 1とする．このとき (i),(ii)が成り立つ．

(i) lN = lN+1 > 1となる N が存在し，かつ

　 ∀c ∈ RC ∃m ∈ RM s.t. m− c ̸≡ 0 (mod lN )　 (∗∗)
のとき P(T < ∞) < 1である．

(ii) (i)以外のとき P(T < ∞) = 1である.

定理 3.6(i)は 3.3節で証明する.

3.2 P(T < ∞) = 1の場合の証明

この節では定理 3.4と定理 3.5，すなわちMouseが必ず

捕まる場合の証明を行う．定理 3.4の証明をするにあたり，

以下の補題を用いるので先に示す．

補題 3.7 表が出る確率が p(> 0)のコインを，k回連続

で表が出るまで投げ続けるとする．このときコインを投げ

る回数の期待値は有限であり，その値は

1

pk
(1 + p+ p2 + · · ·+ pk−1)
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である．

証明 コインを無限回投げ続けるときに (jk + 1)回目か

ら (j +1)k回目まで続けて表が出る事象を Aj （j ≥ 0）と

し，確率変数 Tc を Tc = inf{j |Ajが起こる } と定めると
P (Tc = j) = (1− pk)j × pk であるので E(Tc) = p−k < ∞
である．よって，この補題で求めるコイン投げの回数の期

待値も有限であることがわかる．元の設定に戻り，コイン

の表が i回 (0 ≤ i ≤ k− 1)続けて出ている状態から全部で

k回続けて表が出るまでのコイン投げの回数の期待値を Ei

とすると

Ei = 1 + pEi+1 + (1− p)E0 (0 ≤ i ≤ k − 2),

Ek−1 = 1 + (1− p)E0

が成り立つ. この解として

Ek−1 = p−k, Ek−2 = p−k(1 + p), · · · ,

E0 = p−k(1 + p+ p2 + · · ·+ pk−1)

が得られる. （終）

補題 3.8 d′ ∈ D とする．このとき，j ∈ Nに対し

P(Mn+j − Cn+j = 0 |Mn − Cn = jd′) ≥
(

1

kC

)j

が（p にかかわらず）成り立つように q を選ぶことがで

きる．

証明 Dの定義から，各m ∈ RM に対し cd′(m) ∈ RC を

cd′(m) −m = d′ となるように選ぶことができる．そこで

Rd′

C = {cd′(m) |m ∈ RM} とするとき，Catは Rd′

C の要素

をそれぞれ確率 |Rd′

C |−1 で選ぶようにすれば

P(Mn+1−Cn+1 = (j−1)d′ |Mn−Cn = jd′) ≥ 1

|Rd′
C |

≥ 1

kC

となる．これを j 回くり返せばよい．（終）

定理 3.4の証明 l = 1であるので，十分大きな整数 N

を指定すれば，N 以上の任意の整数 xに対して非負整数

a1, a2, · · · が
∑
di∈D

aidi = x となるようにとれる．そこで，

Catはまず cmin の移動をくり返して行い

　 N ≤ Mn − Cn < N + (mmax − cmin)

となるようにする. (∗∗∗)
そしてMn − Cn = x,

∑
di∈D

aidi = xであるとき Catは

そこから
∑
di∈D

ai 回の移動について Rd1

C の要素を a1 回，

Rd2

C の要素を a2 回，· · · と選ぶ．まず Catが Yn+1 として

Rd1

C の要素を 1つ選ぶとすると，MouseのXn+1 の選択に

よって Yn+1 −Xn+1 = d1 となればこれはコインで表が出

たと解釈し，Yn+1 −Xn+1 ̸= d1 となれば裏が出たものと

みなす．このようにして以降も Rdi

C の要素を Catが選ん

で Yn′ − Xn′ = di となればコインで表が出たものとみな

す．なお，このコインで表が出る確率は各回ごとに k−1
C 以

上である（補題 3.8）．よって，もしコインの表が
∑
di∈D

ai

回続けて出ればMn+
∑

ai
− Cn+

∑
ai

= 0となって Catが

Mouse を捕まえたことになり，コインで一度でも裏が出

れば再び (∗∗∗)の操作に戻る．これをくり返すとき，補題
3.7からコインを投げる回数の期待値は有限であるため，

P(T < ∞) = 1の結果が得られる．（終）

定理 3.5の証明 l > 1, D′ = {x ∈ Z |P(T < ∞|Mn −
Cn = x) > 0}とする．D′ = Zとなるように qが設定でき

ることを示せれば P(T < ∞) = 1が言える．以下

(i) xが lの倍数で十分大きいとき x ∈ D′,

(ii) xを lで割った余りが k (1 ≤ k ≤ l − 1)で xが十分大

きいとき x ∈ D′,

(iii) すべての整数 xに対して x ∈ D′

を示していく．

(i) の証明　 x は D の要素 d1, d2, · · · , di と正の整数
a1, a2, · · · を用いて x =

∑
di∈D

aidi とかけるので，Cat は

Mn −Cn = xの状態からの
∑

ai回の移動について Rdi

C の

要素からの選択（すべて確率を |Rd′

C |−1 で選ぶ）を ai 回ず

つ行うと，Mn+
∑

ai
− Cn+

∑
ai

= 0となる確率は k
−

∑
ai

C

以上になる．よって x ∈ D′ である．

(ii)の証明　Mn−Cn = xで xが十分大きく，xを lで割っ

た余りが d′（ ̸= 0）である状況を考える．もし d′ ∈ D1であ

れば，各m ∈ RM に対して d′ +m− c ≡ 0 (mod l)となる

c ∈ RC を Cd′(m)とし Rd′

C = {cd′(m) |m ∈ RM} として，
Catは Rd′

C の要素を等確率で選ぶことにすると |Rd′

C |−1 の

確率でMn+1−Cn+1は lの倍数となるので x ∈ D′である．

同様に，x を lで割った余りがD1に含まれないときもD1

の要素 d′1, d
′
2, · · · , d′i を用いて x =

∑
d′
i∈D1

bid
′
i と表し，Cat

はこの状態からの
∑

bi 回の移動について R
d′
i

C の要素の移

動を bi回ずつ行うことにすればMn+
∑

bi −Cn+
∑

bi が lの

倍数となる確率は k
−

∑
bi

C 以上となり，x ∈ D′ である．

(iii)の証明　Mn −Cn = xのとき，Catは cmin の選択を

くり返し行うことでMn′ −Cn′ を十分大きくすることがで

きる．（終）

なお, 定理 3.6(ii)の証明は定理 3.5の証明と同様にでき

るので省略する．

3.3 P(T < ∞) < 1の場合の証明

この節では定理 3.6(i)，すなわちどのように q を定めて

もMouseが捕まらない確率が正である場合の証明を行う．

基本的なアイデアは例 3.2で述べたものである．

定理 3.6(i) の証明 lN = lN+1 > 1とする．(∗∗)の条件
から，P(M1 − C1 ̸≡ 0 (mod lN )) > 0である．このとき，

x ̸≡ 0 (mod lN )となるすべての xについて

　 ∃m ∈ RM s.t. ∀c ∈ RC , x+m− c ̸≡ 0 (mod lN )

である．よって，Mn − Cn = xかつ x ̸≡ 0 (mod lN )のと

き，MouseはこのmをXn+1として選べばMn+1−Cn+1 ≡
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0 (mod lN ) とはならない．（終）

なおこの場合 lN の倍数でない整数全体の集合が安全な

場所 S となり，命題 3.2に対応している．

3.4 RM , RC の最大値か最小値が等しい場合

本節では cmin ≤ mmin < mmax = cmaxの場合について，

Catが先に戦略 q を決めると，Mouse が P(T < ∞) < 1

となるように戦略 p を選べることを示す．なお cmin =

mmin < mmax ≤ cmax の場合についても同じことがい

える．

例 3.3 RM = {−1, 0, 1}, RC = {−2,−1, 0, 1}とする．
このときどのように Catの推移確率を定めても，その後に

Mouseが P(T < ∞) < 1となるように推移確率を定めら

れることを背理法で示す．ある qについてすべての pに対

し P(T < ∞) = 1であると仮定する．このとき q(0, 1) < 1

とすると，すべての x について p(x, 1) = 1 とすること

で P(T < ∞) < 1 となってしまう．よって q(0, 1) = 1

でなくてはならない．そこで Mouse は p(0, 1) = 0 とす

る．この例では D = {−1} なので Mn − Cn = −1 のと

きに Cat が Mouse を捕まえに行かなければならないが，

q(−1,−1) = 0とすると p(−1, 0) = 1とすればMouseは捕

まらず，q(−1,−1) > 0とすると p(−1, 1) = 1とすること

で P(Mn+1 − Cn+1 > 0) > 0となり，P(T < ∞) < 1と

なってしまう．

この例 3.3を一般化して次の定理を得る．

定理 3.9 cmin ≤ mmin < mmax = cmax とする. この

ときすべての qに対して，P(T < ∞) < 1となる pが存在

する．

証明ある qについてすべての pに対し P(T < ∞) = 1と

仮定する．q(0, cmax) < 1とすると p(0,mmax) = 1 のとき

P(M1−C1 > 0) = 1−q(0, cmax) > 0となり, M1−C1 > 0

のときにその後Mouseがmmaxを出し続ければ T = ∞と
なるのでP(T < ∞) = 1に反する．よって q(0,mmax) = 1．

このとき p(0,mmax) = 0としてよい．この後も同様に，も

し P(Mn − Cn > 0) > 0となると P(T < ∞) = 1に反する

ことに注意しておく．

ここで P(T < ∞) = 1 とするためには，P(T =

n + 1|Mn − Cn = k) > 0 となる k < 0 が p にかかわ

らず存在しなければならない．T = n+ 1となる確率を正

にするためには，すべてのm ∈ RM に対してある c ∈ RC

が存在して k+ c = mが成り立ちかつ q(k, c) > 0でなけれ

ばならない．すなわち k + c = mmax かつ k + c′ = mmin

となる c > c′について q(k, c) > 0かつ q(k, c′) > 0である．

しかしこのとき p(k,mmax) = 1とすると

　　 P(Mn+1 − Cn+1 > 0 |Mn − Cn = k)

　 ≥ p(k,mmax)× q(k, c′) = q(k, c′) > 0

となるので，P(T < ∞) = 1 に反する．（終）

これでクラス (I)(II)の分類がすべて終わったことになる．

なお，本節で取り扱った状況では p, q を指定する順序

によって結論が変わり得ることを述べておく．例 3.3 に

おいて，もし pを見て後から q を定めることができれば

P(T < ∞) = 1とできることを示す．qの設定を

　・ p(−1, 1) > 0ならば q(−1, 0) = 1,

　・ p(−1, 1) = 0, p(−1, 0) > 0ならば q(−1,−1) = 1,

　・ p(−1,−1) = 1ならば q(−1,−2) = 1

および

　・ p(−2, 1) > 0ならば q(−2,−1) = 1,

　・ p(−2, 1) = 0ならば q(−2,−2) = 1

とし，まず Y1 = 1を選択すればつねに−2 ≤ Mn−Cn ≤ 0

であり，P(T < ∞) = 1となる．したがってこの例では，

　・qを見てからpを決めることができればP(T < ∞) < 1，

　・pを見てからqを決めることができればP(T < ∞) = 1，

　・p, qを同時に出す場合は，お互いどのような p, qを選

　　ぶかの段階で混合戦略を採用することになり，P(T <

　　∞) < 1と P(T < ∞) = 1のいずれの可能性もある

こととなる．

4. 平均捕獲時間の最小化

4.1 平均捕獲時間に関する基礎事項

第 3 章では RM と RC に応じて P(T < ∞) = 1 とな

る場合および P(T < ∞) < 1 となる場合の判定条件が

わかった．そこで本章では P(T < ∞) = 1の場合におい

て，平均捕獲時間を最小化する Cat の戦略を考察する．

すなわち，p, q を設定するとそのときの平均捕獲時間

T (p , q)が定まるが，双方が最善を尽くしたミニマックス

値 E(T ) = min
q

(
max
p

T (p, q)

)
を求めたい.

なお，このモデルではMn−Cn = xの値が十分大きいと

きは p(x,mmax) = q(x, cmax) = 1，十分小さい（xが負で

|x|が十分大きい）ときには p(x,mmin) = q(x, cmin) = 1

としてよく，したがって p，q は有限次元の定義域を持つ

ベクトルとみなせるため E(T ) < ∞である場合はその値
を達成する p, q の組合せ（具体的な最適戦略）が存在す

る．ただし RM , RC が簡単な場合を除いて E(T )の厳密な

値を求めることは大変であり，ここでは 2つの具体例での

E(T )の計算のみを示す．

4.2 Catの戦略例 (RM ,RC とも対称性のある場合)

次の例における Catの戦略 qを考え，Catにとって最悪

の pが選ばれたときの T (p, q)の値を最小化し，そのミニ

マックス値E(T )を求めていくことが本節での目標である．

例 4.1 RM = {−1, 0, 1}, RC = {−2,−1, 0, 1, 2}．この
とき D = {−1, 1}であり，クラス (II)に属する．ここで

Mn −Cn = xである地点からの平均捕獲時間（のミニマッ
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クス値）を f(x)と書くことにすると f(x) < ∞であり，対
称性から f(x) = f(−x)が成り立つ．またMouseは |x| ≥ 2

に対して，P(T = n+ 1|Mn − Cn = x) = 0 とできるので

f(1) = f(−1) < f(x)である．

　まず Mn − Cn ≥ 3 のとき Yn+1 = 2, Xn+1 = 1，

Mn − Cn ≤ −3 のとき Yn+1 = −2, Xn+1 = −1 とし

てよく，f(3) = 1 + f(2) である．このことから以降は

−2 ≤ Mn − Cn ≤ 2の場合の p, q について考えればよい．

CatがMouseを捕える前段階として，Mn−Cn = 1または

−1とするための戦略を考える．そこで Catの戦略として

Mn − Cn ≥ 2 のとき Yn+1 ≥ 1,

Mn − Cn ≤ −2 のとき Yn+1 ≤ −1,

Mn − Cn = 1 のとき Yn+1 ≥ 0,

Mn − Cn = −1 のとき Yn+1 ≤ 0

の条件を仮定して十分であり，以下，f(1), f(2)を求める．

(i) Mn − Cn = 2 のとき，Xn+1, Yn+1 の値によって

Mn+1 − Cn+1 の値は次の表のようになる．

HHHHHHRM

RC
2 1 0

1 1 2 3

0 0 1 2

-1 -1 0 1

このとき f(1) < f(2) < f(3)の大小関係から，純戦略の優

劣比較が可能で q(2, 2) = 1とすべきことがわかる. よって

p(2, 1) = 1も定まり，f(2) = 1 + f(1)がわかる．

(ii) Mn − Cn = 1 のとき，Xn+1, Yn+1 の値によって

Mn+1 − Cn+1 の値は次の表のようになる．

HHHHHHRM

RC
2 1 0

1 0 1 2

0 -1 0 1

-1 -2 -1 0

この表からわかるMouse，Catの戦略についての対称性を

考慮に入れ，混合戦略

　 p(1,−1) = p(1, 1) = x, p(1, 0) = 1− 2x

(
0 ≤ x ≤ 1

2

)
,

　 q(1, 0) = q(1, 2) = a, q(1, 1) = 1− 2a

(
0 ≤ a ≤ 1

2

)
における f(1)を計算すると，f(2) = 1 + f(1)を代入する

ことで

f(1) = {2(1− 3a)x+ 2a}f(1) + 2ax+ 1

となる．この f(1)の値が大きくなるように xを，小さくな

るように aを定めなくてはならない．ここでMouseの特

別な戦略 x = 0および x =
1

2
を考えて上式の f(1)を求め


g1(a) =

1

−2a+ 1
(x = 0),

g2(a) =
a+ 1

a

(
x =

1

2

)
とする．このとき max

0≤a≤1/2
{g1(a), g2(a)}が最小となるとき，

すなわち y = g1(a)と y = g2(a)の交点が Catにとっての

最適な戦略となる．この aの値を求めると a =
−1 +

√
3

2

となる (0 ≤ a ≤ 1

2
をみたす)．よって f(1) = 2 +

√
3，

f(2) = 3 +
√
3となる．

　最後に n = 1でのMouseと Catの戦略について考える．

M1 − C1 は次の表のようになっている．

HHHHHHRM

RC
2 1 0 -1 -2

1 -1 0 1 2 3

0 -2 -1 0 1 2

-1 -3 -2 -1 0 1

このとき f(1) < f(2) < f(3)の大小関係により，Catに

とって Y1 = 2,−2のどちらかを選ぶことは Y1 = 1,−1 に

比べて不利であるので Y1 = 1, 0,−1のいずれかを選ぶこと

としてよい．ここでまた対称性を考慮して混合戦略を

　 p(0, 1) = p(0,−1) = y, p(0, 0) = 1− 2y

(
0 ≤ y ≤ 1

2

)
,

　 q(0, 1) = q(0,−1) = b, q(0, 0) = 1− 2b

(
0 ≤ b ≤ 1

2

)
と設定する．このとき f(1) = 2+

√
3, f(2) = 3+

√
3より，

最初の状態M0 = C0 = 0からの平均捕獲時間 f(0)は

　 f(0) = 1 + 2(2 +
√
3)y + 2(2 +

√
3)b− 2(5 + 3

√
3)by

となる．ここで再び Mouseの特別な戦略として y = 0,
1

2
の場合を考えて h1(b) = 1 + 2(2 +

√
3)b (y = 0) ,

h2(b) = 3 +
√
3− (1 +

√
3)b

(
y =

1

2

)
とするとき， max

0≤b≤1/2
{h1(b) , h2(b)}が最小となるすなわち

y = h1(b) と y = h2(b) の交点が Cat にとっての最適な

戦略となる．この bの値を求めると b =
−1 +

√
3

2
となる

( 0 ≤ b ≤ 1

2
をみたす)．よって f(0) = 2 +

√
3となる. 以

上より E(T ) = 2 +
√
3 = 3.732 · · · となる.

4.3 Catの戦略例 (RC に対称性のない場合)

例 4.1では RM と RC に左右対称性がある場合における

Catの戦略を考えた．次の例では RC に対称性がない場合

を取り上げ，Catの戦略を考えて T (p, q)を最小化し E(T )

の値を求めていく．

例 4.2 RM = {−1, 0, 1}, RC = {−2, 0, 1, 2} とする．
例 4.1と比較して RC の要素が減っているがD = {1}であ
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り第 3章の判定条件から P(T < ∞) = 1であることがわか

る．ただし RC について左右対称性がないので少し複雑な

計算が必要となり，詳細な戦略の比較については煩雑とな

るため記述を一部省略する．

　まず，Catが仮に次のような戦略 q0 を定めたとしたと

きの max
p

T (p , q0)を求め，E(T )の上界とする．

q0(0, 0) = 1, q0(1, 0) = q0(1, 1) = q0(1, 2) =
1

3
,

q0(2, 1) = q0(2, 2) =
1

2
, q0(−1,−2) = 1 , q0(−2,−2) = 1.

このときにMouseは

　 p(2, 1) = 1, p(1,−1) = 1, p(0,−1) = 1,

　 p(−1, 1) = 1, p(−2,−2) = 1

という戦略を採ると T (p, q0)は最大となることが簡単な

考察からわかり，このとき平均捕獲時間の関係式を解く

ことで上界 E(T ) ≤ 14，および Mn − Cn = x である状

態からの平均捕獲時間 f(x) について f(2) ≤ 12, f(1) ≤
10, f(−1) ≤ 13, f(−2) ≤ 14という評価式も得られる．

　以下 E(T )の厳密な値を考察する．Mn −Cn = xの状態

において，xの値によっては以下の戦略が最善であること

がこれも簡単な考察からわかる．

　 x ≥ 3 のとき q(x, 2) = 1, p(x, 1) = 1，

　 x ≤ −2 のとき q(x,−2) = 1, p(x,−1) = 1．

その他の x(∈ {−1, 1, 2})に対しては，Catの混合戦略とし

て以下のように確率を定めておく.

　 q(1, 2) = a, q(1, 1) = b,

　 q(1, 0) = 1− a− b (a ≥ 0 , b ≥ 0 , 1− a− b ≥ 0),

　 q(2, 2) = c, q(2, 1) = 1− c (0 ≤ c ≤ 1),

　 q(−1, 0) = d, q(−1,−2) = 1− d (0 ≤ d ≤ 1).

これ以外の確率を 0として除外できる理由として f(3) =

1 + f(2), f(−2) = 1 + f(−1) などの評価や大小関係を用

いている．このとき，f(x)について以下の式が成り立つ．

f(1) = 1 +max{bf(1) + (1− a− b)f(2),

af(−1) + (1− a− b)f(1), af(−2) + bf(−1)},

f(2) = 1 +max{cf(1) + (1− c)f(2), (1− c)f(1),

cf(−1)},

f(−1) = 1 +max{(1− d)f(2), df(−1) + (1− d)f(1),

df(−2)}.

右辺の max 内は, Mouse が Xn+1 として 1, 0,−1 のどの

値を選択するかによって得られる期待値である．このと

き，Mouseは戦略の比較により p(2, 0) = 0, p(−1,−1) = 0

とすべきであることもわかる（説明は省略する)．上式の

f(1), f(2), f(−1)の値を最小化するために Catは

bf(1) + (1− a− b)f(2) = af(−1) + (1− a− b)f(1)

= af(−2) + bf(−1),

cf(1) + (1− c)f(2) = cf(−1),

(1− d)f(2) = df(−1) + (1− d)f(1)

となるように a, b, c, d の値を定めるとよく，また等式

f(−2) = 1 + f(−1) も代入してこれらの式の解を求め

ると a = 0.3067 · · · , b = 0.2807 · · · , c = 0.8352 · · · , d =

0.1648 · · · のとき f(1) = 4.871 · · · , f(2) = f(−1) =

6.066 · · · という結果を得る．
　以上のように x ̸= 0に対して f(x)が求められたので，

最後に n = 1での Catの戦略について考察する．ここで

M1 − C1 を次の表に示す．

HHHHHHRM

RC
2 1 0 -1

1 -1 0 1 3

0 -2 -1 0 2

-1 -3 -2 -1 1

表から見てわかるとおり，Y1 = 2という戦略は Y1 = 1と

いう戦略に劣るので q(0, 2) = 0としてよい．

　 q(0, 1) = s, q(0, 0) = t,

　 q(0,−2) = 1− s− t (s ≥ 0 , t ≥ 0 , 1− s− t ≥ 0)

とするとき，最初の状態からの平均捕獲時間 f(0)は以下

のように表せる．

f(0) = 1 +max{tf(1) + (1− s− t)f(3),

sf(−1) + (1− s− t)f(2),

sf(−2) + tf(−1) + (1− s− t)f(1)}.

このときCatは右辺のmax内の 3つの値をすべて等しくな

るように s, tを定めるのが最適な戦略となる．また，上で得

られた f(1), f(2), f(−1)と等式 f(3) = 1 + f(2), f(−2) =

1 + f(−1) を代入してこれらの式の解を求めると s =

0.263 · · · , t = 0.223 · · · となり，f(0) = 5.717 · · · が得られ
E(T ) = 5.717 · · · となる．例 4.1と比べ Catは RC に −1

を含まない分不利になっており，その影響で E(T ) が約

1.985だけ増加している．ただし，上に述べた単純な戦略

q0 に比べると平均捕獲時間はかなり下げられたこともわ

かる．

以上のように捕獲時間の期待値が計算できるが，RM , RC

が複雑になると E(T )を求めるための戦略比較がより面倒

となるため，厳密解を得るためには適切な戦略を取捨選択

するためのより効率的な判定法を見つけることが今後の課

題である．
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