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反射鏡を利用した全方位カメラにおける画像の照度について

岡 谷 貴 之† 出口 光一郎†

本論文では曲面状の反射鏡とレンズ系からなる全方位カメラについて，シーンの放射輝度と画像照
度との関係を論じる．反射鏡を用いる全方位カメラでは，超広角域を撮影できる魚眼レンズ同様，画
像に歪みを作ることで広範囲にわたるシーンの像を得ている．魚眼レンズなど通常のレンズ系では，
画像の歪みは画像照度に無視できない影響を与えることが知られている．これに対し，反射鏡を用い
る全方位カメラでは，画像の歪みが反射鏡によって作り出される限りにおいて，歪みは画像照度に影
響しないことを示す．同時に，画像照度は反射鏡の曲率に関係なく，反射光を集めるレンズ系によっ
てのみ決定されることを示す．

On the Image Irradiance of Omnidirectional Cameras Using Mirrors

Takayuki Okatani† and Koichiro Deguchi†

In this paper we discuss the relationship between the scene radiance and the image irradi-
ance for omnidirectional cameras that use a combination of lenses and mirrors. These kinds
of cameras obtain wide fields of view by making images geometrically distorted, as do fisheye
lenses. In the case of conventional lenses such as fisheye lenses, the geometric distortion of
images affects the image irradiance to a considerable extent. We show that in the case of
omnidirectional cameras with curved mirrors, the image distortion due to the mirrors does
not affect the image irradiance at all. We also show that the image irradiance is independent
of the curvedenss of the mirrors and is determined only by the lenses comprising the camera.

1. は じ め に

全方位画像センサとして，曲面状の反射鏡と通常の

レンズからなるカメラを組み合わせた撮像系がよく研

究されてきた（以前の研究をまとめたものとして文献

1)∼3)がある）．これらの全方位撮像系の研究ではこ

れまで主に幾何学的な結像関係が主題とされた．たと

えば，得られる像が 1つの視点から見た像であるかど

うかや，撮影可能な画角，解像度などである．これら

の議論は，反射鏡からの反射像を受けるレンズをピン

ホールで近似しても可能であった．

通常のレンズは光線を曲げることにより，空間の点

から発した光を集めて像を得ている．曲面でできた反

射鏡は光線を複雑に曲げるから，全系の光学系として

の性能を論じるには，反射鏡もレンズと同様に扱う必

要がある．このように扱ってはじめて議論できるのが

結像性能や画像照度の均一性がある．これらを議論す

るとき，レンズをピンホールで近似することはできな

い．レンズの中心を通る主光線4)だけでなく，周辺部
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を通過する光線も考える必要がある．

曲面の反射鏡を用いた全方位撮像系の結像性能につ

いては文献 3)に議論がある．本論文では画像照度の

均一性，すなわち像面照度特性を論じる．著者らの知

る限り，これに関する議論は過去に見当たらない．

一般的なレンズで撮影した画像では，画像の中央部

と周辺部で照度が均一にならない．たとえばどの方向

から見ても同じ明るさに見える一様な平面の前にカメ

ラを置いて画像をとったとする．理想的には画像は均

一な明るさとなるはずだが，実際には画像の明るさは

場所によって異なる．一般には周辺部ほど暗くなる．

これには複数の要因がある5)．そのうちの 1つであ

るコサイン 4乗則は，コンピュータビジョンの分野で

もよく知られている．このほかに，蹴られ（ビグネッ

ティング）や（周辺光量を低下させることに直接は結

び付かないが）入射瞳の増大効果，画像の歪み（より

一般的には像の射影方式）の影響などがある．これら

はいずれも重要だが，ここでは中でも画像の歪みと画

像照度の関係に注目する．魚眼レンズに代表される，

歪みを利用して視野を超広角とする方式のレンズでは，

歪みが画像照度に与える影響は大きい．実際，魚眼レ

ンズでは周辺ほど解像度が悪くなるが，これを逆に利
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図 1 反射鏡とレンズからなる撮像系における画像の生成
Fig. 1 Process of image formation in an imaging system

consisting of a mirror and a conventional lens.

用して，コサイン 4乗則や蹴られによる周辺光量の低

下を補正しているということもある5)．

曲面状の反射鏡を利用した全方位カメラでも，幾何

学的な画像の歪みを利用していることや，結果として

解像度が非一様である点で，魚眼レンズと類似した性

質を持っている．曲面状の反射鏡とレンズからなる撮

像系では，図 1 のように，シーンの像を鏡面が反射

した後，レンズによって画像を結んでいる．このよう

な撮像系で，画像面の照度がどのような分布になるの

かを考える．本論文では次を示す：シーンの像を曲面

状の反射鏡を介して理想的なレンズでとらえたとき，

画像面上に理想的に像が結ばれボケがないとすれば，

画像の照度とシーンの点の撮像系方向への輝度との関

係は，通常のレンズと同じ形の後述の式 (1)で結ばれ

る．反射鏡による像の歪みは，シーンの点から見たレ

ンズの見かけの立体角の増減により相殺され，画像照

度には無関係となる．

コンピュータビジョンの分野において，レンズの光

学的特性を扱った研究は数多くある．ただし，最初に

述べた全方位撮像系の研究1)∼3) などを除いて，多く

はレンズの光学的特性をより正確に簡潔な方法でモデ

ル化しようとしたものであった．そのいくつかをここ

で述べる．

まず，1つの研究分野として，レンズの幾何学的な

歪みをモデル化し，これを画像上の座標変換によって

校正するための手法がさかんに研究されてきた6),7)．

歪みの校正は，カメラの内部パラメータ全般を推定

するカメラキャリブレーション手法の一部となってお

り，すでに実用化されている．また，像のボケの性質

を利用して撮像系からの奥行き情報を得ようとする

depth from focusや depth from defocusでは，絞り

やフォーカスの変化によるボケの変動が利用されるが，

ボケの適切なモデル化が肝要である8)∼10)．そこでは

フォーカス変化にともなって像倍率が不変な（像側）

テレセントリック光学系も利用されている．本論文が
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図 2 通常のレンズ系における画像の生成
Fig. 2 Process of image formation in a conventional lens

system.

扱うテーマである像面照度の不均一性については，通

常のレンズの場合，コサイン 4 乗則や口径蝕などす

でに十分理解されていることもあり，そのものを扱っ

た研究はあまりない．文献 11)では，レンズ前面に可

変円筒を付加したカメラモデルによって，不均一な像

面照度の補正を行い，画像合成に応用している．さら

に，レンズの光学的特性を扱ったわけではないが，本

論文の研究に特に関連するものに，曲面状の鏡面に写

るシーンの像の運動とカメラの運動の幾何学的関係を

論じた文献 12)がある．

次節以降，図 1 のような曲面状の鏡を経由して得ら

れるシーンの像について，その画像照度の分布を考え

ていく．問題になるのは，曲面状の反射鏡によるシー

ンの反射像は，これを普通のレンズでとらえても，一

般にボケのない完全な像が得られないことである．こ

のことは，シーンの輝度と画像の照度との関係を考え

るときに何らかの適当な近似を行わないと解析が不可

能であることを意味する．3章でこの近似について述

べ，その下でシーンの輝度と画像の照度との関係を導

く．この近似とそこから見いだされる結論が，現実の

撮像系でも有効かどうかを確かめるために，双曲面鏡

を用いた撮像系を対象に数値計算を行った．4章でそ

の結果を示す．その前に次章で，通常のレンズ系にお

ける画像照度についてまとめておく．

2. 通常のレンズ系の像面照度特性

すでに述べたように，通常のレンズ系では，画像の

歪みは画像照度に影響を与える．これを概観するため，

文献 13)などに詳しいが，通常のレンズ系による画像

の生成過程について簡単にまとめておく．図 2のよう

に，完全な透視投影で歪みがなく，レンズの厚さを 0

と見なせる理想的な光学系を考える．このとき画像面

の照度 E と物体表面の点でのレンズ方向への輝度 L

の関係は，

E =
Sl

f2
L cos4 θ (1)
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で与えられる．ここで θ は視線と光軸のなす角であ

る．Sl はレンズ口径（入射瞳）の面積で，f は画像面

とレンズ中心との距離である．コサイン 4乗則はここ

に導出される．

この式は，次の 2つのことを考えて導かれる．画像

の微小面積 δSi が受け取る光はすべて，空間にある

物体表面の微小面積 δSo から発した光をレンズが集

めたものであるとして，

E δSi = L Ω δSo cos α (2)

の関係が成り立つ．ただし Ω は物体の点からレンズ

を見込む立体角で，Ω = Sl cos θ/(r/ cos θ)2 であり，

α は視線と物体の面の向きがなす角である．さらに，

レンズ中心を挟んで，面積 δSi と δSo とが互いに作

る立体角が等しいとして，

δSi cos θ

(f/ cos θ)2
=

δSo cos α

(r/ cos θ)2
(3)

が導かれる．この 2式から δSi，δSo を消去すると式

(1)を得る13)．

コサイン 4乗則のほかの，画像の照度に影響を与え

る要因は，この議論を延長することで同様に論じられ

る．なかでも画像の歪みが与える効果は次のように説

明することができる．画像に歪みがある場合，レンズ

中心を挟んで空間側と画像側の立体角が等しくなると

する式 (3)は，正しくなくなる．画像面の単位面積に

相当する空間方向の立体角が，上述のような理想光学

系と同じにはならないからで，これは空間方向の解像

度が cos θ の影響を除いても一様でないためといいか

えられる．軸外方向から見たとき，レンズの口径（入

射瞳）に変化がないとすれば，歪みの結果として，画

像面の照度はコサイン 4 乗則を除いても均一でなく

なる．

画像の歪みが画像照度に影響するしくみはこのよう

に理解される．次章以降，本章の結果をふまえこれと

対比させながら，曲面の反射鏡を用いた撮像系につい

て考える．

3. 反射像の画像照度

ある空間の点から発した光線よりなる光束は，曲面

でできた鏡によって反射されると，近似的な細い光束

を考えても，一般には非点光束，すなわち，光線が交

わる焦点が唯一でない光束になってしまう．線分の交

点は唯一点とならず，その集合は火面（caustic sur-

face）4),12),14) と呼ばれる曲面を構成する．非点光束

を通常のレンズ系でとらえても，ボケのない完全な像

を得ることは一般にできないから，曲面の反射鏡によ

り反射させた像を，レンズによって集光し画像面上に
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図 3 細い光束の曲面上での反射．P の鏡像が P’

Fig. 3 Reflection of a small bundle of rays on a curved

surface. P’ is a mirror image of P.

得ようとする撮像系は，そもそも通常のレンズ系より

性質が悪いといえ，近似的な議論さえ困難である．こ

のことは，画像面の照度と物体の輝度の関係を考える

うえでも，解析を困難にさせる．

ここでは次のように考えて，反射された光束が非点

光束となり解析しにくい問題を回避する．まず，主光

線が反射される曲面の点まわりの微小な曲面を考え，

これを 2 次曲面で表す．次に，空間の 1 点から発し

た光束が，この 2次曲面で反射されたとき，1次近似

の意味で非点光束とならないための，曲面の形状に関

する条件を導く．そして，考える反射鏡全体で，この

条件が満足されると仮定し，反射像の画像照度を計算

する．

もちろん以上のような仮定は一般には正しくないが，

もし考えている反射鏡が非点光束をつくり出し，その

結果，反射鏡を含む撮像系によってボケのない完全な

像を得られないとすれば，そもそも物体の輝度と画像

の照度を考える意味がない．したがって，反射鏡の形

状が，反射光束が非点光束とならない条件を近似的に

であるにせよ満足すると仮定し，議論を進めることに

する．この仮定の妥当性については，本章の最後で改

めて検討する．

3.1 反射光束が非点光束とならないための条件

まず，空間の 1 点から様々な方向に発した光線が，

曲面状の反射鏡によって反射されるとき，反射光線か

らなる光束が非点光束とならないための条件を導く．

補題 1 空間の点 Pから発した光線が，曲面の鏡 S

上の点 Oで反射されたとする．図 3 のように，S の

Oでの法線を z 軸にとり，線分 POを含む面を zx 平

面とする局所座標系を考える．Pの座標を (x1, 0, z1)

と書く．Oのまわりの S の形状を
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z(x, y) =
1

2
rx2 + sxy +

1

2
ty2 (4)

とする．Pから発した光線で，O以外の S 上の点 R

で反射されるものを考える（図 3）．今，曲面のパラ

メータ r，s，t と入射光線の方向を規定する x1，z1

との間に

r(x2
1 + z2

1) − tz2
1 = 0 かつ s = 0 (5)

の関係が成立すると仮定する．このとき，光線 PRの

反射光線 RQを曲面方向に延長した直線と，光線 PO

の反射光線 OMを曲面方向に延長した直線は，Rが

Oに十分近いとき，その位置によらず交点（図中 P’）

を持つ．

（補題 1の証明）Rの x 座標を δx，y 座標を δy と

する．z 座標は自動的に

z(x, y) =
1

2
rδx2 + sδxδy +

1

2
tδy2

となるが，後で δx，δy ともに微小であるとしてこれ

らの 1 次の項までしか考えないので，z ≈ 0 とする．

したがって R = (δx, δy, 0)．Rでの曲面の法線ベクト

ル n は n = (−∂z/∂x,−∂z/∂y, 1) で与えられ，

n = (−rδx − sδy,−sδx − tδy, 1)

となる．表記の便宜上，光線 PRの反射光線上適当な

位置に点 Qをとる．光線 PRが Rで反射されて光線

RQになることから次の関係を得る．

(2n̂n̂� − I) �RP � �RQ (6)

ただし I は 3×3の単位行列を表し，�は定数倍を除
き等しいことを表す．上の式における行列 (2n̂n̂�−I)

を，δx，δy の 2次以上の項を無視することで次のよ

うに近似する．


−1 0 −2(rδx+sδy)

0 −1 −2(sδx+tδy)

−2(rδx+sδy) −2(sδx+tδy) 1




式 (6) より，直線 RQ 上の任意の点の座標（これを

(α, β, γ) と書く）は，ρ をパラメータとして


α

β

γ


≡




δx

δy

0


+ ρ(2n̂n̂� − I)




x1 − δx

−δy

z1


 (7)

と書ける．この点が光線 POの反射光線 OMの曲面

側への延長線上にあるとは，次が成り立つことである．

z1α + x1γ = 0 かつ β = 0

β = 0 は式 (7)より

−2sz1ρδx + (1 + ρ(1 − 2tz1))δy = 0

と書き換えられる．仮定より s = 0 である．この式

が δx，δy によらず成り立つためには，

ρ =
1

2tz1 − 1
(8)

でなければならない．この ρを式 (7)に代入しその結

果をさらに z1α + x1γ = 0 に代入し，δx，δy に関す

る 2次以上の項を無視すると

(tz2
1 − r(x2

1 + z2
1))δx − s(x2

1 + z2
1)δy = 0

を得る．仮定の s = 0，r(x2
1 + z2

1)− tz2
1 = 0 より δx

と δy にかかわらずこの式はつねに 0となる．（証明

終わり）

式 (5)は次のように解釈される．式 (4)の 2次曲面

で表される点 Oまわりの形状について，Oまわりの

等高線を考えると，これは一般には楕円になる．入射

方向 (x1, 0, z1)から見たときに，これが真円になるた

めの条件が式 (5)である．この条件を満たすとき，線

分 OMと RQとが Rの位置によらず交点を持つ．さ

らにこの交点は R → O とするとき，Oでない線分

OM 上のある 1 点に収束し，それは R → O とする

ときの方向によらないことが次のように示せる．

定理 1 補題 1と同じ条件を仮定し，式 (5)を仮定

する．点 Pからの光線が鏡面上の点 Oまわりで反射

されて作る光束のうち，非常に狭い範囲のものは

P’ =
(

x1

1 − 2tz1
, 0,− z1

1 − 2tz1

)
(9)

を焦点とする．

（定理 1の証明）補題 1の証明において，直線 RQ

と OMが交点を持つとき，その交点は，式 (7)の表現

において，パラメータ ρが式 (8)のように決まるとき

に与えられることが分かった．点の座標は，式 (5)の

条件 s = 0 をつかうと(
x1 − 2z1(t − r)δx

1 − 2tz1
, 0,−z1 + 2z1(t − r)δx

1 − 2tz1

)

となる（δx，δy の 2次の項を省略した）．(δx, δy) →
(0, 0) の極限で，上の座標値はいずれも，極限をとる

方向 (δx, δy)によらず収束し，その値は式 (9)のもの

に一致する．（証明終わり）

以上より，ある光線の入射方向と入射点まわりの曲

面の形状について，補題 1の式 (5)の条件が成り立て

ば，図 3 において，点 Pから出た光線は，あたかも

式 (9)の点 P’から発したかのように見えることが分

かった．P’の位置は，曲面の形状 r，tと点 Pの位置

によって決まり，比が

OP

OP’
=

1

1 − 2tz1
=

z1

z1 − 2r(x2
1 + z2

1)
(10)

で与えられる．

式 (5)は，曲面のパラメータ以外にも，空間の点の
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δΩ’

図 4 空間の微小面積が鏡面を経由して張る見かけの立体角
Fig. 4 Apparent solid angle of a small area in the scene as

seen via a mirror surface.

位置を示す x1 と z1 を含んでいる．ただし式を見れ

ば分かるように，絶対的な位置を規定するのではなく，

その比の絶対値 |x1/z1|，すなわち反射方向も含めた
方向のみを規定している．したがって，ある点 Pが条

件 (5)を満たすとき，直線 PO上の任意の点も同じ条

件を満たすし，さらに反射光線にあたる直線 OM 上

の任意の点もこれを満たす．

3.2 反射鏡を介した見かけの立体角

以上の結果を用いて，空間の点から，別の空間の点

にある微小面積を，鏡面を経由して反射像として観察

したとき，その微小面積がどのくらいの大きさに見え

るか，その立体角を計算する．

図 3 同様，曲面上に局所座標系をとり，図 4のよう

に，空間の点 P1から，鏡面を経由して空間の点 P2に

ある微小な面積 δS を見込む立体角を考える．ここで

は簡単のため δSは光線 OP2に垂直であるとする．ま

ず，定理 1で定まる点 P′
1から δSを見込む立体角 δΩ′

を考える．これは図から δΩ′ = δS/(OP′
1 + OP2)2 と

求められる．次に P1からの立体角 δΩと今求めた δΩ′

との関係を求める．両方の立体角は Oにおいて共通

する微小面積 δS′ を見込むから δΩ = δS′ cos φ/OP2
1

と δΩ′ = δS′ cos φ/OP
′2
1 を得，ここから δS′ cos φ

を消去して δΩ = (OP
′2
1 /OP2

1)δΩ′ を得る．結局

δΩ =
OP

′2
1

OP2
1

· δS

(OP′
1 + OP2)2

(11)

と計算される．

定理 2 補題 1の条件と式 (5)を仮定する．図 5の

ように，空間の 2点 P1，P2 は鏡面上の点 Oに関し

て互いに反射光線上にあるとする．P1 から，P2 にあ

る微小面積 δS2 を見込む立体角 δΩ12 と，ちょうど

逆の関係になる P2 から P1 にある微小面積 δS1 を

見込む立体角 δΩ21 の比は面積の比となる．すなわち

O

z

x

mirror

φ φ

Sδ 1

δ 12Ω
δ 21Ω

P2’

P2

Sδ 2

P1

P1’

図 5 空間の異なる 2 点から鏡面を経由して互いの位置にある微小
面積を見込む立体角の比

Fig. 5 Ratio of two solid angles of small areas at different

scene points as seen from each other’s point via a

mirror surface.

δΩ12

δΩ21
=

δS2

δS1
(12)

である．

（定理 2の証明）点 P2 は光線 P1O の鏡面での反

射光線上にあるから，適当な係数 a を用いて座標を

(x2, 0, z2) = (−ax1, 0, az1) と表すことができる．

式 (11)から，P1 から P2 の面積 S2 を見込む立体

角 δΩ12 は

δΩ12 =
OP

′2
1

OP2
1

· δS2

(OP′
1 + OP2)2

と書ける．定理 1を使うと OP′
1 = OP1/(1−2tz1)で

ある．これを代入してさらに OP2 = aOP1 を使うと

δΩ12 =
δS2

(1 + a(1 − 2tz1))OP2
1

となる．逆に P2 から P1 の面積 S1 を見込む立体角

δΩ21 は，まったく同様にして

δΩ21 =
δS1

(1 + a(1 − 2tz1))OP2
1

となる．したがって

δΩ12

δΩ21
=

δS2

δS1

を得る． （証明終わり）

3.3 反射像の画像照度

以上の結果からシーンの輝度と反射鏡を経由した画

像の照度について次がいえる．

定理 3 薄レンズを持つ理想的なカメラを考える．

このカメラで曲面状の反射鏡を経由し反射像として物

体表面の像を画像上に得たとする（図 1）．このとき，

主光線の方向と，それを反射する鏡の表面の点 Oま

わりの鏡の形状が，条件 (5)を満たすとする．注目す

る物体表面の点の鏡面上の点 O 方向への放射輝度を

L とするとき，対応する画像の点での放射照度 E は
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E = L
Sl

f2
cos4 θ (13)

で与えられる．ただし Sl はレンズ口径（入射瞳）の

面積で，十分小さいとする．f はレンズの光学中心と

画像面の距離，θ は光学中心と Oを結ぶ線分と光軸

とがなす角である（図 1 参照）．

（定理 3の証明）物体の点から反射像として見える

レンズの，見かけの立体角を Ω とする．画像面の微

小面積 δSi を考え，この微小面積がレンズ中心を挟ん

でレンズ前方にはる立体角を δω とする．この δω は，

物体表面の微小面積 δSo の反射像を見込む立体角と

する．画像の面積 δSi が受け取る光のエネルギーは，

物体の面積 δSo からレンズ方向に放射されたものが

すべてであるとすると，

EδSi = LΩδSo cos α (14)

という式を得る．

定理 2の結果を使うと，立体角 Ω，δω と面積 Sl，

δSo について

Ω

δω
=

Sl cos θ

δSo cos α
(15)

を得る．面積 Sl，δSoはそれぞれ投影歪み cos θ，cos α

の影響を受けることに注意する．

画像の微少面積 δSi はレンズの光学中心を挟み δω

の立体角をはるから

δω =
δSi cos θ

f2/ cos2 θ
(16)

の関係がある．

式 (14)に，式 (15)，(16)を代入すると

E = L
Sl

f2
cos4 θ

を得る．（証明終わり）

このように，曲面状の反射鏡と通常のレンズからな

る撮像系では，像の歪みと画像の照度の間には関係が

ない．これは，物体の点から見たレンズの見かけの立

体角が，像の歪みによる画像照度への影響分を相殺す

るからである．その仕組みは定理 2によく表現されて

いる．

3.4 問題点と議論

以上得られた結果は，歪みは画像の照度に影響する

という一般的な光学理論とかけ離れているように見え

る．通常のレンズを考え，理想的な射影関係として透

視投影を考えると，画像の歪みとは，物体と画像との

間の射影関係が理想的な透視投影からどれだけずれて

いるかで決まる量である．通常のレンズでは，このよ

うな射影関係が変化するとき，画像の照度は必ず影響

を受け，具体的にはコサイン 4 乗則に従わなくなる．

これに対し上では，反射鏡と通常のレンズからなる撮

像系では，反射鏡が射影関係を変化させても画像の照

度は何ら影響を受けないと述べた．この一見光学理論

に背く表現は，入射瞳面積（上ではレンズの見かけの

立体角と表現）が反射鏡の曲率に影響を受け，入射角

によって大きく変化することからきている．

また，上では入射角として，撮像系を構成するレン

ズに対する入射角を考えてきたが，レンズと反射鏡

が一体となって撮像系を構成することを考えれば，反

射鏡（全撮像系）への光線の入射角をもって論じるの

が，撮像系としての歪みと照度の関係を論じる場合に

は自然であるかもしれない．ただし，コンピュータビ

ジョンにおける応用を考慮すると，レンズ単体の入射

角（画像の位置）で論じた方がよいと思われるので，

以上のような形をとった．

前節までの議論で問題となるのは，反射光束が非点

光束とならない曲面の形状と入射光線の方向に関する

仮定（式 (5)）である．反射鏡を用いた現実の撮像系

では，空間の方向と曲面の形状について，このような

条件がつねに成り立つとはいえない．しかし，通常の

レンズ系の設計においてもそうであるように15)，式

(10)に比として与えられる焦点の位置は，条件式 (5)

が成立しないときでも，参考とできる．式 (5)が成り

立たないときには，光束の断面における 2つの直交方

向（meridional，sagittal方向4),5),15)）について，異

なる位置に焦点を持つことになる．焦点の近似的な位

置を 1つ決めるとすれば，これら 2つの異なる焦点の

中間にあって，画像面上に達した光束が作る錯乱円が

最小となるような位置がそれである．この 2つの異な

る焦点のうち片方の位置は，式 (10)によって与えら

れる．したがって，この場合においても，上での議論

は実際に有効であると考えられる．

いずれにせよこれ以上厳密な解析と議論を行うこと

は困難である．そこで，次の節において，上で導いた

結論が現実の撮像系で有効であることを，数値計算に

よって示す．

4. 数値計算による検証

前章で導いた結果を確認するため，数値計算による

実験を行った．前章では，画像の歪みが画像照度に与

える影響が，空間の点から見たレンズ口径の見かけの

立体角の変化により打ち消されることを見た．前者の

「画像の歪みが画像照度に与える影響」とは，画像の

単位面積が担当する空間の立体角が，鏡面の形状のせ

いで画像の場所ごとに変化することである．

画像の単位面積が担当する立体角は，画像面の単位
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P

図 6 双曲面鏡を利用した視点が唯一点となる撮像系
Fig. 6 An imaging system using a hyperboloidal mirror

that has a single effective viewpoint.

面積と，シーンの物体表面上これに対応する面積の比

に比例する．すなわち，画像面の微小面積を dSi，対

応する物体表面の実効面積を dSo とすると，dSo/dSi

に比例する．一方，物体表面の点から，鏡面を経由し

てレンズの口径を見込む立体角を Ω とする．球面表

面の点での撮像系方向への放射輝度を L とし，この

点の像の画像照度を E とすると，EdSi = LΩdSo を

得る．これからただちに

E

L
= Ω

dSo

dSi

の関係を得る．Ω と dSo/dSi の積は，E/L，すなわ

ち放射輝度 L = 1としたときの画像照度を与える．画

像の歪みにより dSo/dSi は影響を受け，しかも画像

の位置によってその度合いは変わる．同時にレンズの

見かけの立体角 Ω も変化し，E は一定（通常の投影

歪みの影響によるコサインの成分は除く）になるとい

うのが，論文の結論である．

以下では，dSo/dSi と Ω が，鏡面の形状の影響を

受けて（画像面における像の位置ごとに）変化するこ

とをまず確かめ，さらにそれらの積をとると変化は相

殺して画像照度 E は一定となることを確認する．こ

こでは，図 6 に示すような双曲面鏡を用いた全方位

撮像系3) を対象とした．鏡の形状は
1

a2
h

(
z − c

2

)
− 1

b2
h

(x2 + y2) = 1 (17)

ただし，

ah =
c

2

√
k − 2

k
, bh =

c

2

√
2

k
(18)

とする．座標系は図 6 のようにとる．パラメータ k

によって双曲面の形状は変化する．双曲面の 2つある

焦点の 1つの位置にレンズの光学中心を置くことによ

image plane

lens aperture

mirror

xy

z

solid angle Ω

P

R

Q

d

focal plane

O

図 7 反射鏡を経由したレンズの見かけの立体角
Fig. 7 Apparent solid angle of the lens as seen via the

mirror.
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図 8 画像の微小面積と物体表面の微小面積との関係．
Fig. 8 Relationship between a small area of the image

plane and a small area of the object surface.

り，画像面に得られる像は，k によらず唯一視点（座

標の原点）から得たものとなる．

この撮像系に対して，上で述べた Ωと dSo/dSi の

2つの値を，数値計算によって求めた．Ωは，図 7 の

ように，空間の点 Pからレンズ口径の反射像を見込む

立体角である．dSo/dSi は，図 8 のように，同じ点

Pにある微小面積 dSo と，これをレンズ中心から見

込む立体角 dω に対応する画像の微小面積 dSi との

比である．まず，レンズの見かけの立体角 Ω は次の

ようにして求めた．図 7において，レンズの口径の外

周（半径 d の円とする）にそって動く点Qを考える．

点 Pの位置を固定したまま，Qだけを動かすと，鏡面

上の反射点 Rが移動する．Qの位置を離散的に変化

させたときの Rの位置の変化を求め，そこから光線

PRの変化を計算し，立体角を計算した．さらに，画
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像の単位面積あたりの物体表面の面積 dSo/dSi は次

のようにして求めた．図 8 のように Pを通り，線分

POに垂直な面を考え，その上に微小な円を描く．円

の周上に沿って動く点 P1 を考え，光学中心 O’との

間の鏡面上の反射位置 Rを求める．そしてそこから

光線 O’Rの変化を計算し，立体角 dω を求めた．比

dSo/dSi は dSo/dSi = dSo/dωf2/ cos3 θ として計

算した．以上 2つの値を求めるのに，与えられた 2点

に対する，鏡面上における反射の点Rを求めることが

必要になる．これは Powell法を用い反復計算によっ

て求めた（今の場合，双曲面鏡を用いており視点はた

だ 1つとなるので，dSo/dSi については，上述の視点

がただ 1つとなる性質から，解析的に計算できる3)）．

それぞれのパラメータは文献 3)と同じものを使用

し，実際的な状況とした．双曲面の 2つの焦点間の距

離（すなわちレンズの光学中心と双曲面の 1つの焦点

の距離）を c = 1.0とし，レンズの口径はその半径を

d = 0.01 とした．さらにレンズの光学中心と画像面

の距離は f = 0.1 とした．これらのパラメータの下

で，双曲面のパラメータ k をいろいろ変えて，計算

を行った．

具体的には，物体の点 Pを，視点である原点 Oを

中心とする zx 平面上の半径 5の円周上（z > 0 のみ，

回転対称性から北半球すべてをカバーすることになる）

に分布させて，各点から見たレンズの立体角と，さら

に画像の単位面積あたりの物体表面上の面積 dSo/dSi

を，k = 6.1 と k = 21.0 の場合について計算した．

それらの値を，点 Pに対応する画像の位置に対して

プロットしたものが図 9と図 10である．画像の位置

は，系がレンズの光軸に対して回転対称であるので，

画像中心からの距離で表した．

まず，各点からレンズを見込む立体角について，

k = 6.1 と k = 21.0 を比較すると，両者の間で 1

桁以上異なることが分かる．両方の場合でレンズの口

径は不変なので，双曲面の曲率の変化が効果として現

れている．また，それぞれ，画像の位置ごとに値が変化

しており，曲面上の反射点の位置ごとに影響が異なる

ことが分かる．さらに dSo/dSi についても，k = 6.1

と k = 21.0 の間で 1桁以上異なっていて，また画像

の位置によって値が変動している．こちらも同様に双

曲面の形状が影響していることが分かる．

上で述べたように Ωと dSo/dSi の積は，物体表面

の輝度を 1としたときの画像照度に等しくなる．そこ

で上で計算して別々に得た両者の積をとり，これをや

はり画像の位置に対してプロットした．これを図 11

に示す．Ω，dSi/dSo ともに，k = 6.1 と k = 21.0
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図 9 画像の位置（光軸から測った距離）に対する，その位置に対応
する空間方向のレンズを見込む立体角の変化と，画像の単位面
積あたりの物体表面の面積の変化．k = 6.1 の場合．縦軸の
スケールに注意

Fig. 9 Radial distance from the image center vs. apparent

solid angle of the lens and the surface area per unit

image area, as seen from the corresponding scene

direction. The case of k = 6.1. Note the scale of

the y-axis.
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図 10 画像の位置（光軸から測った距離）に対する，その位置に対
応する空間方向のレンズを見込む立体角の変化と，画像の単
位面積あたりの物体表面の面積の変化．k = 21.0 の場合．
縦軸のスケールに注意

Fig. 10 Radial distance from the image center vs. apparent

solid angle of the lens and the surface area per unit

image area, as seen from the corresponding scene

direction. The case of k = 21.0. Note the scale of

the y-axis.

の場合で互いに大きく異なっていたが，これらの効果

は積をとることで相殺され，画像照度は完全に等しく

なっていることが分かる．図 11 中の点線は，レンズ

系のみに関する理論的なコサイン 4乗則を表示したも

のである．k = 6.1 と k = 21.0 の両方ともこれにほ

ぼ従っており，画像の位置に対する変化分が相殺され

ていることが分かる．

このように，双曲面鏡を用いた撮像系に対して，前

章で導いた結論が数値計算によって確かめられた．

5. ま と め

本論文では，曲面状の反射鏡によるシーンの反射像
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図 11 レンズの見かけの立体角と，画像の単位面積あたりの物体表
面の面積を掛けたもの（物体の輝度を 1としたときの画像照
度）．上は k = 6.1，下は k = 21.0 での結果．点線はコサ
イン 4 乗則（Sl cos4(tan−1(x/f))）を表す

Fig. 11 Product of the apparent lens solid angle and the

surface area per unit image area, or the image

irradiance of the scene point with unit radiance.

Upper: k = 6.1. Lower: k = 21.0. The

dotted lines show the theoretical cos4 rule (i.e.,

Sl cos4(tan−1(x/f))).

を理想的なレンズでとらえたとき，ボケのない完全な

像が得られるとすれば，画像の照度とシーンの点の撮

像系方向への輝度との関係は，通常のレンズにおける

関係とまったく同じになることを示した．魚眼レンズ

など光学レンズでは，像の歪みは直接画像の照度に影

響するが，反射鏡を用いる全方位センサでは，像の歪

みがあるにもかかわらず，それは画像の照度には影響

しない．普通の光学レンズでは，広角になるにつれコ

サイン 4乗則などを筆頭に，周辺光量が低下する問題

に悩まされる．一方で，曲面状の反射鏡を用いる全方

位画像センサでは，通常のレンズ系と同等のフォーカ

スの性能を得ることは難しくなるものの，周辺光量の

低下の問題からは解放される．
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