
分割決定木で表現された提携構造形成問題のMaxSAT符号化

越村 三幸 † 査 澳龍 ‡ 野本 一貴 ‡ 櫻井 祐子 † 横尾 真 †

†九州大学大学院システム情報科学研究院 ‡九州大学大学院システム情報科学府

1 はじめに
提携構造形成問題は協力ゲーム理論の問題の一つで、

提携のもたらす効用の総和が最大となるようにエージェ
ントの集合を分割する問題である．従来の研究では、各
提携のもたらす効用は特性関数あるいは分割関数と呼
ばれるブラックボックスの関数（オラクル）によって
与えられていた．特性関数は提携の効用が他の提携に
よらずそれ自身によって決まる場合に用いられ、分割
関数は他の提携の影響を受ける場合に用いられる．特
性関数と分割関数の記述量はそれぞれΘ(2n)とO(nn)

（nはエージェント数）であり、いずれも現実の問題を
記述するのはエージェントが増えるに従い困難になる．
この記述困難性に対処するために、特性関数や分割

関数の簡潔記述法の提案がマルチエージェントシステ
ムの研究者らを中心に行われている．本研究で扱う分
割決定木 [1]は、分割関数の簡潔記述法の一つで、複数
の多分木で提携の効用を表現する．野本らは、分割決
定木で表現された提携構造形成問題を解くアルゴリズ
ムを複数提案している [4, 3]．これらは、提携の効用が
正の値のみである場合は比較的簡単な分枝限定アルゴ
リズムであるが、負の値の効用をもつ提携が存在する
場合、手続きが複雑になる．
本稿では、MaxSAT符号化による解法を提案する．

MaxSAT 符号化した問題は、MaxSAT ソルバーによ
って解かれる．ここで、MaxSAT は、SAT（Boolean

satisfiability）を最適化問題に拡張したものである [2]．
MaxSAT符号化では、正の値の取り扱い、負の値の取
り扱い、いずれも簡潔である．これが、前述のアルゴ
リズムを使った解法と比べた時のMaxSATを利用する
優位な点である．
本稿では用語の厳密な定義などは避け、具体例を用

いてMaxSAT符号化のあらましを述べる．
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図 1: 分割決定木による記述例

2 提携構造形成問題
エージェントの全体集合を A = {a1, . . . , an} とす

る．エージェントの部分集合C ⊆ Aを提携と呼ぶ．提
携は空でない（C ̸= ∅）とする．Aを提携に分割する
ことで得られる提携の組み合わせを提携構造と呼ぶ．
つまり、提携構造 CS はエージェトの部分集合の集合
CS = {C1, . . . , Ck | Ci ⊆ A}で Ci ∩ Cj = ∅ (i ̸= j)

と
∪

Ci∈CS Ci = CS を満たす．
分割関数 w は提携 C の効用を与えるもので C と

（C を含む）提携構造 CS から実数 Rへの関数として
表される（w : (C,CS) → R）．提携構造 CS の効用
W (CS) は、CS に含まれる提携の効用の総和である
（W (CS) =

∑
Ci∈CS w(Ci, CS)）．提携構造形成問題

は、最大の効用をもたらす提携構造CS∗を見つける問
題である．

3 分割決定木
分割決定木は分割関数の簡潔表現の一つで、複数の

多分木によって関数を表現する．図 1に分割決定木の
例を示す．例では二つの木によって分割関数を表現し
ている．
内部ノードはエージェントを表し、各枝にはその枝

が出ているノードのエージェントがどの提携に含まれ
るかを示す番号が付与されている．葉は、根からその
葉に至る経路上に存在するエージェントらで構成され
る分割の各提携の効用ベクトルを表す．
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図 1左の木の最左の葉から根に至る経路では、a3の
下の枝には 1、a4 の下の枝には 2、a1 の下の枝には 2

が付与されている．これは、第１の提携に a3、第２の
提携に a1 と a4 が属していれば、第１の提携に 3、第
２の提携に 4の効用があることを表している．ここで
効用の 3は葉の効用ベクトルの第１要素、4は第２要
素として示されている．なお、第１の提携と第２の提
携は異なることが要請される．つまり、a3と a1（ある
いは a4）は、異なる提携に属していなければならない．
紙面の都合上、その他の経路の説明は割愛する．

4 MaxSAT符号化
MaxSATによる問題解決では、問題をハード節とソ

フト節の集合で表現する．これをMaxSAT符号化と呼
ぶ．ソフト節は正整数の重みを持つ．MaxSATの目的
は、全てのハード節を満たし、満たされるソフト節の
重みの和が最大となるような解を求めることである．
このように、通常のMaxSATでは一般の論理式では

なく、節 1と呼ばれる制限された論理式のみで問題を表
現する．また、ソフト節の重みも正数に限られる．本稿
では、符号化を理解しやすくするために、MaxSATを
一般の論理式や負数も扱えるように拡張し、これへの
符号化を先ず考える．そして、これを通常のMaxSAT

形式に変換する．
先ず、原子論理式 C(i, j) を用意する．これはエー

ジェント iと jが同じ提携の属することを表す．なお、
C(i, j)とC(j, i)は同じことを表すので、エージェント
間に適当に全順序<を導入して C(i, j)(i < j)とする．
例では a1から a4の４つのエージェントが現れるので、
C(a1, a2), C(a1, a3), C(a1, a4), C(a2, a3), C(a2, a4),

C(a3, a4) の６個の原子論理式を用意する．
符号化では、木の葉１つに対してソフト論理式１

つを作る．従って例では、５個のソフト論理式が作
られる．先ず、左の木の最左の葉より、(¬C(a3, a4) ∧
C(a1, a4), 7)なるソフト論理式 2が作られる．これは、
エージェント a1 と a4 を含むような提携があり、エー
ジェント a3がその提携に属さないような提携構造には
7(= 3 + 4)の効用がある、ことを表す．以下、左の葉
から右へ、同様にして次のようなソフト論理式が得ら
れる．

(1) (¬C(a3, a4) ∧ C(a1, a4), 7)

(2) (C(a3, a4), 2)

(3) (C(a1, a2) ∧ C(a1, a3), 4)

1リテラルの選言（論理和）を節と呼ぶ．原子論理式あるいはそ
の否定をリテラルと呼ぶ．

2重み w のソフト論理式 F を (F,w) と表すことにする．

(4) (¬C(a1, a2) ∧ C(a1, a4),−3)

(5) (¬C(a1, a2) ∧ ¬C(a1, a4) ∧ ¬C(a2, a4), 3)

提携関係は推移律を満たすので、この他に次のよう
なハード論理式を加える．

C(a1, a2) ∧ C(a2, a3) ⇒ C(a1, a3)

例の場合、このようなハード論理式は合わせて１２個
作られる．
次に、負の重み w(< 0)のソフト論理式 (F,w)を正

の重みのソフト論理式 (¬F,−w)に変換する．こうし
てソフト論理式 (4)は、

(4’) (C(a1, a2) ∨ ¬C(a1, a4), 3)

に変換される．こうして得られるソフト論理式 (1) (2)

(3) (4’) (5)のうち、(2) と (4’)は既にソフト節の形式
になっているので、残りの (1) (3) (5)をソフト節に変
換すれば良い．
一般に (l1∧ · · ·∧ ln, w)の形のソフト論理式は、原子

論理式 bを新たに導入して、１つのソフト節 (b, w)と
n個のハード論理式 b ⇒ li(i = 1, . . . , n) に変換すれば
良い．(1) (3) (5) は次のように変換される．

(1’) (b1, 7) b1 ⇒ ¬C(a3, a4) b1 ⇒ C(a1, a4)

(3’) (b3, 4) b3 ⇒ C(a1, a2) b3 ⇒ C(a1, a3)

(5’) (b5, 3) b5 ⇒ ¬C(a1, a2) b5 ⇒ ¬C(a1, a4)

b5 ⇒ ¬C(a2, a4)

なお、ハード論理式 a1 ∧ · · · ∧ an ⇒ l は、ハード節
¬a1 ∨ · · · ∨ ¬an ∨ lと等価なので、最終的に得られる
ハード論理式は、提携関係の推移律を表すものも含め
て全てハード節とみなせる．

5 おわりに
本稿では、分割決定木で表現された提携構造形成問

題のMaxSAT符号化を述べた．今後、計算機実験によ
り性能を評価したい．
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