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部分空間法の理論拡張と物体認識への応用

福 井 和 広† 山 口 修††

本論文では部分空間法から相互部分空間法，制約相互部分空間法，さらにはその非線形化に至る一
連の理論拡張と，これにより実現される 3 次元物体認識に対する新しいアプローチについて述べる．
一般に物体の見え方パターンの分布は特徴空間において局所的に分布するため，特徴空間内の低次元
の部分空間で表現できる．ここで見え方パターン分布がその物体の 3次元形状を反映していることを
考えると，いったん，見え方パターン分布から部分空間を生成できれば，3 次元物体認識は部分空間
どうしの構造的な類似性を測る問題へと変換される．したがって，2 つの部分空間のなす正準角に基
づいて識別する一連の部分空間法ベースの認識法は，3 次元物体認識との適合性がきわめて高いとい
える．さらに，より高い識別性能を実現するためには，2 つの物体形状の差異が現れる画像特徴を認
識において選択的に用いることが有効である．これは制約相互部分空間法と呼ばれる枠組みにおいて，
部分空間の差異を表す一般化差分部分空間を導入し，比較すべき部分空間の一般化差分部分空間への
射影に対して正準角を測ることで実現できる．本アプローチの有効性は顔画像認識の実験結果により
示す．

A Theoretical Extension of the Subspace Method
and Its Application for 3D Object Recognition

Kazuhiro Fukui† and Osamu Yamaguchi††

This paper describes a theoretical extension of the Subspace Method to the Constraint Mu-
tual Subspace Method, and the nonlinear kernel Constraint Mutual Subspace Method. The
extension can enable us to realize a new approach in a framework of appearance-based 3D
object recognition. Our approach recognizes each object based on the similarity between the
distributions of input appearance patterns and reference appearance patterns. The distribu-
tion of appearance patterns of each object is represented by a low-dimensional linear subspace.
Then, the similarity between two subspaces is measured using the multiple canonical angles
between them. Using these, our approach can easily measure the similarity between two dis-
tributions. The validity of our approach is demonstrated through fundamental experimental
results of face recognition.

1. は じ め に

本論文では部分空間法から相互部分空間法，そして

制約相互部分空間法への理論拡張により，3次元物体

認識に対する新しいアプローチを実現する．従来の 3

次元物体認識は，特徴点の幾何学的な関係に基づく方

法と，物体の見え方に基づく方法に大別できる．

前者はステレオ視覚や，Shape from Motion に代

表されるように，画像特徴点の 2次元座標から 3次元

形状を求め，これをモデルと照合することで，物体認
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識を行う．モデル推定に十分な特徴点が検出できれば

後者に比べて精度的に優れているが，対象物や認識環

境によっては必要な特徴点が求まらない場合が多い．

一方，後者は，“Appearance-based”などとも呼ば

れているが，本質はパターン認識そのものである5)．

様々な視点や照明条件における物体の見え方を画像パ

ターンとしてあらかじめ記憶しておき，未知パターン

とこれを照合することで 3次元物体認識を行う．画像

パターンを直接対象にするために，照明変動や物体の

姿勢変化などに対処しなければならないが，前者に比

べて簡潔なアルゴリズムで実現できるため，実環境に

おいて有効な物体認識法となっている．

Appearance-basedの認識法では，これまでに提案

されている様々なパターン認識アルゴリズムが適用可

能である．なかでも文字認識などで有効性が示されて

いる部分空間法1)は 3次元物体認識との適合性がきわ
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図 1 部分空間の構造的な類似度
Fig. 1 Similarity between two subspaces.

めて高い．これは以下の理由による．一般に物体の見

え方パターン分布は特徴空間に比べてはるかに低い次

元の線形部分空間で表現できる☆．ここで，ある物体

の 3次元形状はその見え方パターン分布に反映されて

いることを考えると，3次元物体認識は比較すべき物

体に付随する部分空間どうしの構造的な類似度を測る

幾何学的な問題に変換される．この点，入力ベクトル

と学習パターンからKL展開などにより生成された辞

書部分空間のなす角度2)，あるいは入力ベクトルの辞

書部分空間への射影長1)に基づいて識別を行う部分空

間法1),2) は，3次元物体認識との適合性が高い．部分

空間法は特徴抽出と識別を同時に行う優れた認識法で

あり，渡辺と飯島によりほぼ同時に提案されてから 30

年近くが経った現在でも，カーネル関数を用いた非線

形化などの理論拡張が精力的に行われている23)～28)．

部分空間法により 3次元形状に基づく物体認識は実

現できるが，部分空間法ではベクトルを入力としてい

るので，十分に 3次元形状を反映した認識を行ってい

るとはいえない．そこで，図 1 に示すように入力側も

部分空間として，入力部分空間 P と辞書部分空間 Q
のなす角度 θ に基づいて 3 次元物体認識を行うとい

う発想が出てくる．2つの部分空間のなす角度は統計

分野において正準角（canonical angle）☆☆として古く

から知られており，2つの部分空間の幾何学的な関係

はこれら複数の正準角により完全に規定される11)．

複数の正準角を用いることで，部分空間法に比べて

3次元形状をより反映した 3次元物体認識が実現でき

る．しかしながら，識別の観点から見るとこの枠組み

だけでは不十分である．これは部分空間法ベース全般

にいえることだが，あるカテゴリ部分空間が他のカテ

ゴリ部分空間との関係を考慮されずに生成されている

☆ n × n ピクセルの画像パターンを n × n 次元特徴空間のベクト
ルデータとして扱う．たとえば 15 × 15 ピクセルの画像パター
ンは 225 次元特徴空間のベクトルデータとなる．

☆☆ principal angle とも呼ばれる．

ためである．本来，高い認識性能を実現するためには，

すべての対象物に共通する 3 次元形状に起因する画

像特徴はできるだけ抑制し，各 3次元形状の差異が顕

著に現れる画像特徴を選択的に用いることが有効であ

る．これは文字認識において，“犬”と”大”を識別す

るためには，点の有無を調べることが有効であること

からも理解できる．文字認識では両者の差分ベクトル

が有効であるが22)，部分空間に対しては，2つの部分

空間の差異を表す差分部分空間が有効である．さらに

差分部分空間の拡張である一般化差分部分空間は複数

部分空間の差異を表す．この一般化差分部分空間へ比

較すべき部分空間を射影し，射影された部分空間どう

しの正準角に基づいて識別する方法が制約相互部分空

間法である．この方法により各物体の 3次元形状の差

異が顕著に現れる画像特徴を選択的に用いた物体認識

を実現できる．

以下では，2 章において，見え方パターン分布の部

分空間による表現を概説したうえで，部分空間法およ

び相互部分空間法に基づく認識について述べる．3 章

では制約相互部分空間法による認識を述べ，4 章にお

いてこれを非線形化する．5 章では部分空間法に対す

る機能拡張について整理する．6 章では具体的な応用

例として顔画像認識を取り上げ，有効性を示す．7 章

はまとめである．

2. 部分空間表現に基づく物体認識

2.1 見え方パターン分布の部分空間表現

まず，物体と視点の相対位置が固定され，点光源の

位置のみが変化する場合を考える．完全拡散反射面，

凸形状，影を含まないと仮定すると，任意照明条件に

おける物体の見え方パターン分布は特徴空間において

3次元部分空間（照明部分空間と呼ばれる）を構成す

る6)，この条件はかなり理想的であるが，これを緩め

て影（attached shadow）がある場合でも，低次元の

部分空間で近似できることが球面調和関数を用いて理

論的に示されている7)．これらの部分空間は物体表面

の法線ベクトル，つまり 3次元形状を反映しているの

で，これらの部分空間の構造的な類似性を測ることに

より，3次元形状を反映した物体認識が実現できるこ

とが理解される．

次に，視点と光源の相対位置が固定され，物体が運

動する場合を考える．この場合でも，フレーム間で特

徴点の正確な対応付けができれば，これにより物体の

姿勢や大きさを 3次元的に正規化した後に，同様の部

分空間を生成することができる8)．しかし，一般的に

十分な数の特徴点抽出，およびその対応付けは難しい
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図 2 部分空間法の概念図
Fig. 2 Conceptual diagram of subspace method.

ために，顔画像認識などでは 3次元的な正規化に代え

て，目鼻などの特徴点を基準にした 2次元アフィン変

換による正規化が適用される場合が多い．物体の姿勢

変動や動きが小さい場合には，このような 2次元的な

正規化でも，パターン分布を他のカテゴリと重なりな

く，低次元の線形部分空間で表現できる．

しかし，対象物の数が多い場合，あるいは物体の姿

勢変動や動きが大きい場合には，これを実現すること

は難しくなる．また物体と視点の相対位置が固定され

ている場合でも，完全拡散反射，凸形状等の仮定が成

立しない状況では，上記の線形部分空間による表現は

難しい．このような場合には，カーネル非線形主成分

分析21) を適用して，見え方パターンを非線形部分空

間で表現することが有効である．非線形部分空間を用

いた制約相互部分空間法の非線形化は 4 章で述べる．

2.2 部分空間法から相互部分空間法への拡張

部分空間法（Subspace Method）1)は図 2 に示すよ

うに，入力ベクトル p のあるカテゴリのパターン分

布を表す N 次元の部分空間 Q（辞書部分空間）への
射影長 ‖ p̂ ‖，あるいは両者のなす角度に基づいて識
別を行う．本論文では角度に基づいて以下の類似度を

定義する．

cos2θ =

∑N

i=1
(p · Ψi)

2

‖ p ‖2
(1)

ここで，(p ·Ψi) は入力ベクトル pと辞書部分空間 Q
の第 i正規直交基底ベクトルΨi との内積，‖ p ‖はベ
クトル pのノルムを表している．基底ベクトル Ψi は

カテゴリ Q に属する学習パターン xj(j = 1, . . ., m)

に対してKL展開を適用することで得られる．具体的

には m 個の学習パターンから計算される自己相関行

列 R = 1
m

∑m

j=1
xjx

�
j の固有ベクトルで固有値が大

きい方からとった N 個が基底ベクトルとなる．

辞書部分空間の次元数は予備実験，あるいは行列 R

の固有値から計算される寄与率に基づいて決める1),3)．

識別時には入力ベクトルとカテゴリごとに用意された

辞書部分空間との類似度を求め，類似度が最も高く，

図 3 相互部分空間法の概念図
Fig. 3 Conceptual diagram of mutual subspace method.

しきい値以上の部分空間に相当するカテゴリを該当カ

テゴリと判定する．

相互部分空間法（Mutual Subspace Method

（MSM））9) は部分空間法の自然な拡張であり，図 3

に示すように入力もベクトルから部分空間に置き換え

た方法である．入力部分空間 P と辞書部分空間 Q の
なす最小角度 θ1 に基づいて識別を行う．本論文では

以下の cos2θ1 を類似度とする．

cos2θ1 = max
u∈P,v∈Q

‖u‖�=0,‖v‖�=0

(u · v)2

‖ u ‖2‖ v ‖2
(2)

2.3 相互部分空間法の一般化

2つの部分空間のなす角度である正準角を用いて相

互部分空間法を一般化する．M 次元部分空間 P と N

次元部分空間 Q（便宜上，M ≥ N と仮定）の間には

N 個の正準角が定義できる11)．第 1正準角 θ1 は相互

部分空間法が利用している最小角である．第 2正準角

θ2 は最小正準角 θ1 に直交する方向において測った最

小角，第 3正準角 θ3 は第 2正準角 θ2 に直交する方

向で測った最小角である．以下同様に N 個の正準角

が順次求まる．これを式で書くと次のようになる．

cos2θi = max
ui⊥uj(=1,...,i−1)
vi⊥vj(=1,...,i−1)

(ui · vi)
2

‖ ui ‖2‖ vi ‖2
(3)

ここで ui ∈ P，vi ∈ Q，‖ ui ‖�= 0，‖ vi ‖�= 0 で

ある．

多次元空間における正準角の図示は不可能である

が，3次元空間における正準角は図示できる．たとえ

ば図 4 に示すように，2つの 1次元部分空間（ベクト

ル）のなす正準角は単純に両者のなす角度となる．ま

た 2つの 2次元部分空間に対しては図 5 に示す 2つ

の正準角 θ1 と θ2 が定まる．ただし，この場合には

2つの部分空間が共通部分空間を持つために最小正準

角 θ1 は 0度となっている．

2.4 正準角の計算

正準角 θ の計算が，各部分空間の正規直交基底ベク

トルから求まる行列の特異値問題（あるいは固有値問
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図 4 1 次元部分空間のなす正準角
Fig. 4 Canonical angle between one-dimensional

subspaces.

図 5 2 次元部分空間のなす正準角
Fig. 5 Canonical angles between two-dimensional

subspaces.

題）に帰着されることは，統計学では古くから知られ

ていた11)．

相互部分空間法においても導出過程は異なるが，上

記と同じ固有値問題が導出されている．M 次元部分

空間 P と N 次元 Q に対する射影行列をP，Qとす

ると，最小正準角 θ1 に対する余弦の二乗 cos2θ1 は

射影行列の積 QPQあるいは PQP の最大固有値と

なることが示されている9)☆．ここで射影行列は部分

空間 P と Q の第 i 正規直交基底ベクトル Φi と Ψi

から次式により求まる．

P =

M∑

i=1

ΦiΦ
�
i (4)

Q =

N∑

i=1

ΨiΨ
�
i (5)

さらに QPQ あるいは PQP の固有値問題は，以

下の小さい行列 S の固有値問題に変換される．

Sa = λa (6)

S = (Sij), (i, j = 1, . . ., N) (7)

☆ 多変量解析の正準相関分析や等均質理論において相関係数を求
める過程で本質的に同じ固有値問題が導出されている10)．特に
正準相関分析におけるデータを各部分空間を張る正規基底ベク
トルとする特別な場合が相互部分空間法と見なせる．

図 6 部分空間の構造的な類似度
Fig. 6 Structural similarity between two subspaces.

Sij =

M∑

k=1

(Ψi · Φk)(Φk · Ψj)

最終的に，行列 S の第 i 番目に大きい固有値 λi が第

i 正準角 θi に対する cos2θi となる．

2.5 部分空間の構造的な類似度

2つの部分空間の構造的な類似性を測る尺度として，

第 n 正準角まで考慮した類似度 S[n](n≥1) を次のよ

うに定義する．

S[n] =
1

n

n∑

i=1

cos2θi (8)

類似度 S[n] は図 6 に示すように，2つの部分空間

が完全に一致するときに最大値 1.0となり，両者が離

れるにつれて次第に低下してゆき，両者が完全に直交

するときに最小値 0.0となる．

類似度 S[n] が有効となるのは，比較する 2つの分

布が多様なデータを含んでいる場合である．たとえば，

カメラを移動させることで複数視点からの見え方パ

ターンを獲得できる場合15),18)，複数カメラで異なる

視点からのパターンを一挙に獲得できる場合17) など

はこの条件を満足する．逆に単一カメラで対象物の動

きが小さい場合には，パターン分布はきわめて小さい

次元に縮退するために，類似度 S[n](n > 1) は有効で

はなく，むしろ識別性能の劣化を引き起こす可能性が

あるので適用には注意が必要である☆☆．

3. 制約相互部分空間法による認識

3.1 制約相互部分空間法のアルゴリズム

複数の正準角を用いた相互部分空間法は，3次元物体

認識に対する有効なアプローチとなっているが，1 章

で述べたように識別性能に関しては最良とはいえな

い3)．相互部分空間法はカテゴリ内変動のように本来

☆☆ 正準角の分布は 3 次元形状に関する重要な情報が含まれており，
さらに議論が必要である．
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図 7 制約相互部分空間法の概念図
Fig. 7 Conceptual diagram of constrained mutual

subspace method.

は識別に貢献しない成分を抑制する機構がなく，この

ような不要な成分まで含めた識別を行うことで誤識別

を引き起こす．これは正準角 θ をなす 2つのベクトル

u ∈ P と v ∈ Q の差分ベクトル d(‖ u ‖=‖ v ‖�= 0)

に，識別に不要な変動が含まれることを意味する．た

とえば，同じ人物の異なる照明条件で生成された 2つ

の部分空間を考えた場合，両者の差分ベクトルには照

明変動が含まれる．このために本来は小さいはずの正

準角が大きくなり，他人と誤認識されてしまう．

このような誤認識を避け，高い識別性能を実現する

ためには，同一カテゴリ内の変動をできるだけ抑制し，

逆に識別に有効なカテゴリ間の差異を選択的に抽出し，

これらを用いて識別することが要求される☆．このよう

な識別を実現するために，制約相互部分空間法（Con-

strained Mutual Subspace Method ; CMSM）12) が

提案された．制約相互部分空間法は，図 7 に示すよう

に，識別に有効な成分からなる特徴空間への射影を，

相互部分空間法に付加した方法であり，入力部分空間

P と辞書部分空間 Q の特徴空間への射影 Pc と Qc

に対して正準角を測る．ここで特徴空間という制約さ

れた空間において正準角を測るという意味で，この特

徴空間を制約部分空間 C と呼ぶ．P c と Qc のなす正

滞角 θc は式 (3)に対応して以下のように定義できる．

cos2θc
i = max

uc
i
⊥uc

j(=1,...,i−1)
vc

i
⊥vc

j(=1,...,i−1)

(uc
i · vc

i )
2

‖ uc
i ‖2‖ vc

i ‖2
(9)

ここで uc
i ∈ Pc，vc

i ∈ Qc，‖ uc
i ‖�= 0，‖ vc

i ‖�= 0

である．

3.2 制約部分空間の生成

制約部分空間は識別に有効な成分からなる特徴空間

の総称であり，問題に応じて具体的な制約部分空間を

生成する必要がある12),13)．生成法としてはいくつか

☆ 角度基準の識別において，この要請はカテゴリ部分空間どうし
をできるだけ直交化させる特徴を抽出し，これを用いて識別す
ることに相当する．

(a) one-dimension (b) multi-dimension

図 8 差分部分空間の概念図：(a) 2 つのベクトルに対する差分ベ
クトル，(b) 多次元における差分部分空間

Fig. 8 Conceptual diagram of difference subspace.

図 9 径の異なる 2 つの半球の照明部分空間に対する差分部分空間
Fig. 9 Difference subspace between illumination

subspaces of two objects.

考えられるが，以下では，2つの部分空間の差異を表

す差分部分空間なる概念を導入し，これを複数の部分

空間に対して一般化した空間を制約部分空間とする方

法12),14) について述べる．

3.2.1 差分部分空間の定義

M 次元部分空間 P と N 次元部分空間 Q に対す
る差分部分空間 D2 を，P と Q の正準角を形成する
2つのベクトル u と v の差分ベクトル d の集合が張

る空間と定義する（図 8 (b)）．

M≥N とすると，部分空間 P と Q の間には N 個

の正準角 θi(i = 1, . . . , N) が定義できる．ここで i 番

目に小さい正準角 θi を形成する 2 つのベクトル ui

と vi の差分ベクトルを di(= ui − vi) とすると，N

個の差分ベクトル di はお互いに直交している．長さ

を 1.0に正規化した各差分ベクトル d̄i を，N 次元の

差分部分空間 D2 の基底ベクトルと定義する．幾何学

的には差分部分空間は 2つのベクトルに対する差分ベ

クトル（図 8 (a)）の多次元への拡張となっている．

図 9 は径の異なる 2 つの半球物体の見え方パター

ンを表す 3次元部分空間 P1 と P2，および両者に対

するの 3次元差分部分空間の各基底ベクトルを表して
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図 10 和空間の主成分部分空間と差分部分空間への分解
Fig. 10 Orthogonal decomposition of sum subspace into

principal subspace and difference subspace.

いる．部分空間 P1 と P2 は，いわゆる照明部分空間

であり，物体と視点の相対位置を固定して光源のみを

動かして合成した画像パターンセットから生成した．

差分部分空間の基底ベクトルは両者の 3次元形状の差

異を反映していることが見てとれる☆．

3.2.2 射影行列による差分空間の定義

差分部分空間を複数カテゴリ部分空間に対して一般

化した空間を定義し，これを制約部分空間 C とする．
このための準備として，先に正準角により幾何学的に

定義した差分部分空間を，部分空間 P と Q に対する
射影行列の和に基づいて定義する．

行列 PQ の i 番目に大きい固有値 λi(PQ) と行

列 P + Q の i 番目に大きい固有値 λi(P + Q) に

λi(PQ) = (λi(P + Q)− 1)2 の関係10) があることを

利用すると，導出過程は省略するが以下の関係☆☆が導

き出される14)．

( 1 ) 正準角 θi を形成するベクトル ui と vi のベ

クトル和 ui + vi は，P + Q の i 番目に大き

い固有値（> 1.0）に対応する固有ベクトルで

ある．

( 2 ) ベクトル ui と vi の差分ベクトル ui − vi は，

P + QのN×2−i番目に大きい固有値（< 1.0）

に対応する固有ベクトルである．

この関係から，射影行列の和 P+Q の N × 2 個の

固有ベクトルのうちで固有値が 1.0より小さい N 個

が差分部分空間 D2 を張る基底ベクトルとなることが

分かる．ここで P + Q の固有値が大きい側 (> 1.0)

の固有ベクトルが張る空間を主成分部分空間M2 と

呼ぶとすると，P + Q の全固有ベクトルが張る P と

☆ 差分部分空間と 3 次元形状の差異との関連は，フォトメトリッ
クステレオ16) とも関連し非常に興味深い．また差分部分空間
は識別においても有効であり，付録に示すように手続き的な制
約部分空間法の生成における基本要素となる12),13)．

☆☆ 2 つの部分空間に重複がない場合

図 11 差分部分空間と主成分部分空間：異なる人物の顔部分空間 P
と Q の差分部分空間 D2 と主成分部分空間 M2 への分解
を示している．

Fig. 11 Difference subspace and principal subspace.

図 12 一般化差分部分空間の概念図
Fig. 12 Concept of generalized difference subspace.

Q の和空間 S2 は主成分部分空間M2 と差分部分空

間 D2 に直交直和に分解できることが分かる．この

ことから差分部分空間 D2 は和空間 S2 から主成分

部分空間 M2 を取り除いた空間であると解釈できる

（図 10）．この解釈の意味するところは，2 つの部分

空間の差異として定義した差分部分空間が，同時に 2

つの部分空間の平均的な空間に直交，すなわち同一カ

テゴリ内の平均的な変動を含まないという空間になっ

ているということである．

図 11 は異なる人物の 5 次元部分空間 P と Q の
和空間が，両者に対する 5次元差分部分空間 D2 と 5

次元主成分部分空間 M2 に直交分解される様子を示

している．

3.2.3 差分部分空間の一般化

差分部分空間 D2 は和空間 S2 から主成分部分空間

M2 を取り除いた空間であるという解釈を，k(≥2) カ

テゴリの識別問題に対して適用すると，図 12に示すよ

うに，一般化された差分部分空間 Dk は k 個の N 次

元カテゴリ部分空間が形成する和空間 Sk から，これ

らの主成分部分空間Mk を取り除いた空間と定義でき

る．この定義に従えば，一般化された Nc 次元の差分部

分空間 Dk（以下，一般化差分部分空間）は k 個の射影

行列 Pi(i = 1, . . . , k) の総和 G(=
∑k

i=1
Pi) に対す

る固有ベクトルで，固有値 λ が小さい方から順に選ん
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だ Nc 個のベクトル dN×k,dN×k−1, . . . ,dN×k−Nc+1

により張られることになる．

Gd = λd (10)

Nc の値は後で述べるように射影されたカテゴリ部

分空間どうしが最も直交化状態に近くなるように実験

的に決める．ここから先の議論では，この一般化差分

部分空間 Dk を制約部分空間 C とする．
3.2.4 同一カテゴリの統合化

形式的には式 (10)は各部分空間の基底ベクトルを

データとした主成分分析と見なせる．したがって，こ

の式だけからは制約相互部分空間法と，主成分部分空

間へ射影したうえで識別を行う主成分分析法との差異

は，固有値の大きい側あるいは小さい側のどちらの固

有ベクトルが張る空間に射影するかという点だけに思

われる．しかしながら，両者において，同一カテゴリ

に属する部分空間の集合（あるいは原データ集合）が

1つの部分空間で表されているか否かが大きく異なる．

このようにあるカテゴリを 1つの部分空間で表すこと

を統合化と呼ぶことにする．

統合化を行ったうえで生成した一般化差分部分空間

には，各カテゴリ部分空間の共通的な成分は含まれな

い．一方，統合化を行わない場合には，同一カテゴリ

内の変動が制約部分空間に含まれることになり，この

変動成分の影響により誤認識が生じることになる14)．

3.3 一般化差分部分空間への射影の有効性

一般化差分部分空間の有効性は，定性的には全カテ

ゴリから共通的な空間を削除し，残るカテゴリ間の差

異を用いて識別することによる．これを定量的にいえ

ば，射影されたカテゴリ部分空間が射影前に比べてお

互いが直交状態に近い関係へと変換されることによる

といえる．図 13 は一般化差分部分空間へ射影された

40個の 7次元カテゴリ部分空間どうしの平均直交度

を示している．横軸は一般化差分部分空間の次元であ

る．縦軸の平均直交度が 1.0に近いほど，各カテゴリ

部分空間どうしが直交関係に近いことを意味する．パ

ターンベクトルの次元は 225であり，射影をともなわ

ない原空間（225次元）における平均直交度は 0.619

である．これに対して 45次元の主成分部分空間を取

り除いた 180次元では 0.917と大きく向上している．

これから一般化差分部分空間への射影が角度基準にお

いて有効な特徴抽出となっていることが分かる．

一般化差分部分空間への射影は，カテゴリ部分空間

どうしをできるだけ直交化するように各カテゴリ部分

空間を再構成する点で，直交部分空間法3),4)と関連し

ている．しかしながら，両者の直交化を実現する機構

は異なる．一般化差分部分空間では特徴の次元数を下

図 13 平均直交度の推移
Fig. 13 Change of mean orthogonal degree among each

category subspace.

げて直交化を実現するのに対して，直交化部分空間法

ではそのような次元低下はともなわない．また一般化

差分部分空間への射影は直交部分空間法のように完全

に直交化されるわけではない．このように両者の特性

は異なるが，両者の優劣は問題に依存して変わり，平

均的な識別性能には大きな差は見られない．両者の理

論的な関係の解明は今後の課題と考えている．

さらに別の見方として，一般化差分部分空間 C への
射影は，飯島により提案された正準化2)の一般化とい

う見方ができる．正準化とは正規化パターン集合をそ

の集合の平均ベクトルに直交する超平面に射影する操

作であり，正規化パターンが有する共通的な成分を取

り除くことで，識別能力の高い特徴を取り出す効果が

ある．正準化における正規化ベクトルを部分空間に置

き換えたものが，制約部分空間への射影と見なせる．

3.4 制約相互部分空間法の流れ

制約相互部分空間法による物体認識の流れは以下の

ようになる．まず複数の見え方パターンからKL展開

やグラム・シュミットの直交化などにより入力部分空

間を生成する☆．次に入力部分空間 P と辞書部分空
間 Q を制約部分空間へ射影する．ここで入力部分空
間 P の制約部分空間 C への射影 Pc は以下の手順で

求まる．

( 1 ) 部分空間 P を張る M 個の基底ベクトルの制

約部分空間上への射影ベクトルを求める．

( 2 ) 各射影ベクトルの長さを正規化する．

( 3 ) M 個の正規化ベクトルに対してグラムシュミッ

☆ このような画像はマルチカメラ17) に利用や，ロボット視覚18)

のように自分自身が動くこと，あるいは能動的に照明条件を変
化させることで得られる．
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トの直交化を施す．

( 4 ) 直交化された M 個の正規化ベクトルが射影部

分空間 Pc の基底ベクトルとなる．

同様の手順で辞書部分空間 Q の制約部分空間 C へ
の射影 Qc が求まる．辞書部分空間はあらかじめ制約

部分空間に射影しておけるので計算量の増加は少ない．

こうして得られた Pc と Qc に対して式 (8)で定義さ

れた類似度 S を求める．識別ではすべての辞書部分

空間との類似度を求め，最も高く，しきい値以上の類

似度に対応するカテゴリに入力部分空間を識別する．

なお上記ではあらかじめ原データから生成しておい

た部分空間 P を制約部分空間 C へ射影したが，原
データを制約部分空間 C へ射影した後に，射影データ
から部分空間 Pc を生成してもよい．顔画像を用いた

評価実験では，両者はほぼ同じ識別性能を示している．

4. カーネル関数を用いた非線形化

2 章で述べたような原因で，見え方パターン分布を

線形部分空間でうまく表現できない場合には，カーネ

ル関数を用いた非線形識別が有効である．以下では非

線形主成分分析21) に基づいて非線形特徴空間上に一

般化差分部分空間を構築し，これによりカーネル非線

形制約相互部分空間法（KCMSM）を実現する29),30)．

4.1 カーネル主成分分析

非線形特徴空間上で一般化差分部分空間を形成する

ための準備として，カーネル主成分分析について述べ

る☆．m 次元の原パターン x を非線形変換 φ により，

原空間に比べてはるかに高い次元 dφ の非線形特徴空

間 F（以下，非線形空間）に写像する．

φ : x → φ(x) = (φ1(x), . . . , φdφ(x))� (11)

非線形空間上の写像に対して主成分分析や生成した

非線形部分空間への射影を行うためには，写像 φ(x)

と写像 φ(y) の内積を計算する必要がある．しかし，

非線形空間上において，この内積 (φ(x) ·φ(y)) を直接

計算することは，対象とするベクトルの次元がきわめ

て高いために計算困難（無限次元空間では不可能）と

なる．ところが非線形変換 φ をカーネル関数 h(x,y)

を介して定義すると，内積 (φ(x) · φ(y)) は原パター

ンベクトル x と y のみから計算することができる．

これが “カーネルトリック”と呼ばれる計算技法であ

る．具体的な非線形変換 φ が存在するためには，カー

ネル関数 h(x,y) がMercerの条件を満足する必要が

あり，たとえば以下のような関数が存在する．

☆ 厳密には以下は誤差最小基準に基づく非線形 KL 展開である．

h(x,y) = exp(−‖ x − y ‖2

2σ2
) (12)

このガウシアン関数を適用した場合には，原パター

ンベクトルは無限次元空間へ写像されることになる．

カーネルトリックを用いた非線形空間上の主成分分

析がカーネル主成分分析法21) である．m 個のパター

ン xi(i = 1, . . ., m) に対するカーネル主成分分析の

計算は，カーネル関数を介して得られる以下の m×m

行列 K（カーネル行列）の固有値問題に帰着する．

Ka = αa (13)

Kij = (φ(xi) · φ(xj))

= h(xi,xj)

カーネル主成分分析により求まる非線形部分空間 V
の第 i 基底ベクトル ei は，m 個の学習パターンの写

像 φ(xi) の線形和で表される．

ei =

m∑

j=1

aijφ(xj) (14)

ここで aij はカーネル行列 K の第 i 番目に大きい固

有値 αi に対応する固有ベクトル ai の第 j 成分であ

る．ただし ai は αi(ai · ai) = 1.0 を満足するように

基準化されている．

この基底ベクトル ei 自体は計算できないが，写像

φ(x) の ei への射影成分や，後で述べるように基底ベ

クトルどうしの内積は計算できる．

4.2 カーネル差分部分空間の生成

一般化差分部分空間 D の生成，および D への射影
はベクトルの内積で構成されているので，カーネルト

リックを用いた非線形化が可能である．基本的な生成

の流れは線形の一般化差分部分空間 D と同様であり，
線形カテゴリ部分空間を非線形カテゴリ部分空間に置

き換えればよい．以下では，r 個の d 次元非線形カテ

ゴリ部分空間 Vk(k = 1, . . . , r) から Nk 次元のカー

ネル一般化差分部分空間 Dφ（以下，カーネル差分部

分空間）を求める手順を述べる．

まず，各非線形カテゴリ部分空間 Vk を張る基底ベ

クトル ek
i（式 (14)）の係数ベクトル ak

i を，各カテゴ

リ k に属する m 個の学習サンプル xk
i (i = 1, . . . , m)

から前節で示した手順で計算する．

次に r 個の非線形カテゴリ部分空間のすべての基

底ベクトル，つまり合計 r×d 個の基底ベクトルから

カーネル差分部分空間の基底ベクトルを求める．これ

はすべての基底ベクトルをデータと見なして主成分分

析を行うことに相当する．ここですべての基底ベクト

ルを列として並べた行列を E とする．

E = [e1
1, . . . , e

1
d, . . . , er

1, . . . , e
r
d] (15)
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以下で定義される行列 D の固有値問題を解く．

Db = βb (16)

Dij = (E[i] · E[j]), (i, j = 1, . . ., r×d) (17)

ここで E[i] は行列 E の第 i 列成分を意味する．E[i]

と E[i] が，それぞれカテゴリ k の第 i 基底ベクトル

ek
i とクラス k∗ の第 j 基底ベクトル ek∗

j を表す場合，

両者の内積は次式により計算できる．

(ek
i · ek∗

j )=(

m∑

s=1

ak
isφ(xk

s) ·
m∑

t=1

ak∗
jtφ(xk∗

t )) (18)

=

m∑

s=1

m∑

t=1

ak
isa

k∗
jt(φ(xk

s )· φ(xk∗
t )) (19)

=

m∑

s=1

m∑

t=1

ak
isa

k∗
jt h(xk

s ,xk∗
t ) (20)

カーネル差分部分空間 Dφ の第 i 基底ベクトル di

は行列 D の i 番目に小さい固有値 βi に対応する固

有ベクトル bi を重み係数として，以下のように基底

ベクトル E[j] (j = 1, . . . , r×d) の線形和で表される．

di =

r×d∑

j=1

bijE[j] (21)

ここでベクトル bi は βi(bi ·bi) = 1.0 を満足するよ

うに基準化されている．

さらに E[j] がクラス ζ(j) の第 η(j) 基底ベクトル

とすると，上式は以下のように変形できる．
r×d∑

j=1

bijE[j] =

r×d∑

j=1

bij

m∑

s=1

a
ζ(j)

η(j)sφ(xζ(j)
s ) (22)

=

r×d∑

j=1

m∑

s=1

bija
ζ(j)

η(j)s
φ(xζ(j)

s ) (23)

基底ベクトル di は実際には求めることはできない

が，次節で述べるように写像ベクトル φ(x) のこのベ

クトルに対する射影成分は計算できる．

4.3 カーネル差分部分空間への射影計算

写像ベクトル φ(x) のカーネル差分部分空間 Dφ の

第 i 基底ベクトル di への射影成分は，入力ベクトル

xと r×m 個の全学習ベクトル xk
s (s = 1, . . . , m, k =

1, . . . , r) を用いて次式で計算できる．

(φ(x) · di)=

r×d∑

j=1

m∑

s=1

bija
ζ(j)

η(j)s
(φ(x) · φ(xζ(j)

s )) (24)

=

r×d∑

j=1

m∑

s=1

bija
ζ(j)

η(j)s
h(x,xζ(j)

s ) (25)

したがって，写像 φ(x) の Nk(< r×d) 次元のカー

ネル差分部分空間上への射影 τ(φ(x)) の各成分は次

のように表される．

図 14 カーネル非線形制約相互部分空間法（KCMSM）の流れ
Fig. 14 Flow chart of KCMSM.

τ(φ(x)) = (z1, z2, . . . , zNk )� (26)

zi = (φ(x) · di)

4.4 カーネル非線形制約相互部分空間法の流れ

前節で生成したカーネル差分部分空間 Dφ への射

影パターン τ(φ(x)) に対して，線形相互部分空間法

を適用すれば，カーネル非線形制約相互部分空間法

（KCMSM）が構築できる．

KCMSMによる識別の流れを図 14 に示す．まずカ

テゴリ k に属するパターン xk
i (i = 1, . . . , mk) の写

像 φ(xk
i ) を，カーネル差分部分空間 Dφ へ射影する．

次に射影パターンの集合 {τ(φ(xk
i ))} に対して KL展

開を適用して，N 次元の線形カテゴリ部分空間 PDφ

k

を生成する．これがカテゴリ k の辞書部分空間とな

る．全カテゴリ辞書部分空間を同様に生成する．

識別時には，辞書部分空間と同様に入力パターン

xin
i (i = 1, . . . , min) の写像 φ(xin

i ) を，カーネル差分

部分空間Dφ へ射影し，射影パターン集合 {τ(φ(xin
i ))}

から線形入力部分空間 PDφ

in を求める．次に入力部分

空間 PDφ

in とカテゴリ k の辞書部分空間 PDφ

k の類

似度 S（式 (8)）を求める．全カテゴリの類似度の中

で，しきい値以上で最も高い類似度に該当するカテゴ

リを，入力パターン分布のカテゴリとする．

5. 部分空間法に対する機能拡張の系譜

本章ではこれまで述べてきた部分空間法（SM）か

らカーネル非線形制約相互部分空間法（KCMSM）へ

の機能拡張の流れについて整理する．図 15 は機能
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図 15 部分空間法に対する機能拡張の系譜
Fig. 15 Genealogy of function enhancement of subspace

method.

拡張の系譜を示している☆．図中でMSMは最小正準

角度を用いた相互部分空間法，Generalized MSMは

複数の正準角を用いた相互部分空間法を示している．

KMSM は Generalized MSM の非線形拡張である．

図では筆者らが提案した方法に加えて，津田25)，前

田ら26) によって提案されたカーネル非線形部分空間

法と，坂野らによる MSM の拡張である核非線形相

互部分空間法（KMS）28) もあわせて示している．さ

らに本論文では取り上げなかったが，筆者らによる多

重制約相互部分空間法（MCMSM）35) も加えてある．

MCMSMはアンサンブル学習の枠組みに基づいて生

成された複数の制約部分空間を用いた識別法であり，

比較する 2 つの部分空間を各制約部分空間へ射影し

て，それぞれで類似度を求める．識別は得られたすべ

ての類似度の平均値などに基づいて行う．評価実験で

は単一の制約部分空間を用いる CMSMに比べて，識

別性能が向上することを確認している35)．MCMSM

もカーネル関数を用いてカーネル多重制約相互部分空

間法（KMCMSM）へと拡張できる．カーネル関数を

用いた非線形化では，学習パターン数に比例する計算

量は大きな問題である．この点，MCMSMは各制約

部分空間をアンサンブル学習の枠組みに基づいて，少

ない学習サンプルから生成できるために，実行可能な

計算量で非線形化が実現できると期待される．

6. 物体認識への応用

ここでは物体認識の具体例として顔画像認識につい

☆ CMSM に関連する方法のみを取り上げたが，これ以外にもは
じめにで述べたように，部分空間法に対する様々な機能拡張が
提案されている．

図 16 CMSM に基づく顔画像認識の流れ
Fig. 16 Process flow of face recognition using CMSM.

て述べる☆☆．顔画像認識は画像パターンによる 3次元

物体認識の重要な研究テーマの 1つである．顔画像認

識と共通点が多い文字認識の研究では，主に 2次元面

上のパターンを対象とする．これに対して顔画像認識

の研究では表情変化などにより柔軟に変形する複雑な

3次元物体が対象である．このため顔の見え方パター

ンは同一人物でも，顔向き，表情，光源の変動により

大きく変化し，場合によっては髪型，化粧，眼鏡の有

無，加齢などによるパターン変動がこれに加わる．一

方，目，鼻，口などの基本部位から構成される顔のつ

くりは，個人によらずに万人共通である．したがって

他人との識別を可能としているのは各部位の形状や配

置の微妙な違いである．このような顔パターンの特性

が，コンピュータによる顔認識をきわめて困難な課題

としている32)．

6.1 制約相互部分空間法による顔認識の流れ

図 16 に制約相互部分空間法による顔認識の流れを

示す．画像入力の条件としては，光源位置は固定され

て，被験者が顔向きを上下左右に軽く振ることを想定

している．これにより光源と顔面の位置関係が変化し，

顔の見え方パターン分布が安定して得られる．

処理の流れは以下のようになる．まず入力画像から

瞳と鼻孔の 4点を基準に大きさ，向きを正規化した矩

形パターンを切り出し31)，ヒストグラム平坦化を施

☆☆ このほかにも，ジェスチャ認識や発話認識20)，ISAR 画像解
析19) などにも有効であることを確認している．
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す．正規化パターンが切り出されるごとに同時反復法

を用いて入力部分空間 Pin を更新する33)．次に入力

部分空間 Pin を制約部分空間 C へ射影し，あらかじ
め射影された人物 i の辞書部分空間 Pi

c との類似度

S を求める．この類似度を人物に対して求め，しきい

値以上で最も高い類似度に対応する人物を本人と判定

する．

6.2 制約部分空間の生成

制約部分空間は以下の手順で生成する．まず各人物

ごとに様々な種類の照明条件において撮影された m

枚の顔パターン集合に主成分分析を適用して N 次元

の部分空間を生成する．次に，各人物の部分空間に対

する射影行列の総和 G を求め，この行列の固有値が

小さい方から Nc 個の固有ベクトルを Nc 次元の一般

化差分部分空間，つまり制約部分空間の基底ベクトル

とする．

図 17 は，225次元の特徴空間において，13人分の

30次元部分空間から求めた 225個すべての固有ベク

トルを示している．たとえば一般化差分部分空間の次

元数 Nc を 170 とする場合，これらのうちで固有値

が大きい側の 55個の固有ベクトルを主成分部分空間

を張る基底ベクトル（図 17 (a)），残りの 170個の固

有ベクトルを一般化差分部分空間を張る基底ベクトル

（図 17 (b)）となる☆．ここで，一般化差分部分空間の

固有値が小さい側の基底ベクトルはノイズのように見

えるが，部分空間どうしの最小正準角に対応した，意

味のある差分ベクトルとなっていることに注意が必要

である．

図 18 に 170次元の制約部分空間への射影にともな

う重みを示す．明るい画素ほど，識別において重視さ

れることを示している．これから額や頬などの領域が

識別において重視されていることが分かる．この観察

結果は頬などの領域は照明変動の影響を受けやすく，

変動抑制の観点からは無視すべき領域であるという直

感と異なるが，これらの領域の輝度は顔の 3 次元形

状を反映していることを考えると，この結果は理解で

きる．

6.3 有効性の検証

部分空間法などの従来法との性能比較により，制約

相互部分空間法の有効性を検証する☆☆．

☆ 一般化差分空間の次元は識別実験の結果に基づいて決めたが，こ
の次元数は図 13 に示した平均直交度からも予測可能である．

☆☆ 一般化差分部分空間を制約部分空間とする場合について述べるが，
付録に示した方法を用いる場合の識別性能に関しては文献 14)

を参照．

図 17 全固有ベクトル：たとえば一般化差分部分空間の次元数を
170 とすると，(a)，(b) がそれぞれ主成分部分空間，一般
化差分部分空間を張る基底ベクトルとなる

Fig. 17 All eigenvectors.

図 18 制約部分空間への射影にともなう重み：明るい画素ほど識別
時に重視される

Fig. 18 Weighting image.

6.3.1 線形識別が可能な場合

まず顔向きがほぼ正面で，照明変動が少ない場合に

ついて考える．この場合には各人物の顔パターン分布

は線形部分空間で重なりなく表現できるため，線形制

約相互部分空間法でも高い識別性能が得られる．

実験条件は以下のとおりである．被験者は 25人，各

人物ごとに照明条件（L1–L8）を変えて，それぞれで

40枚の矩形顔パターンを収集した．パターンサイズは

15× 15 ピクセルとした．前処理として矩形パターン

に対してヒストグラム平たん化を施した．入力部分空

間と辞書部分空間はそれぞれ 40枚のパターンから生

成し，次元数は 7とした．制約部分空間は 4種類の照

明条件（L1–L4）における 12人分の 30次元部分空間

から生成し，その次元数 Nc は 170とした．すべての

方法で入力条件を同じにするために，SMの入力，お

よび EF の入力と辞書には，40 枚の平均パターンを

用いた．

評価では，制約部分空間の生成に用いた人物とは異な

る 13人に対して，4種類の照明条件間（L5–L8）にお

いて総当たりで識別を行い，各方法の識別性能を比較し

た．表 1 は部分空間法（SM），固有顔法（EF）34)，相
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表 1 各認識方法の性能比較：S[n] は識別に用いた類似度である
Table 1 Comparation of recognition performance.

SM EF MSM CMSM

S[1] S[2] S[3] S[1] S[2] S[3]

Rec.rate 71% 75% 80% 88% 89% 99% 99% 99%

Sep. 0.09 0.12 0.12 0.34 0.39 0.57 0.63 0.65

図 19 ROC 特性曲線
Fig. 19 ROC curve.

互部分空間法（MSM），制約相互部分空間法（CMSM）

の識別性能を第 1位識別率と分離度で比較した結果で

ある．表中の S[n] は識別に第 n 正準角まで考慮した

類似度を用いたことを表している．分離度は本人の類

似度と他人の類似度がどの程度分離されているかの正

規化量であり，1.0に近いほど識別性能が高いことを

示している12)．

この結果から，相互部分空間法を適用することで部

分空間法などの従来法に比べて識別性能が向上してい

ることが分かる．しかし，その識別性能は十分とはい

えず，制約相互部分空間法を適用することでさらに高

い識別性能が得られている．さらに S[1]～S[3] の結

果を比較すると，最小正準角だけではなく，第 3正準

角まで識別に考慮することで，より高い性能が実現で

きることが確認できる☆．

図 19 は各方法の ROC（Receiver operating char-

acteristic）曲線を示している．曲線が左下隅に近づく

ほど性能が良いことを示しており，この指標に関して

も第 3正準角まで用いる制約相互部分空間法の性能が

最も高いことが分かる．

実用上，制約部分空間の汎化能力は重要であるが，

13 人という少人数から生成した制約部分空間でも異

なる人物に対しても有効性が認められたことから，顔

☆ 第 3 以降の正準角も考慮することでさらに性能向上する場合も
あり，正準角の扱いは今後の課題である．

☆☆ 別の実験では 50 人から生成した制約部分空間が 500 人以上に
対しても有効であることを確認している．

表 2 カーネル制約相互部分空間法の有効性
Table 2 Effectiveness of kernel constrained mutual

subspace method.

　　　 CMSM KMSM KCMSM

Rec. rate 91.3% 91.1% 97.2%

Sep. 0.474 0.219 0.708

画像パターンに関しては汎化能力は期待できる☆☆．

6.3.2 線形識別が困難な場合

次に，顔向きや照明条件が大きく変動するために，

パターン分布を線形部分空間でうまく表現できない場

合を考える．この場合にはカーネル関数を用いた非線

形識別が有効となる．

実験条件は次のとおりである．50人に対して，照明

条件（10種類）と顔向きを大きく変化させて顔パター

ンを収集した．全データのうち，25 人のデータを制

約部分空間の生成に用い，残りの 25人のデータを評

価用とした．矩形パターンのサイズは 15× 15 ピクセ

ルであり，これにヒストグラム平坦化，縦方向微分を

施して得られた 210次元のパターンを評価に用いた．

制約部分空間の生成には 25個の 60次元非線形カテゴ

リ部分空間を用いた．各非線形カテゴリ部分空間は，

全照明条件から均等に選んだ 500枚のパターンから生

成した．カーネル関数はガウシアン関数（σ2 = 0.5）

を用いた．一般化差分部分空間の次元数 Nk は 1100

次元（取り除く非線形主成分部分空間の次数は 400次

元）とした☆☆☆．非線形入力部分空間と非線形辞書部

分空間の次元数は 30，線形入力部分空間と線形辞書

部分空間の次元数は 7とした．

評価では残りの 25人のデータに対して，10種類の

照明条件のすべての組合せについて類似度 S[1] を用

いた識別を行った．表 2 は線形制約相互部分空間法

（CMSM），非線形相互部分空間法（KMSM），非線形

制約相互部分空間法（KCMSM）の識別性能を第 1位

識別率，分離度の観点で比較した結果である．これか

ら，パターン分布を線形部分空間でうまく表現できな

い場合には，CMSMでも不十分であり，KCMSMを

適用することで最良の識別性能が得られることが分か

る．またKMSMとKCMSMを比較すると，カーネル

非線形差分部分空間への射影が非線形識別においてき

わめて有効な特徴抽出となっていることが確認できる．

7. ま と め

本論文では，部分空間法から制約相互部分空間法，

☆☆☆ 一般化差分部分空間の次元数を 500 と小さくしても識別性能の
大きな劣化はない．
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そして，その非線形化に至る一連の理論拡張により，

3次元物体認識に対する新しいアプローチが実現でき

ることを述べた．まず物体の見え方パターンが特徴空

間の低次元部分空間に局所的に分布するという特性に

基づいて，3次元物体認識の問題が正準角を用いた部

分空間どうしの構造的な類似性を測る問題に変換され

ることを示した．次に識別性能を高めるために，一般

化差分部分空間なる概念を導入し，この空間への射影

により，高性能な 3次元物体認識が実現できることを

述べた．さらに物体の動きや照明条件の変動が大きい

場合には，カーネル関数を用いた非線形識別が有効で

あることを述べた．本アプローチの有効性は顔画像認

識の実験結果により示した．

最後に，本アプローチは見え方パターンだけでなく，

他の特徴量に対しても適用可能なため，Appearance-

basedの物体認識と幾何学的な物体認識との融合に向

けた有効な手段となると思われる．
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図 20 差分部分空間の集合からの生成
Fig. 20 Generation of constraint subspace.

D-II, No.4, pp.600–612 (1999).

27) 上田修功，中野良平：確率的混合部分空間法，
信学論（D-II），Vol.J82-D-II, No.12, pp.2394–

2401 (1999).

28) 坂野 鋭，武川直樹，中村太一：核非線形相
互部分空間法による物体認識，信学論（D-II），
Vol.J84-D-II, No.8, pp.1549–1556 (2001).

29) 福井和広：カーネル差分部分空間に基づく非線
形特徴抽出，第 6回情報論的学習理論ワークショッ
プ（IBIS2003），pp.265–270 (2003).

30) 福井和広，山口 修：カーネル非線形制約相
互部分空間法による物体認識，信学論（D-II），
Vol.J88-D-II, No.8, pp.1349-1356 (2005).

31) 福井和広，山口 修：形状抽出とパターン照合
の組合せによる顔特徴点抽出，信学論（D-II），
Vol.J80-D-II, No.8, pp.2170–2177 (1997).

32) 赤松 茂：コンピュータによる顔の認識の研究動
向，電子情報通信学会誌，Vol.80, No.3, pp.257–

266 (1997).

33) 山口 修，福井和広：顔向きや表情変化にロバス
トな顔認識システム ‘Smartface’，信学論（D-II），
Vol.J84-D-II, No.6, pp.1045–1052 (2001).

34) Turk, M. and Pentland, A.: Face recogni-

tion using eigenfaces, Proc. CVPR, pp.586–591

(1991).

35) 西山正志，山口 修，福井和広：多重制約相互
部分空間法を用いた顔画像認識，信学論（D-II），
Vol.J88-D-II, No.8, pp.1339–1348 (2005).

付録 制約部分空間の手続き的な生成

差分部分空間を構成要素として制約部分空間を以下

の手順により生成することができる12),13)．

図 20 に示すように，同一カテゴリに分類すべき 2

つの部分空間の差分部分空間（破線ベクトルで表示）

の集合に対する主成分部分空間を，カテゴリ内変動空

間 W と呼ぶ．また異なるカテゴリに分類すべき 2つ

の部分空間の差分部分空間（実線ベクトルで表示）の

集合の主成分部分空間を，カテゴリ間変動空間 B と
呼ぶ．ここで，カテゴリ間変動空間をできるだけ含み

つつ，カテゴリ内変動空間をできるだけ含まない空間

が求めるべき制約部分空間となる．このような制約部

分空間 C1 はカテゴリ間変動空間 B をカテゴリ内変
動空間 W の補空間 WT に射影することで得られる．
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