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タスクスケジューリング問題における
レディ状態の割当て削減によるPDF/IHSの高速化

中村 あすか1,a) 富永 浩文1,b) 前川 仁孝2,c)

受付日 2016年5月31日,採録日 2016年12月1日

概要：本論文は，タスクスケジューリング問題の厳密解法である PDF/IHS（Parallel Depth First/Implicit
Heuristic Search）の探索ノード数を削減するアルゴリズムを提案する．PDF/IHSは，階層的挟み撃ち探
索を用いた分枝限定法の並列探索アルゴリズムであり，大規模なタスクスケジューリング問題を高速に解
くためには探索ノード数の削減が必要となる．PDF/IHSの分枝操作は，スケジュールが未確定となる時刻
に実行可能なタスクの処理またはレディ状態を割り当てる全組合せを部分問題として生成する．このため，
不必要なレディ状態が割り当てられた部分問題が生成されることがある．そこで，本論文では，PDF/IHS
の探索ノード数を削減するために，レディ状態を割り当てる部分問題のうち，最適解が得られないことが
保障できる部分問題を枝刈りする．提案するアルゴリズムは，分枝操作で割り当てられたタスクの処理時
間の情報から探索する必要のない部分問題を判定する．評価の結果，提案手法は，PDF/IHSに対して最
大約 96倍高速に求解できることを確認した．
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Abstract: This paper proposes a reduction algorithm of branching nodes for the task scheduling algorithm
PDF/IHS (Parallel Depth First/Implicit Heuristic Search). The PDF/IHS is a parallel branch and bound
method using HPAS (Hierarchical Pincers Attack Search). For solving large-scale task scheduling problems
fast using the PDF/IHS, it is necessary to not only using parallel search algorithms but reducing branching
nodes. The branching operation of the PDF/IHS makes some subproblems by enumerating all combinations
of the allocatable tasks and idle tasks at the time when the schedule is undecided. For this reason, the
PDF/IHS may make subproblems assigned some unnecessary idle tasks. Therefore, for reduction of branch-
ing nodes of the PDF/IHS, the proposed method cuts some subproblems assigned idle tasks, whose schedule
length is longer than others. The proposed algorithm determines unnecessity of searching subproblems using
time of allocated task in the branching operation. As a result of evaluation, the speedup ratio of the proposal
method compared with the PDF/IHS is about 96 times on the maximum.
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1. はじめに

マルチプロセッサシステム上で実行するソフトウェアに

は，処理速度向上やシステムの稼働効率向上による省エネ

ルギー化などが求められるため，逐次のコードで記述され

たソースプログラムを自動的に並列化するコンパイラに対

して高い需要がある [1]．並列化コンパイラにおいて，プロ
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グラム言語の構文からループ構造などを抽出して並列化す

るだけでは，ソースプログラム独自の特性などを活かすこ

とが難しく，最適なコンパイル結果が得られるとは限らな

い [2], [3]．このため，目的コードを最適化するためには，

タスクスケジューリング問題の求解が必要となる．

タスクスケジューリング問題は，各プロセッサがどのタ

スクをどのような順序で実行すれば実行時間が最小にな

るかを求める組合せ最適化問題である [4], [5]．本問題は，

プロセッサ数やタスクの処理時間およびタスク間の先行

制約形状が任意であるとき，プロセッサ間の通信時間が無

視できるような場合でもスケジュールパターンが膨大と

なり，短時間で最適解を求解することが難しい [6], [7]．本

問題は，タスクの処理時間に対して並列処理のオーバヘッ

ドが無視できるほど小さくなるが，このようなモデルにお

いても NP困難になることが知られている [8]．このため，

本問題の最適解求解には，分枝限定法 [9]による探索を行

う必要がある．本問題の探索を効率良く行う手法として

DF/IHS（Depth First/Implicit Heuristic Search）[10]，お

よび，その並列探索アルゴリズムであるPDF/IHS（Parallel

DF/IHS）[11]が提案されている．

DF/IHS は，探索過程における枝刈りの効率を高める

ために，ヒューリスティックな解法である CP/MISF 法

（Critical Path/Most Immediate Successors First）[10]の

プライオリティリストを利用する探索アルゴリズムである．

また，PDF/IHSは，階層的挟み撃ち探索を用いてDF/IHS

の探索木を複数の PE（Processor Element）が階層的に左

右から挟み撃つ形で探索する．タスクスケジューリング問

題は，PDF/IHSを用いることで効率良く探索することが

できるが，求解する問題の規模が大きくなるほど探索ノー

ド数が多くなり探索時間が長くなる．

筆者ら [12]は，DF/IHSの分枝操作に着目し，逐次探索

アルゴリズムであるDF/IHSがレディ状態を割り当てた部

分問題の中には探索する必要のない部分問題が存在するこ

とを明らかにした．さらに，DF/IHSに対する探索ノード

数削減手法を提案し，有効性を示した．本手法は，各部分

問題のタスクを割り当てる時刻と割当て可能なタスクの処

理時間を利用して枝刈りを行う．このため，DF/IHSと同

じ分枝規則で探索を行う PDF/IHSに対しても有効に働く

と考えられる．

そこで本論文では，PDF/IHSにおいて不必要なレディ

状態が割り当てられた部分問題を判別し，探索過程で生成

する部分問題数を削減する手法を提案する．

2. タスクスケジューリング問題

タスクスケジューリング問題は，処理時間および

先行制約が任意な n 個のタスクからなるタスク集合

T = {T1, T2, · · · , Tn} を処理能力の等しい m 台のプロ

セッサからなるプロセッサ集合P = {P1, P2, · · · , Pm}で並

図 1 タスクグラフの例

Fig. 1 An example of task graph.

図 2 スケジュールの例

Fig. 2 An example of schedule.

列処理するスケジュールのうち，スケジュール長が最も短

くなるスケジュールを求める問題である [8]．本論文で扱

う問題は，粒度が大きい処理をタスクとしてモデル化した

問題であり，各プロセッサ間のデータ転送時間は無視でき

るほど小さく，処理割込みが起こらないとする．

タスクをノード，先行制約をエッジとしたグラフは，タ

スクグラフと呼ばれる DAG（無サイクル有効グラフ）と

なる．図 1 に，タスク数 n = 5のタスクグラフの例を示

す．図中では，ノード内の数値 iがタスク番号，ノード左

上の数値がタスク iの処理時間 time(i)を表す．本例では，

タスク 1からタスク 4にエッジが伸びている．このため，

タスク 4の実行開始時刻は，タスク 1の実行完了時刻以降

である必要がある．ただし，プロセッサ間のデータ転送時

間を 0としているため，タスク 1の実行完了時刻と同じ時

刻にタスク 4の実行を開始することができる．また，T0は

先行タスクを持たない入口ノードであり，Tn+1 は後続タ

スクを持たない出口ノードである．入口ノードと出口ノー

ドは，先行制約のエッジをたどってすべてのノードに到達

可能な処理時間 0のダミータスクである．

本論文では，タスクグラフを G，そのノードの集合を

V (G)，エッジの集合を E(G)と表す．このように表記す

ると V (G) = Tとなる．以下では，スケジュール結果をガ

ントチャートで表す．図 2 に，図 1 のスケジュール例を

示す．本例では，処理時間が 0であるダミータスクの割当

ては太線で表している．また，図中の φは，プロセッサに

レディ状態を割り当てたことを示す．本例のスケジュール

は，図 1 のすべての先行制約を満たしているため，スケ

ジュール長 6の実行可能解である．

3. PDF/IHS

PDF/IHSは，分枝限定法を元にした探索アルゴリズム

であるDF/IHSを階層的に挟み撃つ形で並列化したアルゴ
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図 3 DF/IHS で生成する探索木の例

Fig. 3 An example of search tree by the DF/IHS.

リズムである [11]．このため，本手法は，複数の PEが分

枝操作と限定操作を繰り返し行うことで最適解を求める．

以下では，PDF/IHSの分枝操作と限定操作，および，並

列探索アルゴリズムについて述べる．

3.1 分枝操作

PDF/IHSの分枝操作は，スケジュールが未設定となる

時刻が最も早いプロセッサに対して，その時刻に実行可能

なタスクの処理またはレディ状態を割り当てることで，部

分問題 πi（i = 1, 2, · · ·）を生成する．図 3 に，図 1 のタ

スクグラフを PDF/IHSで探索する例を示す．本例のよう

に，PDF/IHSが割当て可能なタスクが存在する場合にも

レディ状態を割り当てる部分問題を生成するのは，実行可

能なタスクを割り当てるようなスケジューリングが最適解

であるとは限らないためである [13]．

PDF/IHSは，精度の良い暫定解を用いた限定操作によっ

て多くのノードを枝刈りするために，CP/MISF法 [10]の

ヒューリスティックスにおいて評価が高い部分問題を優先

的に探索する．CP/MISF法のヒューリスティックスは，

クリティカルパス [14]が長く，後続タスク数が多いタスク

ほど割当てプライオリティを高く設定し，レディ状態 φの

割当て優先度を最も低く設定する．このようにプライオリ

ティを設定することで，最適解が得られる可能性の高い部

分問題を探索木の左側に集めることができる．

3.2 限定操作

PDF/IHSは，部分問題 πaの下界値 lb(πa)を，式 (1)に

よって求める [15]．ただし，式 (1)の計算は，πa が限定可

能であると分かった時点，つまり，lb(πa) ≥ (暫定解)が決

定した時点で打ち切る．式 (1)中の lbcr，lbdiv，lbhuは，式

(2)～式 (4)により求める．

lb(πa) = max{lbcr(πa), lbdiv(πa), lbhu(πa)} (1)

図 4 4PE による PDF/IHS

Fig. 4 PDF/IHS by 4 PEs.

lbcr(πa) = max
i∈I(πa)

cp(i) + min
1≤i≤m

tπa
(Pi) (2)

lbdiv(πa) =

⎡
⎢⎢⎢

∑
i∈I(πa)

time(i)
m

⎤
⎥⎥⎥ + min

1≤i≤m
tπa

(Pi) (3)

lbhu(πa) = lbcr(πa) + �q(πa)� (4)

ここで，mはタスク集合 Tを実行するプロセッサの台数，

I(πa)は πa の未割当てタスク集合，cp(i)は出口ノードか

らタスク Ti までの最長パス長，tπa
(Pi)はノード πa にお

いてプロセッサ Pi のスケジュールがまだ決まっていない

時刻を表す．また，thu は，Fernándezによって拡張され

た Huの下界 [16]である．式中の q(πa)は，式 (5)～式 (8)

のように負荷密度関数 F (τ , t)から求める．

q(πa) = max
0≤tk≤lbcr(πa)−t0

(
−tk +

1
m

∫ tk

0

F (τ , t)dt

)
(5)

F (τ , t) =
∑

j∈I(πa)

f(τ j , t) (6)

τ j = lbcr(πa) − cp(j) − min
1≤i≤m

tπa
(Pi) (7)

f(τ j , t) =

{
1, for t ∈ [τ , τ + time(j)]

0, otherwise
(8)

3.3 並列探索アルゴリズム

PDF/IHSは，階層的挟み撃ち探索を用いて木探索を行う．

階層的挟み撃ち探索は，複数の PE（Processor Element）

が階層的に左右から挟み撃つ形で探索する共有メモリ環境

向けの並列探索手法である．本手法は，1つのリーダ PE

と複数のスレーブ PEが並列に深さ優先探索を行う．図 4

に，階層的挟み撃ち探索における各 PEの振舞いを示す．

図中の PE1をリーダ PE，それ以外の PEをスレーブ PE

とする．リーダ PEは，探索木左側から探索し，自身が探

索中のノードから根ノードまでを結ぶ経路上のノードを待

ち状態のスレーブ PEに割り当てる．スレーブ PEは，割

り当てられたノードを根とする部分木を右側から探索す

る．このように，下界の評価が良いノードを多くの PEで

探索しながら下界の評価の悪いノードを少数の PEで探索

するため，下界の精度に影響されずに，早い段階で精度の
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高いスケジューリングパターンを探索することができる．

本手法では，同一階層を左右から 2つの PEで探索する

ため，同一ノードが 2つの PEによって探索されることが

ある．これを，探索の重複と呼ぶ．同一ノードを複数回探

索しても，得られる結果は変わらないため，探索の重複が

生じたノードに対する 2 回目以降の探索結果は無駄にな

る．無駄な探索を防ぐために，探索の重複を検出するため

の操作をスレーブ PEが行う．スレーブ PEは，探索の重

複を検出すると待ち状態になり，リーダ PEから処理の再

割当てを受ける．

4. PDF/IHSの探索ノード数削減

分枝限定法の探索時間を削減するためには，一般的に，

限定操作および分枝操作においてそれぞれ探索ノード数を

減らすための工夫が必要である [9]．このため，限定操作

において多くの部分問題を枝刈りできるように，タスクス

ケジューリング問題の下界値の精度向上に関する研究が行

われている [16], [17]．DF/IHSにおいても，探索ノード数

を最小限に抑えるために，式 (1)のように下界値を求める

ためのヒューリスティックスを複数用いることで限定操作

の効率を高めている．しかし，DF/IHSの分枝操作におい

ては，割当て可能なタスクとレディ状態を割り当てるスケ

ジュールパターンをすべて列挙して探索木を生成するため，

探索する必要のない部分問題が生成されることがある．

筆者らは，DF/IHSで生成される部分問題を再定義する

ことで探索する必要のない部分問題を判定できることを示

し，その判定条件を用いた枝刈りの DF/IHSに対する有効

性を示した [12]．本枝刈り手法は，DF/IHSに対してのみ

でなく，DF/IHSと同様の分枝規則を用いた並列探索アル

ゴリズムである PDF/IHSに対しても有効であると考えら

れる．そこで本論文では，PDF/IHSにおいても無駄な部

分問題を削減する手法を提案する．

以降の節では，4.1 節で，文献 [12]で筆者らが提案した

枝刈り可能な条件について述べ，4.2 節で，本論文で提案

するアルゴリズムについて述べる．

4.1 再定義した部分問題を用いた枝刈り

DF/IHSの探索過程において生成される部分問題を再定

義することで，探索する必要のない部分問題を判定する

ことができる．再定義した部分問題のタスクグラフは，ダ

ミータスクである T0 以外で処理順序が確定したタスクを，

割り当てられたプロセッサごとに 1 つのタスクとして扱

う．図 5 に，部分問題を再定義する例を示す．図中の網掛

け部分は，複数のタスクを融合して生成したタスクである．

図 5 のように，本手法では，必ず m個のタスクが新たに

生成される．新たに生成されたタスクのタスク番号は，元

の部分問題のタスク番号と重複しないように，n + 2から

順に設定する．また，新たに生成されたタスクの先行タス

図 5 部分問題の例

Fig. 5 An example of subproblem.

クは T0，後続タスクはプロセッサ Pi に最後に割り当てら

れたタスクとする．ただし，Piに最後に割り当てられたタ

スクが φの場合は，後続タスクを Tn+1 とする．

上記のように再定義された部分問題を解くことで得ら

れるスケジュールは，DF/IHSの分枝規則が元問題の制約

条件を満たすようにタスクを割り当てることから，元問

題の制約条件を満たしたスケジュールとなる．このため，

DF/IHSにおいて，部分問題を再定義された部分問題に置

き換えて探索しても，元問題と同じ最適解を得ることがで

きる．

ここで，部分問題 πa のタスクグラフを Gπa
，Gπa

中の

タスク iの処理時間を timeπa
(i)とおく．このとき，2つ

の部分問題 πa，πb において，式 (9)の関係がすべて成り

立つとき，部分問題 πb を探索しても部分問題 πa よりも短

いスケジュール長を得ることはできない [12]．このため，

DF/IHSの求解過程において πb を枝刈りしても最適解を

求めることができる．

E(Gπa
) ⊆ E(Gπb

)

V (Gπa
) ⊆ V (Gπb

)

timeπa
(i) ≤ timeπb

(i) (n + 2 ≤ i ≤ n + m + 1) (9)

また，式 (9)を用いた枝刈りは，下界値を用いないため，

探索の初期に精度の高い暫定解が得られる部分問題を枝

刈りする場合がある．このような枝刈りによって暫定解の

更新が遅れると，下界を用いた枝刈りの効率が低下し，探

索時間が長くなる可能性がある．ただし，暫定解の精度が

枝刈りに与える影響の大きな問題は，下界の精度が良く，

DF/IHSの探索時間の短い問題がほとんどである．問題規

模が大きな問題は一方で，下界の精度が悪く，下界を用い

た枝刈りが起こりにくい問題では，DF/IHSの探索時間が

長く，式 (9)を用いた枝刈りによって DF/IHSの探索時間

が大きく短縮する [12]．DF/IHSは，問題規模の大きな問

題ほど，下界の精度が悪く，探索時間が長くなる傾向があ

る．このため，式 (9)を用いた枝刈りは，問題規模の大き

な問題ほど有効に働くと考えられる．

4.2 提案するアルゴリズム

PDF/IHSは DF/IHSと同じ分枝規則で探索木を生成す
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るため，PDF/IHSでも 4.1 節の枝刈り判定を行うことが

できる．PDF/IHSでは，リーダ PEとスレーブ PEの振

舞いが異なるため，それぞれの PEでどのように枝刈り判

定を行うかを検討する必要がある．ただし，PDF/IHSが

生成する探索木から式 (9)の条件を満たすすべての部分問

題を検出するためには，ハッシュテーブルのようなデータ

構造を用いて，探索過程で生成した部分問題をすべて記憶

する必要がある．このようなデータ構造を用いることで，

文献 [18]のように探索する部分問題数を大きく削減できる

が，ハッシュテーブルを管理する処理を追加する必要が生

じる．PDF/IHSに新たな処理を追加すると，そのアルゴ

リズムがうまく働くような問題においては高い効果を期待

できるが，そうでない問題には追加した処理の分だけ探索

時間が増加するというトレードオフが生じる．そこで，本

論文では，なるべく PDF/IHSに追加する処理が少なくな

るようにアルゴリズムを設計し，探索する必要がないこと

が容易に判定可能な部分問題のみを削減する．上記をふま

えて，提案手法のリーダ PEとスレーブ PEの枝刈りの手

順について述べる．

提案手法のリーダ PE は，PDF/IHS のリーダ PE が

DF/IHSで探索する PEと同じ振舞いをすることから，文

献 [12]と同様の枝刈りを行う．図 7 に，リーダ PEによる

SP値更新処理の疑似コードを示す．図 7 のコードは，式

(9)を満たす部分問題のうち，実行可能タスク情報と割当て

時刻情報のみから判定できる部分問題を枝刈りする．図 6

に図 7 のコードで削減できる部分問題の例を示す．図中の

網掛けの領域はスケジュールが確定したタスクであり，点線

の時刻が割当て時刻である．本例の部分問題は，割当て時

刻に実行可能なタスクが T1，T2，T3，T4であり，各タスク

の処理時間には time(4) < time(1) = time(2) < time(3)

という関係があるとする．この場合，T4の処理時間は φが

割り当てられた時間よりも短く，φを割り当てた時刻に T4

を割り当てる方が短いスケジュール長を得られる．図 7 の

コードを用いることで，図 6 のように不必要な φが割り当

てられる部分問題は，do-while文のループによって，下界

値計算の前に SP値が更新される．これにより，探索する

必要のない部分問題が枝刈りできる．

提案手法のスレーブ PEは，PDF/IHS のスレーブ PE

が DF/IHSで探索する PEとは異なる振舞いをするため，

図 7 と同じ手順で SP 値を更新することができない．本

論文では，スレーブ PEに枝刈りの判定処理を加えるにあ

たって，PDF/IHSの利点を活かすために，スレーブ PE

への割当てや部分問題の探索順序を変更しない．一方，式

(9)の条件で枝刈りできなかった部分問題は，下界値を用

いて枝刈りできる可能性がある．このため，提案手法で枝

刈りができないことが判明した部分問題には，下界を用い

た限定操作を行う．図 8 に，スレーブ PEによる SP値更

新処理の疑似コードを示す．図 8 に示すように，スレーブ

図 6 削減できる部分問題の例

Fig. 6 An example of unnecessary subproblem to search.

図 7 リーダ PE による SP 値更新処理の擬似コード

Fig. 7 Pseudo-code of calculating SP by leader PE.

図 8 スレーブ PE による SP 値更新処理の擬似コード

Fig. 8 Pseudo-code of calculating SP by slave PE.

PEでは，探索の重複を検出する操作を，提案手法の枝刈

りの判定を行い，枝刈りできないことが判明した直後に行

う．これは，提案手法の枝刈りの判定に必要な時間が，探

索の重複を判定する操作に必要な時間よりも短いためであ
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る．また，提案手法の枝刈りを先に行うことで，スレーブ

PEの SP値が探索木の左側に進むため，探索の重複を早

期に検出できると期待できる．

5. 評価

提案手法の有効性を示すために，PDF/IHSと提案手法

でタスクスケジューリング問題を求解し，探索時間を評価

する．本評価では，標準タスクグラフセット [19]の 50タ

スクの問題のうち 60パターンのタスクグラフに対して，

タスクを割り当てるプロセッサの台数 mを 2，4，8，16

とする合計 240問のタスクスケジューリング問題を求解す

る．下界値の計算には，3.2 節の式 (1)を用いる．評価環

境は，CPUが Intel Xeon E5-2687W v2，メモリが 64 GB

である．また，本評価では，PDF/IHSに対する提案手法

の高速化率を式 (10)で定義する．

高速化率 [倍] =
PDF/IHSの探索時間
提案手法の探索時間

(10)

ただし，探索時間は，CP/MISFに必要な前処理の時間や，

すべてのプロセッサが探索を終了するまでの待ち時間を含

んだ時間である．

図 9，図 10，図 11，図 12，図 13に，1PE，2PE，4PE，

8PE，16PEで PDF/IHSを行った際の提案手法の高速化

率を示す．グラフの横軸は PDF/IHSの実行時間，縦軸は

PDF/IHS に対する提案手法の高速化率である．ただし，

図 9 は，1PEでの実行であるため，DF/IHSと同様の探索

を行う．

測定結果より，すべての PE数で，PDF/IHSの探索に

時間がかかる問題ほど高速化率が向上する傾向が確認でき

た．PDF/IHSで探索時間が短い問題の高速化率が低いの

図 9 1PE の高速化率

Fig. 9 Speedup ratio of 1PE.

図 10 2PE の高速化率

Fig. 10 Speedup ratio of 2PE.

は，探索時間が短い問題ほど PDF/IHSが効率良く枝刈り

し，無駄な探索ノードが存在しないためである．無駄な探

索ノードが存在しない問題は，提案手法を用いても，新た

に枝刈りできるノードが存在しないため，探索ノード数が

減少せずに高速化率が低下した．このような問題を探索実

行前に判別することは難しいが，PDF/IHSの求解時間が

0.001秒以下であるため，提案手法を用いても短時間で求

解できる．このため，このような問題による高速化率の低

下が提案手法の有効性に与える影響はほとんどないと考え

られる．そこで，PDF/IHSの探索時間ごとに分けて高速

化率を導出する．

表 1 に，PDF/IHS の探索時間ごとの提案手法の高速

化率を示す．表中の SD は，高速化率の標準偏差である．

表 1 からもグラフと同様に，PDF/IHSで求解に時間がか

かる問題ほど削減率が高く，提案手法が有効に働くことが

分かる．PDF/IHSで求解に時間のかかる問題は，求解時

間の削減率に対して実際に短縮される時間が大きくなる．

このため，提案手法による枝刈りの効果は大きい．

表 1 で PDF/IHSの求解時間が 1秒以上のときに PE数

図 11 4PE の高速化率

Fig. 11 Speedup Ratio of 4PE.

図 12 8PE の高速化率

Fig. 12 Speedup ratio of 8PE.

図 13 16PE の高速化率

Fig. 13 Speedup ratio of 16PE.
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表 1 PDF/IHS の探索時間ごとの高速化率

Table 1 Speedup ratio for search time of PDF/IHS.

PE count ave min max SD

0.00 ≤ time < 0.01 200 1.083 0.941 9.715 1.372

1 0.01 ≤ time < 1.00 35 1.654 0.735 95.749 3.208

1.00 ≤ time 5 3.398 0.001 57.213 57.425

total 240 1.180 2.202

0.00 ≤ time < 0.01 199 1.087 0.901 9.594 1.388

2 0.01 ≤ time < 1.00 36 1.637 0.735 96.079 3.166

1.00 ≤ time 5 3.322 0.001 55.399 54.828

total 240 1.183 2.201

0.00 ≤ time < 0.01 193 1.066 0.937 15.387 1.341

4 0.01 ≤ time < 1.00 42 1.730 0.735 93.536 3.126

1.00 ≤ time 5 3.342 0.001 59.228 55.305

total 240 1.188 2.215

0.00 ≤ time < 0.01 190 1.058 0.962 13.741 1.331

8 0.01 ≤ time < 1.00 44 1.566 0.529 95.561 2.760

1.00 ≤ time 6 5.224 0.001 56.976 41.738

total 240 1.183 2.172

0.00 ≤ time < 0.01 188 1.029 0.730 13.543 1.346

16 0.01 ≤ time < 1.00 46 1.554 0.405 70.012 2.695

1.00 ≤ time 6 5.691 0.001 66.622 42.602

total 240 1.162 2.183

表 2 提案手法を用いることによる探索ノード数の増減

Table 2 The number of subproblems using proposed method.

PE increased unchanged decreased

1 2 175 63

2 17 149 74

4 31 129 80

8 42 108 90

16 79 68 93

が多くなるほど高速化率が向上する理由を調べるために，

PDF/IHSと提案手法が探索した部分問題数を測定する．

表 2 に，提案手法を用いたことによって探索した部分問

題数が増減した問題の数を示す．表 2 より，どの PE数で

も，部分問題数を削減できなかった問題数よりも削減でき

た問題数の方が多い．このため，提案手法は，多くの問題

で探索する部分問題数を削減し，高い高速化率が得られた

と考えられる．

また，PE数の増加により，探索する部分問題数が増加し

た問題数が増えるのは，4.1 節で示したように，PDF/IHS

が早い段階に探索する精度の良い解を提案手法が枝刈りし

たためであると考えられる．下界を用いた枝刈りの精度が

悪い状態で，最適解が得られるまでの間の探索を多くのプ

ロセッサで行ったため，探索ノード数が増えたと考えられ

る．一方，PE数の増加により，探索する部分問題数が減

少した問題数が増えるのは，提案手法によって最適解が得

られるまでの時間が短縮し，探索効率が向上したためであ

ると考えられる．

図 14 1PE の削減率

Fig. 14 Reduction rate of 1PE.

図 15 2PE の削減率

Fig. 15 Reduction rate of 2PE.

最後に，図 14，図 15，図 16，図 17，図 18 に提案手

法を用いることで得られる探索ノード数の削減率を示す．

削減率は，式 (11) で定義する．

削減率 [%]

=
(

1 − 提案手法の探索ノード数
PDF/IHSの探索ノード数

)
× 100 (11)

また，グラフの縦軸は削減率の常用対数である．図 14 か
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図 16 4PE の削減率

Fig. 16 Reduction rate of 4PE.

図 17 8PE の削減率

Fig. 17 Reduction rate of 8PE.

図 18 16PE の削減率

Fig. 18 Reduction rate of 16PE.

ら図 18 より，探索ノード数の削減率にも図 9 から図 13

と同様の傾向が表れていることが分かる．

6. おわりに

本論文では，PDF/IHSの探索する部分問題数を削減す

るために，暫定解や下界値を用いずに枝刈りを行うアルゴ

リズムを提案し，有効性を評価した．評価の結果，提案手

法を用いることで，PDF/IHSに対して最大約 96倍高速化

することが確認できた．また，提案手法は，PE数が多い

ほど高い高速化率が得られるため，大規模な問題ほど高い

有効性が得られることが確認できた．
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