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高階圧縮における連続パターンのコンパクトな表現法

古谷 勇1 喜田 拓也2

概要：高階圧縮とは，入力データを表すラムダ式を構築し，それを符号化することで行う圧縮法である．
本論文では，同じパターンが連続する部分に対して，コンパクトなラムダ式を生成する手法を提案する．

提案手法では，パターンの連続回数を表す自然数（連長）を超冪の線形式に分解し，その式に対応するラ

ムダ式を直接出力する．自然数 nに対して，出力されるラムダ式のサイズが O(logn)であることを証明し

た．また，実験の結果，連長をラムダ式のバイナリ表現で置き換える既存手法に比べ，ラムダ式のサイズ

を平均して約 21%低減することを確認した．

1. はじめに

データ圧縮は，入力データ系列のモデル化と構築された

モデルの符号化の二つの処理からなる．例えば，ランレン

グス法 [5]では，入力データ系列中の記号とそれが連続す

る長さ（連長）でモデル化し，記号と数字の組をそれぞれ

に適当な符号で符号化を行う．Huffman符号 [2]では，入

力データ系列を記憶のない情報源としてモデル化し，各記

号の頻度に従った符号化を行う．

入力データに対するより良いモデル化は，入力データを

より良く圧縮する．入力データのモデルが既知であるなら

ば，それを最適に圧縮することは容易である．しかし現実

には，入力データのモデルが既知であるような場合は稀で

ある．実際には，未知の情報源に対して漸近的に最適とな

るユニバーサル符号 [5]を用いるか，適当なモデルを仮定し

てデータに内在する構造を表現することになる．したがっ

て，有限長の入力データを効率よく圧縮するためには，簡

潔かつ十分な表現力を持つモデル化の方法が求められる．

この問題に対し，小林ら [4]は高階プログラムをモデル

とするデータ圧縮を提案している．彼らの手法では，入力

データに対し，それを生成する高階プログラムを構築する

ことでデータ圧縮を行う．ここで高階プログラムとしては，

ラムダ式 [1]を用いている．これにより，複雑な構造を持

つデータに対して詳細なモデル化を行うことができる．単

純な例としては，a

n︷︸︸︷
2·.·2 c のように，繰り返しが超冪をなす
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構造を

(λf.

n︷ ︸︸ ︷
f f · · · f a c)(λg.λx.g(g(x)))

のように，冪の深さの線形長のラムダ式で表現できる．他

の手法，例えば文脈自由文法をモデルとする文法圧縮 [3]

で同じ文字列を表現すると，

n−1︷︸︸︷
2·

.·2
に比例した長さが必要と

なる．これ以外にも，系列としての見かけは違うが同じ差

分で増減するデータや，ほとんど同じだが一部が異なるパ

ターンなども柔軟に表現することができる．

高階プログラムによる圧縮の課題点は，効率よい圧縮処

理と符号化である．近年，矢口ら [6]は，高階プログラム

をモデルとするデータ圧縮法を高階圧縮と呼び，その効率

よい圧縮処理と符号化を提案している．彼らの手法では，

効率よい符号化と圧縮処理のために単純型付きのラムダ式

を用いている．圧縮処理の方針は，まずデータを単に直線

的なラムダ式として表現し，そのラムダ式に対応する構文

木を考える．そして，構文木内で共通して頻出する部分木

をパターンとして抽出し，それらをまとめるようにラムダ

式を変形する．この変形操作は，ラムダ計算におけるβ簡

約の逆の処理に相当する．実験の結果より，矢口らの手法

は，既存の手法と同程度以上の優れた圧縮率を達成するこ

とが示されている．

本論文では，連続するパターンに対して，よりコンパク

トなラムダ式を構築する手法を提案する．提案手法は，連

長を非負整数の超冪を用いた式に分解し，その式に対応す

るラムダ式へと置き換えることでデータを圧縮する．分解

アルゴリズムを示すとともに，この表現方法によるラムダ

式のサイズが連長 nに対して O(log n)であることを証明

する．提案手法は，矢口らの圧縮手法に容易に組み込むこ

とができる．
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既存のラムダ式による連長の表現手法としては，

Kobayashi ら [4] がバイナリ表現に対応するものを示し

ている．提案手法は，ほとんどの場合において，このバイ

ナリ表現よりも小さなラムダ式を生成する．実験の結果，

提案手法は，バイナリ表現より平均して約 21%圧縮率が

向上することを確認した．

2. 準備

2.1 ラムダ式

定義 1 (ラムダ式) 圧縮対象の入力データに含まれる文

字の集合をAとし，以降では a ∈ Aを終端文字と呼ぶ．い

ま，終端文字を含まない有限アルファベット Σを考える．

ただし，Σは，ラムダ式で用いる特殊な文字 {λ, . , ( , ) }
を含まないものとする．以降，文字 x ∈ Σを特に変数と呼

ぶ．このとき，ラムダ式は次のように再帰的に定義される．

すなわち，a ∈ A, x ∈ Σ, ラムダ式M,N に対して，

(i) x (ii) (λx.M) (iii) (M N) (iv) a

はすべてラムダ式である． 2

上のラムダ式の定義において，特に (ii)の形をしたラムダ

式をラムダ抽象と呼び，(iii)の形をしたラムダ式を関数適

用と呼ぶ．ラムダ抽象 (λx.M)に関して，変数 xはこのラ

ムダ式の中で束縛されているという．ラムダ抽象 (λx.M)

の中に束縛された形で現れる変数を (λx.M)の束縛変数，

束縛されない形で現れる変数を (λx.M)の自由変数という．

ラムダ式が複雑になると，括弧が頻出して煩雑になる．

以降では，特に混乱が起こらない限り，ラムダ式の括弧を

省略して表記する．括弧を省略したラムダ式における結合

の解釈は以下のものを用いる．

• 関数適用は左の結合を優先する．

• 関数適用とラムダ抽象では関数適用を優先する．

さらに，ラムダ抽象 λx.N の N がラムダ抽象 λy.M で

ある場合，すなわち λx.(λy.M) のような形のラムダ抽

象について，これを λxy.M と略記する．これにより，

λx1.λx2. · · ·λxn.M は λx1x2 · · ·xn.M と表される．

次にラムダ式の書き換え規則を定義する．α変換は，変

数の名前を付け替える規則で，次のようなものである．

λx.M →α λy.M ′

ここで，M ′ はラムダ式M 中のすべての xを，M 中に自

由変数として表れていない文字 y ∈ Σに置換したものであ

る．α変換によって得られるラムダ式はすべて同一のもの

と見なす．

β簡約は関数適用を書き換える規則で，次のようになる．

(λx.M)N →β M ′

ここで，M ′ はM 中に出現するすべての xを N に置換し

たラムダ式である．

β簡約において，(λx.M)N 中の λx.M とN は，それぞ

れ β簡約後のラムダ式を返す関数およびその引数と見なす

ことができる．このことから，(λx.M)N におけるN をし

ばしば引数と呼ぶ．また，ラムダ式を用いた計算とは，上

述の書き換え規則にしたがってラムダ式を順次書き換えて

いき，それ以上 β 簡約が不可能な形を目指すことをいう．

2.2 高階圧縮の考え方

高階圧縮では，最初に，入力データを終端文字の関数適

用が繰り返されたラムダ式として扱う．例えば，abcdeと

いう文字列は，a (b (c (d e))) というラムダ式と見なされ

る*1．次にこのラムダ式を，ラムダ計算後の形が同一にな

るように保ったまま，よりサイズの小さいラムダ式へと変

換する．ここで，ラムダ式のサイズとは，次のようにして

定義される．

定義 2 (ラムダ式のサイズ（小林ら [4]）) ラ ム ダ 式

M のサイズを次のように再帰的に定義し，#M と記述す

る．すなわち，a ∈ A, x ∈ Σ, ラムダ式M,N に対して，

#x = #a = 1,

#(λx.M) = #M + 1,

#(M N) = #M +#N + 1.

と定義する． 2

このようにサイズ #M を定義すると，ラムダ式を構文

木で表現した場合の木のノード数に等しくなることが知ら

れている [6]．今回，構文木上での圧縮手法については触

れないため，構文木の定義は省略する．

2.3 チャーチ数と連続パターン

定義 3 (チャーチ数) 非負整数 nに対して，

n ⇔ λfx.

n︷ ︸︸ ︷
f (f · · · (f x) · · · ).

とラムダ式を対応付ける．この nに対応づけられたラムダ

式をチャーチ数と呼び，Λ(n)と記述する． 2

例えば，0と 1に対しては，それぞれ Λ(0) = λfx.xと

Λ(1) = λfx.f xとなる．

チャーチ数に対してそれらの加算，乗算，冪乗を表すラ

ムダ式が次のように表せることが知られている．

定理 (チャーチ数の演算) 自然数 p, qに対して，以下の

式が成り立つ．

（加算） Λ(p+ q) = (λmnfx.m f (n f x)) Λ(p) Λ(q),

（乗算） Λ(p · q) = (λmnfx.m (n f) x) Λ(p) Λ(q),

（冪乗） Λ(pq) = (λmnfx.n m f x) Λ(p) Λ(q).
*1 入力文字列に対して関数適用の順序は様々に考えられる．どのよ
うな順序で括弧付けしてもラムダ式のサイズに違いはない．圧縮
処理の都合上，ここでは後ろから括っていくもののみを考える．
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2

チャーチ数 Λ(n)の引数として終端文字 aと終端文字 c

を取ると，ラムダ計算によって文字列 ancが得られる．例

えば，Λ(3)に引数として a, cを取ったものを計算すると，

(λfx.f(f(f x))) a c → a (a (a c))

となり，文字列 aaacが得られる．ここで，チャーチ数の引

数として終端文字の代わりにそれぞれ終端文字列，すなわ

ちパターンを取ったラムダ式を計算しても，同様にひとつ

めのパターンがチャーチ数の回数だけ連続する文字列が得

られる．終端文字が連続する場合を考えることで，それを

直ちにパターンが連続する場合にも応用することができる．

2.4 連続パターンに対するバイナリ表現を用いた方法

連続パターンに対応するラムダ式の表現手法として，

Kobayashi ら [4] はバイナリ表現を示している．例えば，

a57cという文字列に対応するラムダ式を次のようにして表

現する．

b1(b0(b0(b1(b1(b1(Λ(0))))))) a c.

ただし，b0 と b1 はそれぞれ，

b0 = λfpq.f p (f p q),

b1 = λfpq.p (f p (f p q))

である．ここで，最初の式における b1b0b0b1b1b1 という部

分は，57のバイナリ表現である 111001を逆順に並べたも

のになっている．

3. 提案手法

3.1 基本アイデア

チャーチ数の表す数が大きい場合，チャーチ数をそのま

ま書くよりも，計算結果がそのチャーチ数となる演算の形

に分解して書いたほうが，ラムダ式のサイズが小さくなる

場合がある．例えば，ラムダ式

(λmnfx.m(n f)x) Λ(6) Λ(5) (1)

は 6 ·5を表すが，これを計算することでΛ(30)が得られる．

#Λ(30) = 63であるのに対し，(1)のサイズは 41である．

a30cを表すラムダ式

30︷ ︸︸ ︷
a (a · · · (a c) · · · )のサイズは 61で

ある．一方，式 (1)の後ろに引数として a, cを取ったラム

ダ式のサイズは 45である．このように，Λ(30)の代わりに

式 (1)を使うことで，よりコンパクトに連続パターンを表

現することができる．

3.2 チャーチ数の圧縮表現

次の例のように，加算，乗算，冪乗のラムダ式を組み合

わせて，複雑な演算式をラムダ式で表現することができる．

例 1 　

(λmnpfx.(m (n f) f) (p f x)) Λ(2) Λ(3) Λ(6) (2)

· · · 2 · 3 + 6を表すラムダ式,

(λmnfx.m (n f (n f)) x) Λ(3) Λ(2) (3)

· · · 3 · (2 + 2)を表すラムダ式.

以降では，このように自然数 nを分解した演算式を

(ラムダ抽象) (チャーチ数) · · · (チャーチ数)

という形のラムダ式で表現したものを nのチャーチ演算表

現と呼ぶ．また，チャーチ演算表現における前半の「(ラ

ムダ抽象)」を関数部，後半の「(チャーチ数) · · · (チャー

チ数)」を引数部と呼ぶ．自然数 nの分解式 F [n]に対する

チャーチ演算表現を C(F [n])と書く．nを分解して得られ

る式は複数存在するので C(F [n])も複数存在する．例えば，

式 (2)と (3)は共に 12を表すチャーチ演算表現である．

#C(F [n])は可能な限り小さくなるのが望ましいが，一

般にサイズが最小となる C(F [n])を求めるのは難しい．そ

こで，引数部のチャーチ数を一つに限定し，その中でサイ

ズが最小となる C(F [n])を求めることを考える．

定義 4 (剰余内包チャーチ演算表現) 自然数 n に対し

て，φを n未満のある自然数とする．ここで，r = n mod φ，

n̄ = n− rとおく．n̄を φのみの加算，乗算，冪乗からな

る式に分解したものを Fφ[n̄] とし，この分解に対応する

チャーチ演算表現 C(Fφ[n̄])の関数部における末尾の束縛

変数 xを

r︷ ︸︸ ︷
f (f · · · (f x) · · · )で置き換えると，Fφ[n̄] + rに

対応するチャーチ演算表現が得られる．これを nの剰余内

包チャーチ演算表現と呼び，C(Fφ[n̄], r)で表す． 2

チャーチ演算表現の場合と同様に，剰余内包チャーチ

演算表現 C(Fφ[n̄], r)も計算することでチャーチ数 Λ(n)と

なる．

ここで，C(Fφ[n̄], r)のサイズに関して，次の補題が成り

立つ．

補題 1 自然数 nと φ（φ < n）について，r = n mod φ，

n̄ = n− rとおく．このとき，Fφ[n̄]中に出現する加算，乗

算，冪乗の回数をそれぞれ Np，Nm，Ne とすると，

#C(Fφ[n̄], r) = 2((2Np +Nm +Ne) + φ+ 6 + r)

が成り立つ．

証明 引数部にチャーチ数 Λ(φ)をもつ剰余内包チャー

チ演算表現 C(Fφ[n̄], r)の構造は，

C(Fφ[n̄], r) = (λnfx.M) Λ(φ)

である．チャーチ数の定義より #Λ(φ) = 2φ + 3である．

したがってこのラムダ式のサイズは，
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#C(Fφ[n̄], r) = 3 +#M + (#Λ(φ) + 1)

= #M + 2φ+ 7 (4)

となる．次にM について考える．M はまず次のような構

造をもつ．

M = p f X (5)

ここで，X は

r=n mod φ︷ ︸︸ ︷
f (f · · · (f x) · · · ) というラムダ式である．

よって，M のサイズは 2r+5である．pは演算される数と

しての Λ(φ)に対応する束縛変数である．ここに演算する

数としての Λ(φ)に対応する束縛変数として pをとった加

算の表現を加えたものは p f (p f X)となり，式 (5)と比べ

るとラムダ式のサイズが 4だけ大きい（括弧はラムダ式の

サイズには無関係であることに注意する）．同様に乗算と

冪乗を考えると，それぞれ p (p f)X と p p f X となり，い

ずれもラムダ式のサイズは 2だけ増える．したがって，

#M = 5 + 4Np + 2Nm + 2Ne + 2r

である．式 (4)とあわせると，

#C(Fφ[n̄], r) = 2((2Np +Nm +Ne) + φ+ 6 + r)

となり，命題が成り立つ． 2

補題 2 任意の自然数 n ≤ 8 に対して，#Λ(n) ≤
#C(Fφ[n̄], r)が成り立つ．

証明 補題 1 より，

#C(Fφ[n̄], r) =

2((2Np +Nm +Ne) + φ+ 6 + (n mod φ))

> 2(1 + φ+ 6)

≥ 2(1 + 2 + 6) = 18

である．n ≤ 7のとき，#Λ(n) = 2n+3 < 18である．n = 8

のときも，#C2(n) = 20，#C3(n) = 26，#C4(n) = 24とな

り，いずれも #Λ(8) = 19より大きい．したがって n ≤ 8

に対して，#Λ(n) > #C(Fφ[n̄], r)となるような分解表現

C(Fφ[n̄], r)は存在しない． 2

3.3 チャーチ数の超冪分解表現
i︷ ︸︸ ︷

φφ··
·φ

のような演算を超冪といい，ここでは iφと表記

する．冪乗は右結合で解釈される．例えば，12 = 2, 22 =

4, 32 = 16, 42 = 65536である．便宜上，0φ = 1とする．

自然数 nを，自然数 φ（φ < n）の超冪 iφの線形和に分

解することを考える．すなわち，k を kφ ≤ nを満たす最

大の整数としたとき，pi（0 ≤ i ≤ k）を非負整数の係数と

して，

n = pk
kφ+ pk−1

k−1φ+ · · ·+ p1
1φ+ p0

0φ

のように分解する．次に，この分解式の各項について，

ri = pi mod φとおくと，

pi
iφ = iφ (pi − ri) + (

ri︷ ︸︸ ︷
iφ+ · · ·+ iφ)

と変形できる．ここで p̄i = pi − ri とおき，さらに p̄i を φ

で同様にして分解する．この操作を再帰的に行うと，nを

φのみの加算，乗算，冪乗の式に分解することができる．

定義 5 (φによる超冪分解表現) n, φを自然数とし，r =

n mod φとおく．k を kφ ≤ nを満たす最大の整数とした

とき，nを次のように再帰的に分解して表すことを φによ

る超冪分解表現といい，その式を Tφ[n]で表す．

Tφ[n] =

n （n ≤ φの場合）,

kφTφ[pk − (pk mod φ)] + (

pk mod φ︷ ︸︸ ︷
kφ+ · · ·+ kφ)

+ · · ·

+1φTφ[p1 − (p1 mod φ)] + (

p1 mod φ︷ ︸︸ ︷
1φ+ · · ·+ 1φ) + r

（それ以外の場合）.

ただし，pi（0 ≤ i ≤ k）は，0 ≤ pi <
iφをみたす最大の

整数とする． 2

定義 5において，係数 (pi− (pi mod φ))は必ず φの倍数

である．よって，係数を超冪に分解する際の剰余は必ず 0

となり，項として出現しない．したがって，Tφ[n]は末尾の

項 r以外がすべて φの加算，乗算，冪乗のみで表現される．

以降，Tφ[n]の末尾の項 rを取り除いた式を Tφ[n]と書く．

与えられた φに対して，上式にしたがって超冪分解され

る式 Tφ[n]は一つに定まる．この Tφ[n]に対応するチャー

チ演算表現は，剰余内包チャーチ演算表現の一つであるの

で，これを C(Tφ[n], r)と書く．#C(Tφ[n], r)が最小とな

るような φを φ∗とし，文脈から φ∗に誤解がない限り，そ

の時の Tφ∗ [n]を単に T ∗[n]と記述する．Algorithm 1に，

T ∗[n]を求めるアルゴリズムを示す．

補題 3 任意の自然数 n に対し，φ∗ は [2,
√
n] に存在

する．

証明 Tφ[n]に含まれる φの加算，乗算，冪乗の回数を

それぞれNp(Tφ[n])，Nm(Tφ[n])，Ne(Tφ[n])とする．nを

φ∗を用いた演算の形に表せるのは φ∗ ≤ n/2のときのみで

あることに注意する．そこで，φx を
√
n + 1 < φx ≤ n/2

なる整数とする．このとき，Tφx [n] は，乗算および冪

乗を含まず，加算を 1 回以上含む表現となる．よって，

Np(Tφx
[n]) ≥ 1, Nm(Tφx

[n]) = Ne(Tφx
[n]) = 0 である．

このとき，補題 1より，次式が成り立つ．

#C(Tφx [n], rx) = 4Np(Tφx [n]) + 2φx + 12 + 2(n mod φx).
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Algorithm 1 T ∗[n]を求めるアルゴリズム
Input: n

Output: T ∗[n]

1: for φ = 2 to
√
n do

2: r ← n mod φ;

3: Tφ[n]← factorizeByTetr((n− r), φ);

4: end for

5: T ∗[n]← #C(Tφ[n], r) が最小となる Tφ[n].

6:

7: function factorizeByTetr(n, φ)

8: k ← kφ ≤ n をみたす最大の k;

9: for i = k to 1 do

10: pi ← (p iφ ≤ n をみたす最大の p);

11: p′ ← pi − (pi mod φ);

12: if p′ > 1 then factorizeByTetr(p′, φ);

13: n← n− pk iφ;

14: end for

15: end function

次に，Tφx−1[n] の場合を考える．このときも同様に，

Np(Tφx−1[n]) ≥ 1, Nm(Tφx−1[n]) = Ne(Tφx−1[n]) = 0で

あるが，Tφx
[n]の場合に比べて，φx が φx − 1に減少し，

加算の回数と余りの部分がそれぞれ ⌊(Np(Tφx
[n]) + 1 +

(n mod φ))/φx⌋ および Np(Tφx
[n]) + 1 + (n mod φ)だけ

増加する．したがって，

#C(Tφx−1[n], rx−1)

= 4Np(Tφx−1[n]) + 2(φx − 1)

+ 12 + 2(n mod φx − 1)

= #C(Tφx
[n], rx)− 2

+ 4⌊(Np(Tφx [n]) + 1 + (n mod φ))/φx⌋ (6)

+ 2(Np(Tφx
[n]) + 1 + (n mod φ)) (7)

が成り立つ．ここで，式 (6)と (7)のうち，少なくともど

ちらか一方は正の値を取る．すなわち，式 (6)+式 (7) > 2

であることから，

#C(Tφx−1[n], rx−1)−#C(Tφx
[n], rx)

= 4⌊(Np(Tφx [n]) + 1 + (n mod φ))/φx⌋

+ 2(Np(Tφx
[n]) + 1 + (n mod φ))− 2

> 2− 2 = 0

が成り立つ．よって帰納的に，#Cφx(Tφx [n])が最小となる

のは φx が φx ≤ N/2で最大のときで，

min(#C(Tφx [n], rx)) ≤ 4 + 2φx + 12

= 2φx + 16 (8)

とわかる．最小値は φx = n/2 のときに得られる．

φy を φy ≤
√
n をみたす最大の整数とする．このと

き，Nm(Tφy
[n]) = 1，Np(Tφy

[n]) = Ne(Tφy
[n]) = 0，

n mod φy = n − φ2
y である．よって補題 1 より，以下

が成り立つ．

n φ∗ ⌊
√
n⌋ n φ∗ ⌊

√
n⌋

9 3 3 23 2 4

10 3 3 24 2 4

11 3 3 25 5 5

12 3 3 26 5 5

13 3 3 27 3 5

14 3 3 28 3 5

15 3 3 29 3 5

16 2 4 30 3 5

17 2 4 31 3 5

18 2 4 32 2 5

19 2 4 33 2 5

20 2 4 34 2 5

21 2 4 35 2 5

22 2 4 36 3 6

表 1 9 ≤ n ≤ 36 に対する φ∗ と ⌊
√
n⌋

#C(Tφy [n], ry)

= 2Nm(Tφy
[n]) + 2φy + 12 + 2(n mod φy)

= 2 + 2φy + 12 + 2(n− φ2
y)

< 2φy + 14 + 2((φy + 1)2 − φ2
y)

= 2φy + 14 + 2(2φy + 1)

= 6φy + 16. (9)

以上より，次のような不等式が得られる．

式 (8)−式 (9) = (2φx + 16)− (6φy + 16)

= 2φx − 6φy = 2 · n/2− 6φy = n− 6φy

> n− 6
√
n. (10)

(i) n > 36 のとき 式 (10)は正となるから，式 (8) >式 (9)．

すなわち，φ >
√
nで φ ≤

√
n のときよりも#C(Tφ[n], r)

が小さくなることはない．

(ii) 9 ≤ n ≤ 36のとき nに対する φ∗ および ⌊
√
n⌋は表 1

のようになる．このことから，φ∗はいずれも
√
n以下であ

ることがわかる．

よって以上 (i)(ii)より，補題 3が証明された．なお，n ≤ 8

の場合に関しては，補題 2より，チャーチ数よりもサイズ

が小さくなる剰余内包チャーチ演算表現は存在しないの

で，ここでは考慮しない． 2

定理 1 Algorithm 1 の時間計算量は O(
√
n(slogφn)

2)

である．ここで，slogφ は超対数，すなわち，超冪
iφに対

して i = slogφ
iφとなる関係を表す．

証明 2行目の kの計算にかかる時間は O(slogφn)であ

る．このとき，kの最大値は slogφnなので，関数 factor-

izeByTetr中の forループ（9-14行目）は最大で slogφn

回繰り返される．各繰り返し中の piの計算（5行目）に関し

て，0 ≤ p < iφより，これにかかる時間は O(slogφn)であ

る．いま，factorizeByTetr(n, φ)の計算量をO(F (n))，

最大の再帰回数を ρと表すと，次が成り立つ．
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O(F (N))

= O(slogφn+ slogφn(slogφn+O(F (slogφn))))

= O(slogφn(slogφn+O(F (slogφn))))

= O((slogφn)
2 + slogφn O(F (slogφn)))

= O((slogφn)
2 + slogφn(slogφslogφn)

2

+ slogφnslogφslogφn(O(F (slogφslogφn))))

= O((slogφn)
2 + slogφn(slogφslogφn)

2

+ slogφnslogφslogφn(slogφslogφslogφn)
2

+ · · ·+

+ slogφn · · ·
ρ−1︷ ︸︸ ︷

slogφ · · · slogφ n(

ρ︷ ︸︸ ︷
slogφ · · · slogφ n)2

+ slogφn · · ·
ρ︷ ︸︸ ︷

slogφ · · · slogφ n).

ここで，

i−1︷ ︸︸ ︷
slogφ · · · slogφ n < (

i︷ ︸︸ ︷
slogφ · · · slogφ n)2 より，

O(F (n)) = O((slogφn)
2)

である．さらに補題 3 より，φ の変化は 2 から
√
n まで

であるので，1-4 行目の for ループは最大で
√
n − 1 回

繰り返される．以上より，Algorithm 1 の時間計算量は

O(
√
n(slogφn)

2)となる． 2

T ∗[n]を求めるにあたり，φ∗ は最大で
√
nまで探索する

必要がある．例えば，n = 49に対する T ∗[49]は 7 · 7であ
り，φ∗ = 7 =

√
49である．

補題 4 補題 2の命題に対して裏が成り立つ．すなわち，

n > 8のとき，#Λ(n) > #C(Fφ[n̄], r)となるような nの分

解式 Fφ[n̄] + rが存在する．

証明 n > 8で #Λ(n) > #C(T ∗[n], r)となる T ∗[n]が

存在することを示す．式 (9)より，

#C(Tφy
[n], ry) < 6φy + 16

≤ 6
√
n+ 16. (11)

(i) n > 19 のとき #Λ(n) = 2n + 3 > 6
√
n + 16より式

(11)とあわせて，#Λ(n) > #C(Tφy
[n], ry) ≥ #C(T ∗[n], r)

が言える．

(ii) 8 < n ≤ 19 のとき 表 2 より，#Λ(n) = 2n + 3 >

#C(T ∗[n], r)とわかる．

以上 (i)(ii)より，補題 4は成り立つ． 2

補題 4より，いま C(T ∗[n], r)において φ∗ > 8であった

とき，C(T ∗[n], r)の引数部のチャーチ数 Λ(φ∗)を，さらに

超冪分解した分解式の剰余内包チャーチ演算表現に書き換

えることで，よりサイズの小さいラムダ式を得ることがで

きる．この操作を φ∗ ≤ 8となる C(T ∗[n], r)が現れるまで

再帰的に行った剰余内包チャーチ演算表現を C∗[n]と表す．

C∗[n]を求めるアルゴリズムを Algorithm 2に示す．

n #Λ(n) = 2n+ 3 #C(T ∗[n], r)

9 21 20

10 23 22

11 25 24

12 27 24

13 29 26

14 31 28

15 33 28

16 35 20

17 37 22

18 39 24

19 41 26

表 2 9 ≤ n ≤ 19 に対する Λ(n) = 2n+ 3 と #C(T ∗[n], r) の値

Algorithm 2 C∗[n]を求めるアルゴリズム
Input: n

Output: C∗[n]
1: function compressChurch(n)

2: if n ≤ 8 then

3: return Λ(n)

4: else

5: for φ = 2 to
√
n do

6: rφ ← n mod φ;

7: Tφ[n]← factorizeByTetr((n− rφ), φ);

8: end for

9: φ∗ ← #C(Tφ[n], rφ) が最小となるときの φ.

10: T ∗[n]← Tφ∗ [n]

11: r ← rφ∗

12: F ← C(T ∗[n], rφ∗) の関数部のラムダ式;

13: G← compressChurch(φ∗);

14: return (F G)

15: end if

16: end function

17: C∗[n]← compressChurch(n);

定理 2 #C∗[n]の最大値は O(log n)である．

証明 式 (9)より，#C(Tφy [n], ry) < 6φ∗
y +16であるか

ら，φ∗
y1 > 8に対して#C∗[n] < 6#C(Tφ∗

y1
[φ∗

y], ry1)+16が

成り立つ．さらに，φ∗
y2 > 8に対して#C(Tφ∗

y1
[φy], ry1) <

6#C(Tφ∗
y2
[φ∗

y1], ry2) + 16である．これは φ∗
yi > 8に対し

て再帰的に成り立ち，再帰回数を ρとすると，

#C∗(T ∗[n]) < 6#C(Tφ∗
y1
[φ∗

1], ry1) + 16

< 6(6#C(Tφ∗
y2
[φ∗

2], ry2) + 16) + 16

· · ·

< 6(6(· · · (6φ∗
yρ + 16) · · · ) + 16) + 16

= 6ρφ∗
yρ +

ρ−1∑
i=0

(6i · 16) (12)

となる．ここで，φ∗
yρ は 8以下の定数である．さらに，い

ま各 φ∗
y(i+1) はそれぞれ

√
φ∗
yi 以下に減少していくので，

再帰回数 ρは高々 O(log log n)である．したがって，

O(#C∗[n]) = O(6log logn) = O(log n)
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であるから，定理 2が成り立つ． 2

3.4 超冪分解表現を用いた連続パターンの圧縮

ここでは，チャーチ数の超冪分解表現の関数部に引数部

のラムダ式を直接に記述することで，ラムダ式のサイズを

小さくする手法について述べる．

例として，文字列 b, dについて，bが 16回連続したのち

に dが続く文字列 b16dを考える．また，文字列 b, dをラ

ムダ式に変換したものをそれぞれ B,Dとする．このとき，

文字列 b16dは，提案手法によって

C∗[16]B D (13)

のように変換される．ここで，

C∗[16] = (λpfx.p p p f x) (λfx.f (f x)). (14)

である．式 (14)は，計算すると，

C∗[16] → λfx.

16︷ ︸︸ ︷
f (· · · (f x) · · · )

= Λ(16)

となる．

算出されたチャーチ数 Λ(16)の束縛変数 f および xは，

元の C∗[16]の関数部における束縛変数 f, xに由来してい

る．そこで，C∗[16] B Dの引数部にある B と Dを先に f

と xに代入すると，

(λp.p p p B D) (λfx.f (f x)). (15)

という式が得られる．ラムダ式 (13)と (15)のサイズを比

較すると，

式 (13)の右辺のサイズ： 22 + #B +#D,

式 (15)の右辺のサイズ： 16 + #B +#D

となり，式 (15)のほうが小さい．

以降では，繰り返しパターン bndのチャーチ演算表現を

用いたラムダ式において，このように引数部にある文字

列の式 B,D を関数部の束縛変数の代わりに直接置くこと

を，文字列を内包させるという．C∗[n]に文字列の式を内

包させたものを内包表現と呼び，C∗[n][, ]と表記する．[, ]

内には束縛変数 f, xの代わりに内包させる文字列 b, dのラ

ムダ式をそれぞれ書く．この表記を用いると，式 (15)は，

C∗[n][B,D]と書ける．文字列は b, d両方を内包させなくて

も，片方だけ内包させることができる．単に C∗[n][, ]と書

いたときは，どちらも内包させていない，すなわち C∗[n]

と等しいラムダ式を表すことにする．

定理 3 C∗[n] B D とその内包表現に関して以下が成り

立つ．

#C∗[n][, D] < #C∗[n][, ],
#C∗[n][B, ] < #C∗[n][, ]

（(Np(Tφ[n])− 1)(#B − 1) < 4の場合）,

#C∗[n][B, ] ≥ #C∗[n][, ] （それ以外の場合）.

証明 まず C∗[n]の関数部の束縛変数 xに対応するDの

内包を考える．この内包ではDの関数適用と C∗[n]の関数

部において変数 xを束縛する λ記号がなくなり，代わりに

C∗[n]の関数部の束縛変数 xがDに置き換わる．したがっ

てこれによる全体のラムダ式のサイズの増減は，

−(#D + 1 + 1) + (−1 + #D) = −3

となるから，内包表現は #D によらず常に −3 だけ変化

する．

次に C∗[n]の関数部の束縛変数 f に対応する B の内包を

考える．C∗[n]の関数部における束縛変数 f の出現回数が

Np(Tφ[n]) + 1であることに注意してDの場合と同様に考

えると，全体のラムダ式のサイズの増減は，

− (#B + 1 + 1) + (−(Np(Tφ[n]) + 1) +Np(Tφ[n])#B)

= Np(Tφ[n])#B −Np(Tφ[n])−#B − 3

= (Np(Tφ[n])− 1)(#B − 1)− 4

となる．ゆえに，(Np(Tφ[n])− 1)(#B − 1) < 4のときは，

内包表現の方がサイズが小さくなる． 2

定理 3より，#B = 1，すなわち bがひとつの文字であ

るときは，B を内包した内包表現の方が常にサイズが小さ

くなる．提案手法では，内包表現に変換した場合とそうで

ない場合に対して，サイズが小さくなる方のラムダ式を圧

縮データとして取り出している．すなわち，bndを表すラ

ムダ式を
C∗[n][B,D]

（(Np(Tφ[n])− 1)(#B − 1) < 4の場合）,

C∗[n][, D]B （それ以外の場合）

としている．

4. 実験

本論文での提案手法の性能を評価するため，得られるラ

ムダ式のサイズを，Kobayashiら [4]のバイナリ表現を用い

る方法（2.4節）と比較した．以降では，Kobayashiら [4]

の手法をバイナリ表現法と呼ぶ．入力データには，連続パ

ターンを持つ文字列として ancを用いた．ここで aと cは

それぞれ大きさ 1の終端文字で，nは 1から 10000までの

自然数である．

実験の結果を図 1に示している．図中において，バイナ
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図 1

リ表現法を binary，提案手法を oursで示している．横軸

は nを，縦軸はラムダ式のサイズを表している．バイナリ

表現法において，文字列 ancに対し圧縮データとして得ら

れるラムダ式のサイズは 2⌈log n⌉ + 39である．定理 2よ

り，提案手法による圧縮で得られるラムダ式の最大サイズ

は O(log n)であるが，場合によってはバイナリ表現法よ

りサイズが大きくなることがある．実際，binaryのサイズ

が oursのサイズよりも小さくなる nの個数は，1～10000

のうち 375個存在した．しかしながら，全体的に見ると，

(oursのサイズ)/(binaryのサイズ) の平均値は約 0.7887で

あり，提案手法のほうが平均して約 21%ほど圧縮率が良

いことがわかる．

5. おわりに

本論文では，高階圧縮において連続パターンに対しコン

パクトな圧縮表現を生成する方法を提案した．また，既存

の高階圧縮の手法と圧縮率を比較し，提案手法が実際に有

効であることを確認した．

本論文で提案した連続パターンに対する圧縮は，既存の

高階圧縮の方法にサブルーチンとして組み込むことで圧

縮率の向上が期待できる．既存の高階圧縮の方法としては

Kobayashiら [4]による手法や，その高速化を図った矢口

ら [6]の手法がある．提案手法をこれらのアルゴリズムに

組み込む場合，長いラムダ式の中から同じパターンが連続

している部分を効率よく発見する必要があるが，その処理

方法には改善の余地が残っている．また，今回は連続なパ

ターンについてのみ考えたが，高階圧縮では従来手法では

扱えなかった複雑なパターンを抽出してまとめあげること

ができる．そうしたパターンを高速に発見する手法の開発

も今後の課題である．
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